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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 1—26 (1951). 


Zur Quantentheorie der Supraleitung. 
Von 
R. SCHACHENMEIER. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 10. Oktober 1950.) 


Es wird gezeigt, da8 zur Deutung der Supraleitung nur Wellengruppen dienen 

k6énnen, welche zum entarteten Teil des Streckenspektrums gehéren, und daB 

dieselben bei Elementen der zweiten Spalte des periodischen Systems iiberein- 

stimmen mit Wellenpaketen nahe der Oberflache der Fermischen Impulskugel. 
Eine zweckmaBige Form von Wellengruppen wird angegeben. 


Aus diesen wird die Wellenfunktion der Gesamtheit der 2.N-Valenzelektronen bei 

CouLtomsscher Wechselwirkung aufgebaut. Dieselbe enthalt in nullter Naherung 

die ungestérten Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen. Es wird gezeigt, daB 

die in héherer Naherung hinzutretenden Korrektionsglieder existieren, in kon- 

vergente Reihen entwickelt werden kénnen und daB sie gegen die nullten Nahe- 
rungen vernachlassigbar klein sind. 


Die aufgestellte Wellenfunktion ist antisymmetrisch gegeniiber der Gruppe der 

Permutationen der Elektronen. Es folgt ferner aus ihr, daB die CouLomssche 

Wechselwirkung einen Ordnungszustand der Elektronen herstellt, welcher ener- 

getisch tiefer liegt als der ungeordnete Zustand des FERmI-Gases und daher stabil ist. 

Die Ableitung einiger Eigenschaften der Supraleiter aus dieser Wellenfunktion 
wird gelegentlich kurz gestreift. 


Bearbeiteter Fragenkomplex. 


Die Quantentheorie der Supraleitung hat eine Erganzung und Kla- 
rung erfahren dadurch, daB W. HEISENBERG? ihr Verhaltnis zur FERMI- 
schen Statistik untersucht und deren Giiltigkeitsgrenzen festgestellt hat. 
AuBerhalb dieser erhalt er spontane Ordnungszustande, durch welche 
zahlreiche Eigenschaften der Supraleitung verstandlich werden. 


Zum Nachweis benutzt HEISENBERG teilweise nicht konvergente 
Naherungsverfahren?. Es erscheint daher wiinschenswert, auch andere 
Methoden anzuwenden?. Als Beitrag zur Bearbeitung des aufgeworfenen 
Fragenkomplexes wird im folgenden eine Wellenfunktion aufgestellt, 
aus welcher die zum atomistischen Versténdnis der Supraleitung fiih- 
renden Grundtatsachen ohne Konvergenzschwierigkeiten abgeleitet 
werden k6nnen. 


1 HEISENBERG, W.: Z. Naturforschg. 2a, 185 (1947); 3a, 65 (1948). 

2 Diese Schwierigkeiten sind auch in der neuesten Darstellung von H. Koprr, 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaft, Bd. 23, S. 251ff., nicht behoben. 

3 Hinsichtlich der physikalischen Aussagen der Theorie s. S. 25/26. 
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ys R. SCHACHENMEIER: 


Die Aufgabe wird dadurch erleichtert, daB von einigen, bereits vor 
lingerer Zeit erhaltenen Ergebnissent Gebrauch gemacht werden kann. 


§ 1. Wellenpakete an der Oberflache der Impulskugel. 

Nach der HEISENBERGSchen Theorie hangt die Supraleitung mit 
einer Besonderheit im Verhalten der Elektronen an der Oberflache der 
Fermischen Grenzkugel des Impulsraumes zusammen. Bei zweiwertigen 
Metallen ist diese Aussage gleichbedeutend mit der bereits von mir auf- 
gefundenen Tatsache, da die Elektronen im entarteten Teil des Strecken- 
spektrums fiir die Supraleitung verantwortlich sind’. 

Diese Ubereinstimmung wird ersichtlich an Hand des Ausdrucks, 
welchen die Fermische Statistik fiir den Impuls S eines Elektrons der 


Grenzkugel liefert: ee 
S=|=)} AN}, (1) 


worin # das PLaNncKsche Wirkungsquantum und 2N die raumliche 
Dichte der Valenzelektronen, also N diejenige der Elektronen gleichen 
Spins bedentet, oder wenn 


S=S'*k (2) 


s=(2}m. 0) 


gesetzt wird, 


Wir setzen ein kubisches Kristallgitter voraus mit der Gitterkonstantena, 
so dab 


N=a%, (4) 
also ae 
= (py o>. (5) 


Betrachten wir andererseits ein Elektron, welches an einer Netzebene 
Braccsche Reflexion erleidet, so gilt, wenn sein Impuls & senkrecht zur 
Netzebene gerichtet ist, 


nda. (6) 
also wegen (5) auch 
. '3\hy ] ye | 
Ss =(=)'|&| = 0,985 |]. (7) 


Da nur Elektronen in der unmittelbaren Umgebung von S’, aber auBer- 
halb der Kugeloberfliche in Betracht kommen, so fallen die beiden 


' SCHACHENMEIER, R.: Z. Physik 74, 503 (1932); 89, 183 (1934); 90, 680 (1934); 
94, 812, 815 (1935). — Phys. Z. 35, 966 (1934). — Z. techn. Phys. 15, 542 (1934). 
: Z. Physik 74 (1932), imsbes. S. 514, 516, 534, wo auch bereits darauf hin- 
gewilesen ist, daB diese Elektronen an der Abfallstelle der FeRMtschen Verteilungs- 


funktion, das ist an der Oberfliche der Grenzkugel, liegen; ferner Z. Physik 89 
184ff. (1934). 
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Impulsbereiche praktisch zusammen. Die zur Umgebung von @ gehé- 
rigen Eigenwerte liegen im entarteten Teil des Streckenspektrums!. 
Daraus ergibt sich die erwihnte Ubereinstimmung. 


Um nun zur Wellenfunktion der in den angegebenen Zustanden be- 
findlichen Elektronen zu gelangen, bildet man aus ihnen Wellengruppen 
(,, Wellenpakete™), was auf verschiedene Weise méglich ist. Auf dem 
von mir a. a. O. und im folgenden (s. § 2 A, S. 9/10) beschrittenen Weg 
werden jeweils zwei oder mehrere fortschreitende Wellen zu einer (ab- 
gesehen von einem kleinen Restglied) stehenden Welle iiberlagert, wel- 
cher ein bestimmter Eigenwert des entarteten Spektrums zukommt. Ihre 
Gruppengeschwindigkeit ist sehr klein. In diesen Wellengruppen ist das 
Elektron raumlich nicht auf enge Bezirke beschrankt sondern tiber den 
ganzen Kristall verbreitet, aber mit im Raume variabler, dreifach 
periodischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit. In Ubereinstimmung mit 
der HEISENBERGschen Unbestimmtheitsrelation sind andererseits ihre 
Impulse um so genauer festgelegt. 


Ein anderer Weg zur Bildung von Wellengruppen besteht darin, daB 
man mit HEISENBERG das Elektron auf einen engen Bezirk (dessen 
Abmessungen jedoch erheblich gréBer als die atomaren sind) ohne scharf 
definierten Eigenwert lokalisiert. Dabei ist aber zu beachten, daB eben- 
falls nur die oben angegebenen ausgezeichneten Elektronenzustande ver- 
wendet werden diirfen. Denn die Wellengruppe hat die Form? 


zed | 0,985 : 
a(cos5—1) —8h | k— cao +221 (f,r) 


a(t ak 

5 (vr) (8) 
fot tail wae 

x Pdkdldg = aa fe dv; 


darin bedeuten r den Vektor im Koordinatenraum mit den Komponenten 
x, y, z; k,€,@g Polarkoordinaten im Impulsraum; «, f Konstante, 
welche unter anderem die ,,Flankensteilheit‘‘ des Wellenpaketes be- 
stimmen. 


Um mit derselben operieren zu kénnen, mu8 man dafiir sorgen, daB 
sie nicht ,,auseinanderlauft.. Zu dem Zweck muB der Ausdruck (8) 
durch den strengeren, zeitabhangigen ersetzt werden: 


ehraiien 


ie hte} l hSdv, (9) 


1 Siehe die beispielsweise Darstellung in Fig. 1. 

2 Vgl. HEISENBERG: Z. Naturforschg. 2a, 190 (1947); die dortige Bezeichnung 
fiir den Impuls hangt mit der hier gebrauchten wie folgt zusammen: p= /f, 
p=hk=h|t|; ferner ist (2), (6), (7) benutzt. 


4* 


4 R, SCHACHENMEIER: 


(F Eigenwert, ¢ Zeit). Aus diesem erhalt man die Gruppengeschwindig- 
keit fiir eine hinreichend enge Wellengruppe* 


4 aF 
=o 10 
meas Or 16, (10) 
das ist die Geschwindigkeit, mit welcher sich die mittlere Amplitude fort- 


bewegt. Berechnet man diese im nicht entarteten Teil des Spektrums 
und beachtet, daB zu diesen Zustanden die Energie gehort 


_ »* 


(m Ruhmasse des Elektrons; beziiglich P 
vgl. S. 6), so wird 


gael (12) 


m 


Es hat also keinen Sinn, an solchen 


—- + ——$__——+ 
A BB Cu D 
Fig. 1. Energie-Impulsdiagramm. A B, Stellen des Spektrums W ellenpakete zu 
CD Streckenspektrum; A B’ nahezu voll- - a ezwungen ist die Gru 

besetzte Zone (Energieband); B’ B, CC’ bilden, da nee ot) 8 - 7 : Pre 
entarteter Teil des Streckenspektrums; SO eng zu wahlen, daB, wie (12) zeigt, die 


BC verbotenes Gebiet. Die Richtung one oe : ‘ 
des Impulsvektors t, ist konstant Gruppengeschwindigkeit gleich der Pha 


gehalten. sengeschwindigkeit deseinzelnen Elektrons 

wird. Tut man dies nicht, sondern macht 

die Gruppe weiter, so wird ihre Gestalt gemaB der Darstellung (9) 
zeitabhangig, und das Paket ,,lauft auseinander™. 


Diese Schwierigkeit tritt nicht auf, wenn man die Gruppe im ent- 
arteten Teil des Spektrums bildet. Dort ist d//dt, klein (vgl. z.B. Fig. 4 
und S. 7—9), und wenn man (9) in die Form bringt? 


2ni oe o+2ni4 (t— iar: 
ven oe (tor re) f 2 {ie tt —(F; Py ay (13) 


so ist auch F/ — F eine kleine GréBe. Damit ist die Gestalt des Wellen- 


paketes nahezu zeitunabhingig. 

Die nach dem ersten Vorschlag (S. 3) gebildeten Wellengruppen 
haben andererseits vor diesen den Vorteil, daB man nicht iiber ein end- 
liches, wenn auch noch so kleines, Intervall des Spektrums integrieren 
braucht, da der Gruppe ein scharfer Energiewert zukommt. Diesen 
kann man beliebig nahe an der Grenze des Energiebandes wahlen und 


* Vgl. z.B. SomMERFELD: Atombau und Spektrallinien, Bd. II, S. 715 ff. 
1944; mit den dortigen Bezeichnungen @, & besteht folgender Zusammenhang: 
2nF ; 
= —_, k=22 ie 
; ft) 
* Vegl.z. B. Lams: Hydrodynamics. — SoMMERFELD, a. a. O. — Joos: Lehrbuch 
der Theoretischen Physik. 


@= 
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dadurch die Zeit, welche bis zum ,,Auseinanderlaufen“ verflieBt, beliebig 
groB machen. Dies ist von Wichtigkeit fiir alle mit den Wellengruppen 
angestellten Uberlegungen, welche stillschweigend ihr ,,Beisammen- 
bleiben“‘ voraussetzen. 


§ 2. Die wahre Wellenfunktion. 


(Wellenfunktion der Valenzelektronen unter CouLomBscher 
Wechselwirkung.) 

Im folgenden wird die Wellenfunktion der 2N Valenzelektronen des 
zweiwertigen Metalls unter Beriicksichtigung der elektrostatischen 
Wechselwirkung zwischen denselben aufgestellt. Da nur die allgemein 
ublichen modellmaBigen Annahmen iiber Elektronenleiter vorausgesetzt 
werden, so miiBte sie, wenn sie streng richtig berechnet werden kénnte, 
das gesamte elektrische und magnetische Verhalten des Metalls beschrei- 
ben. Sie kénnte deshalb als ,,;wahre Wellenfunktion‘‘ bezeichnet werden. 


Eine solche Wellenfunktion wird auch von HEISENBERG postuliert. 
Da er aber fiir die Elektronen an der Oberflache der Impulskugel andere 
Wellenpakete vorschreibt (s. §4) und auch im Inneren derselben nur 
ebene Wellen vorsieht, wo wir auch kugelférmige Wellen zulassen 
(s. §2 A), so erhalt sie GuBerlich eine andere Gestalt. Zur Ableitung 
bestimmter Vorgange im Supraleiter erscheint sie weniger geeignet, weil 
das auf sie angewendete Stérungsverfahren nicht konvergiert. 

Wir legen, ebenso wie in §1, den folgenden Betrachtungen ein zwei- 
wertiges Metall mit kubischem Gitter der Gitterkonstante a zugrunde 
und betrachten das Gesamtsystem der 2N Valenzelektronen. Dieselben 
stehen unter dem Einflu8 der positiven Ladungen der Atomreste und 
der gegenseitigen CouLomBschen Wechselwirkung (das ist elektrostati- 
sche AbstoBung). 

DaB die letztere den fiir die Supraleitung wesentlichen Ordnungs- 
effekt liefert, wurde bereits friiher! bewiesen und wird im folgenden 
auf kiirzerem Wege neu abgeleitet (s. S. 19). Der gleiche Effekt wird 
auch von HEISENBERG postuliert und durch statistische Uberlegungen 
gestitzt. 

Wir nehmen an, daB zu irgendeinem Zeitpunkt je N Elektronen posi- 
tiven bzw. negativen Spin haben und bezeichnen die Koordinaten der 
ersten Gruppe mit 


(&1) (2) -- - (Ew) » 
(3) (Xa)... (Ey), 


wobei (&,) fiir (&, 7, &), (,) fiir (x, 1, 4) geschrieben ist usw. 


1 Siehe insbesondere Z. Physik 89, 207 (1934), Gl. (2.45). 


die der zweiten mit 


6 R. SCHACHENMEIER: 


Die gesuchte Wellenfunktion # der 2N-Elektronen muB der Diffe- 
rentialgleichung genugen 


(#) ; (14) 
1 1 1 : 
— — — ——|—_M*} 8 =0; 
a pe (U (E,) + U (x) #2, er ;-. Eni ae) 
(k) , 
%, } summieren tiber &, 7 = 1, 2, ..., N, 
(k) (Rt) 


und es bedeuten: 


epee e 4 A eae 
A:,= 3a + oat 3B? *k Ox Oy, Oak 


0, = Vektor mit den Komponenten £&,, 7,, C, 45) 
t, = Vektor mit den Komponenten x,, V,, 2, 
O4r=lCe—Ql(RFD; rr=|te—tl(EFDs O1=|te—eul: 


7 Yo = , gh. , - 
Opt = 1 ©; Onr—One> Rt 71,k» 02,17 OLR: 


M* Eigenwert (reelle Zahl); U(x,) potentielle Energie des Elektrons 
(Xp, V, 2,)3 fiir diese gilt 


U (x,) = U, (x) + P, (16) 


wobei P/e das ,,ebene‘‘ Gitterpotential ist (e Ladung des Elektrons). 
U, (x,)/e ist dreifach periodisch mit der Periode a und geht in der Nahe 
eines Gitterpunktes in das CouLomsBsche Potential des Atomrestes iiber 
[s. (91) S.17]. Dasselbe verschwindet in gréSeren Entfernungen von 
denselben (gemessen an den Abmessungen des Atomrestes). In groBen 
Abstanden von den Gitterpunkten ist also 


U(x,)~P,  U,(x) ~0. 


Wir betrachten die Elektronen in einem wiirfelférmigen Grundgebiet 
der Kantenlinge 1, auf dessen Oberflaiche die Zyklizitatsbedingungen 
vorgeschrieben sind. Diese besagen, daB #, 6d/éy (vy nach innen gerichtete 
Normale) in den Punkten t, und t, +n iibereinstimmen, wenn der Vek- 
tor r, einen beliebigen Punkt der Oberfliche bedeutet, und der Vektor 


n =(n,,n,,n,) =0, +1, +2,... (17) 


ist. Die Zyklizitatsbedingungen sollen fiir alle Eigenwertprobleme des 
folgenden vorgeschrieben werden. 


A. Ansiitze fiir die Naherungen nullter und erster Ordnung. 
Zur Aufstellung der gesuchten Wellenfunktion wenden wir Nahe- 
rungsverfahren an, in welchen die potentielle Energie und die Wechsel- 
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wirkungsglieder als Stérungsfunktionen behandelt werden. Eine Eigen- 
l6sung der Wellengleichung (14) kann angesetzt werden in der Gestalt 

O75 05 Ew %) (xq... %q) Fw lb, .< Sn Mi = ne Bay) (18) 


% ¥,w haben dabei den Wellengleichungen zu geniigen 


, Sa? m 
(2 A; + 4, Fook ea 


(R) / 
oa gee AA a yu 
«12,7 U(x) —F > 8 ia L*\4 =0, 


(k) (i) (1) 


v4, ¥— FU Xp) ye "ees pean (20) 


(R) 


Da, +4) (P06) +01) 


(k) 


1 1 4°) Sxtm of Xf 1 Pt 
<> me fd ; ee. _ ux\ w= — e Ny ae —— 
20,7 Ot 5) | r he | oar ¥31 x, 


(R, 2) 


(2. >» summieren iiber k,/] =1,..., N; 

(Rk) (%,#) 

>’, 3 summieren iiber k,/ =2,..., N; 

(Rk) (R,2) 
>” summiert iiber k =2,...,N; 1 =1,..., a} 
(2,2) 


w wird in §3 berechnet und ergibt sich als kleine GroBe. 

Zur Befriedigung von (20) benutzen wir die Zusténde von Elek- 
tronen gleichen Spins, deren Impulse f, innerhalb der FERMIschen Grenz- 
kugel liegen. Dieselben sind Lésungen des Einelektronenproblems 


, — m [U 


Ax 4 ee (x;) —F7] yi = 0, (f= 2, 3500 (22) 


Sie kénnen als modulierte ebene Wellen aufgefaBt werden in der Gestalt 


yi (mj) =e 7* «Ay (x) (= 2,3,....N): (24) 


Da zufolge der Fermischen Statistik alle Zustande innerhalb der Grenz- 
kugel besetzt sind, so kénnen diese Elektronen keine Uberginge mit 
kleinen Energiednderungen, welche bei den in Frage kommenden tiefen 
Temperaturen und ohne duBere Felder allein méglich sind, ausfiihren. 
StéBe derselben untereinander und damit die Wechselwirkungsglieder 
e?/r,, kénnen daher nur einen unbedeutenden Einflu8 auf die Gestalt 
der Lésung von (20) haben. Es ist daher mit guter Annaherung 


Y = wr (x2) “Wa (%3) .- - Ww (*n) (24) 
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und der zugehorige Eigenwert 


K=> fF. (25) 
(1) 
Die Eigenwerte Fj’ von (22) unterscheiden sich nur sehr wenig von denen 
der kraftefreien Elektronen gleichen Impulses, deren Wellenfunktionen yp, 
der Wellengleichung gehorchen 


82? = 
Az, ¥i— ga — (PF) ws = 0, (! = 2, 3, --. N) (26) 
und streng ebene Wellen darstellen 


(a) = et") , W323, gy. 


Die Eigenwerte F, hangen mit den Impulsen f, zusammen gemaB 
=P + =—f. (28) 


Den kraftefreien Elektronen kénnen anstatt ebener Wellen auch Zustande 
vorgeschrieben werden, welchen keine eindeutige Impulsrichtung zu- 
kommt. Sind s, 9, w Polarkoordinaten, so schreibt sich der Differential- 
operator der Wellengleichung (22) 


sare q 2 ' 1 é ead e 1 @ 
Ay= s? das (s as) 1 éy (sin) ey) + ’ (29) 


ssiny s?sin*y @@* 


und eine Lésung von 


Sa? 
Avg ——43— (P—E) p= 0 (30) 
ist 
Cc n’ > at 
Yo = Tn43(us) By (cosy) ef”, (34) 


Jus 


Wird gp» als Funktion von &,, 7, £, geschrieben vermittels 


5, = S*sin y+ cos w + const, y, =S*siny:sin@w + const, 
: 2 
$1 = $+ cosy + const, 62) 
so gentigt die lineare Kombination 
P = 2 Po(Q: + na) ef (ma 63) 


(n) 


[Q; ist in (15), nin (17) angegeben ; die Komponenten des Vektors g liegen? 
zwischen + z/a und —2/a] den Grenzbedingungen auf der Oberflache 


* Biocen, Bey Za Physi oan 555 (1928). 
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des Grundgebietes und weist zugleich die Symmetrieeigenschaften des 

Gitters auf. p wird normiert angenommen. Der zugehérige Eigenwert ist 
h2 

Sn? m 


E=P+ P=P+ cp}, (34) 
wo = 2z/A und A die Wellenlainge der Kugelwelle ist, in welche gy fiir 
groBe s tibergeht. 

Im entarteten Teil des Streckenspektrums werden die ,,Eigenwert- 
stérungen‘‘ F; —F, betriachtlich. In diesem Bereich erleiden die Elek- 
tronen, deren Impulse und Eigenwerte wir mit f, tf’ bzw. fj, Fy bezeich- 
nen, Braccsche Reflexion: 


t-+n—-=0, (35) 


gleichzeitig ist, wenn e einen Parameter bedeutet, 
P4= PF +s. (36) 


Dabei ist zu beachten, daB f’, f nicht die Vakuumimpulse bedeuten, 
sondern mit diesen vermittels eines Brechungsindex verkniipft sind 


gemaB 


eee alee : ee Sy (37) 


0 
oe 7 
"ee Fy 


Darin sind &, Fy die zu f, f gehérigen Eigenwerte, P/e das konstante, 
ebene Gitterpotential. Wiirde man vermittels dieser Beziehungen (37) 
die Vakuumimpulse in die Braccschen Bedingungen (35), (36) einfiihren, 
so wiirde die einfache Form derselben verlorengehen. Wir operieren 
daher im folgenden mit f, f’ und derjenigen Wellengleichung, deren 
potentielle Energie durch U,(x,) dargestellt wird: 


& U , , 
Ax, y —*2.™ [U,(m) Fly’ =0. (38) 


Lésungen dieser Wellengleichung sind in einfacher Form durch die Im- 
pulse f, f’ als nahezu stehende Wellen ausdriickbar 


Wa = Bz, cos 2 (£, t1) + Ba cos 2m (£, t1) + a, 39) 
wp = Bg sin 27 (E, t1) a Bz sin 22 (f', t1) + 4 
mit den Koeffizienten! 
B’ 4 [h%e By 1 [it | 
ip oe = Be ee 0 
Baa aaa | Bs Kvl4am 1% Sa 


A Siche z. B. Brittourn, L.: Quantenstatistik, S.285 (,,Struktur der Ma- 
terie“‘ XIII). 
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worin 


16m?’ 


dt(x,) =dx,dy,dz,, 


a= \ Moet He Ve, r= ; U;, (x) e27i (tt) dt (x,); 


und den Eigenwerten 


F,+ Fy _ tte 


=i. | era eld 


fi +. (41) 
Die Impulsvektoren f, f’ zeigen nach Punkten auBerhalb, jedoch immer 
noch nahe, der Oberflache der Grenzkugel. Im Streckenspektrum liegt 
dieser Zustand in dem bereits oben erwahnten entarteten Gebiet. Die 
Wellen (39) gehen daher nach dem oben gesagten in den Ansatz (24) 
nicht ein, sondern sind in den folgenden Ansatzen fiir die Wellenfunk- 
tion y enthalten. 

Die Lésung von (19) ist abhangig auBer von (x,) auch noch von den 
Koordinaten der Elektronen (&,), (&) ... (Ey). Diesen schreiben wir Zu- 
stande vor, in welchen sie an Gitterionen gestreut oder gebunden sind 
und also durch kugelsymmetrische Lésungen des Einelektronenproblems 


S22 m 


A,y’ — m [U, (sy w) —E’]g’ =0 (42) 


unter der Grenzbedingung ,,Endlichbleiben im unendlichen‘‘ mit posi- 
tiven oder negativen Eigenwerten dargestellt werden. [U,(syw) geht 
aus U, (£,7,¢,) vermittels (32) hervor.} Ist das Atom wasserstoffahnlich, 
so haben seine Eigenfunktionen die Gestalt 


Po = R(s) BY (cosy) e'””®, (43) 


und &(s) ist verschieden, je nachdem der Eigenwert positiv oder negativ 
ist; im ersten Fall halt sich das Elektron in einem ,,Potentialtopf" auf, 
im zweiten ist es frei beweglich. Die linearen Kombinationen 


P =), % (o, + na) eS me (44) 
(n) 
gentigen den Grenzbedingungen auf der Oberflaiche des Grundgebietes 
und zugleich den Symmetriebedingungen des Gitters. Diese Eigen- 
funktionen seien normiert. 


Aus denselben kénnen nun Eigenlésungen von (19) aufgebaut werden 
in der Gestalt 


Ha = HT, (&,%) P (Fs... Ex) + ta(G... Ey); (45) 


Xp = 1g (&.%y) D (&... Ey) + g(&--- En %), 
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wobei /7,, /7; im folgenden unter B. definiert werden und@ der Wellen- 
gleichung gehorcht 


( Siem +—, ci 
3's, P “Fa |b'U () —1] ® = 0 (46) 
(2 summiert iiber k= 2,..., N) 
(A) 


und mit Hilfe der Lésungen (44) dargestellt werden kann als 
D = gr (Ea) $5 (§3) - - - Py (Ey) - (47) 
Der zugehérige Eigenwert ist 


b=! (48) 


v, hat der inhomogenen Gleichung zu geniigen: 


(4s +4.) % ae PL () +U(m)—# (5+ 44 ak 
(R) s. : 


(R) (k, L) 
8n*m , 1 i ea, 
ie h2 he | es 20, 1 pe ai) 1,P 
(k, 1) : (1) 
(2. >} summieren jiber k,/=1,...,N; >’ ira et aa ai 


(k) (&2) (1) 


Fur die Eigenwerte gilt! (Definition von M, siehe § 2 B): 


L*—M. +L +AL#, (50) 
ee wt z ay 2 G2 \ 
AL* = “|| say: ai}? dx’, (54) 
(k,l) (1) 
dv'’=dt(&,)...dt(Ey)dt(™m),  adr(&,) =d&,dn,d¢,. (52) 


vg, M;, AL}, L3 bestimmen sich aus entsprechenden Formeln. v,, vg 
werden in §3 berechnet und als kleine Groen nachgewiesen. 


B. Das Zweielektronenproblem. 
Die Wellenfunktion //, muB der Wellengleichung geniigen 


D(U,) = (As, + Az) "45" {U (6) + Um) — MG} IT, = 0. (53) 


Eine analoge Gleichung besteht fiir //,. 

Zur Lésung von (53) benutzen wir in nullter Naherung Wellenfunk- 
tionen, welche jeweils ein kraftefreies Elektron mit einem dem Gitter- 
potential ip peti et Elektron ohne Wechselwirkung formal zu einem 


i Der an lai bekannte Weg zur Ableitung dieser Formeln ist in Z. Physik 
74, 503, 525 (1932) enthalten. 
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System zusammenfassen. Das erste befindet sich in einem Zustand der 
Form (33) bzw. (27), welcher im folgenden mit p,, Pg bzw. yx. yg bezeich- 
net wird und zu einem der Eigenwerte E,, Ez bzw. F,, F; im nicht- 
entarteten Teil des Streckenspektrums gehére. Der Zustand des zweiten 
habe die Form (44) bzw. (39), welche im folgenden mit g=9’ bzw. wz, Ya 
bezeichnet wird, und gehére zu einem der Eigenwerte E’ bzw. E,, F; 
im entarteten Teil des Streckenspektrums. Wellenfunktionen der an- 
gegebenen Art sind dann 


91 = Pa (1) Wx (X41); toe =P (Es) Ya (4) 
(54) 


oder 
Bor = &p (E1) wa (44); Boo = (81) Wp (%1) . 


Vermége der in §3 1b bewiesenen Tatsache, daB zu jedem Wert des 
Parameters ¢ Eigenwerte der Wellengleichungen (26), (30), (38), (42) 
existieren, welche den Bedingungen geniigen 


B+h=E.+h, £+h=E;+f, (55) 


kénnen wir (54) als passende Ausgangslésungen nullter Ordnung im 
entarteten Teil des Spektrums benutzen. Bildet man aus ihnen 


ot (Ey %) = Pa (Ex) Pa (41) + @ (&) Ya(%) = %1 + % 2, (56) 
B(&%4) = Pa (&1) wa (%4) + 9’ (1) Wp (4) = Boi + Bos (57) 


und setzt ferner 


a (4&1) = a’ (&, 44) = O91 + Os = %s + Ma, (58) 
B (161) = B’ (141) = Bor + Boo = Bos + Boa: 
so sind die Wellenfunktionen 
Oy = & + A! = Aq, + Xe + emit (59) 
Bo = B ae p a Box 7 Bos ma Bos via Bos 


symimetrisch bzw. antisymmetrisch in den beiden Elektronen, d. h. es ist 


Mg (Fy %y) = oy (44), Bo (&1%) = — Bo (14) (60) 

Die beiden Elektronen haben also in fy entgegengesetzten und in X 
gleichgerichteten Spin. 

Wir benutzen a, By als Naherungen nullter Ordnung fiir die gesuchten 

Eigenfunktionen von (53). Sie mégen mittels eines Normierungsfaktors 
normiert sein, so daB 


foodt(&)dt(m)=1, — fPpdr(&)dt(y) =4. (61) 


Ferner folgt aus (60), daB sie zueinander orthogonal sind 


J % Bg dt (E) dt (x) = 40, (62) 
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und daB auch 


aX By 
f ore dt (&) d(x) = 0. (63) 
Wir machen nun fiir die ersten Naherungen den Ansatz! 
IT, = @y + Uy; IT3 = By + tg (64) 


und erhalten aus (53) 
D(u,) +D(a)=0 (mit M=M), 
D (ug) + D(B)) =0 (mit M—M,). 


Mit Hilfe von (16), (26), (38), (55) und der auf rechtwinklige Koordinaten 
transformierten Gl. (30), (42) kann gezeigt werden?, daB 


(65) 


S82? m 


h2 [(CP+£E,+F)a— 


== U, (&;) (p' (&) Wa (%1) + Pa (%4) Wy (&,)) << (66) 
— U,(%) (Ya (&) Py (%4) + @ (%) Yo (&))] ; 


(4¢,+ As) ks = 


und analog fiir fp. 
Hiermit und mit den Abkiirzungen 


8x? j , _ : E : : 
I= |(Eat+ EM —S +P) t+ ig: +te2+ faa tia], (67) 


i? Q11 
ty = Ui (Ey) Pa (S1) Y, (%4); 12 = U,(%) v (€1) Wa (%4); (68) 
443 = U, (1) Pa (*1) Y, (&); ta = Ux (Ei) P (%1) Ya (Ea) 
analog J, , folgt aus (65) fiir die Restglieder u,, mu, 
D (uz) =1,,, D(ug) =Ip,. (69) 
Damit diese Gleichungen nach u, , u3 aufldsbar seien, miissen die Inhomo- 


genitaten zu den Eigenfunktionen nullter Naherung a, fy) orthogonal 
sein, also 


J Ta,° % 44 (&) dt (%) =0, Sf 1p,° Bo dt (&) dt (%) = 0, (70) 
Sf Ta,* Bo 4 (&) 47 (%y) = 0, fT p,* %q 40 (&) dt (%4) = 


Der Nachweis dafiir wird in §3 erbracht; ferner werden dort die 
KorrektionsgréBen u,, ug selbst berechnet und als klein erster 


1 In Z. Physik 74, 503 (1932) § 4 und 89, 183 (1934) § 2 werden als Naherungen 
nullter Ordnung die Funktionen «, B benutzt, was zur Folge hat, daB die Korrek- 
tionsgréBen u,, ug nicht fiir alle Werte der Variablen klein gegen 1 sind, wenn die 
Symmetriebedingungen aufrechterhalten bleiben sollen. Der betreffende Ansatz 
ist infolge davon unbefriedigend. Mit (59) als nullter Naherung wird im folgenden 
dieser Nachteil vermieden. 

2 Die dazu erforderlichen etwas umstandlichen Rechnungen sind mit geringen 
Abweichungen in Z. Physik 74, 503 (1932) § 4 und 89, 183 (1934) § 2 angegeben. 
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Ordnung nachgewiesen. Damit ist die Existenz der Eigenfunktionen 


(64) bewiesen. . 

Der Eigenwert des so gelisten Zweielektronenproblems ist wegen der 
in (53) bestehenden Austauschentartung zweifach und spaltet sich, 
hauptsichlich infolge der Wechselwirkung zwischen den beiden Elektro- 
nen, auf in die beiden sehr benachbarten Niveaus M,, M, welche in 
§ 3 Ib berechnet werden. 


C. Das 2N-Eelektronenproblem. 
Der Ansatz (18) lautet nunmehr wegen (45), (64) entweder 


0,=% OF + OPu,+Pv,+ wv, (72) 
mit dem Eigenwert 
= ‘G ’ ¢ —. 48 i “al, MART as 2yv2 
M*—L*+K+AMs, AM+*= a DA ee + —) xa ar, 
oder (k,l) 
mit dem Eigenwert 
- vy a a PRE & i 2 

My = L3 + K+ AM}, AM} = —« | Paice: + )a Orde 

? (k, 1) 

>’ summiert tiber k = 2,...,N, 1=4,..., N; 


(k,) 
at = az (é,) ... dt (Ey) dt(x,) ...dt(zy). 


Es wird spater (§ 3 Ic und IT) kurz gezeigt, daB auch v,, vz, w,, wz klein 
erster Ordnung sind. Die Funktionen «%, £,, ®, ¥Y kénnen daher als 
zulassige Naherungen nullter Ordnung gebraucht werden. 

Werden die Elektronen (&) ... (Ey) (%) ... (xy) permutiert, so erhalt 
man aus (72), (73) 2(2N —2)! linear unabhiangige Eigenfunktionen. Wird 
ferner das in //,, bzw. IZ, vertretene Elektronenpaar (&,) (x) durch ein 
anderes ersetzt, z. B. durch (&3) (x), so erhalt man aus (72), (73) weitere 
zwei linear unabhingige Eigenfunktionen 


Og (Fa %) D (EE; . . . Ey) Y (xq... %y) +> 
und (74) 
Bo (E2%1) D (E35... Ey) P (xg... %y) + sss 
Es gibt io = ark cen t) Elektronenpaare. Also sind zu dem 
Eigenwert M*, welcher in M*¥ und M¥ aufspaltet, 
2N(2N —1) 
aa -2+(2N— 2)! = (2N)! (75) 


linear unabhingige Lésungen gefunden. Da dieser gerade (2.N) !-fach 
ist, so bilden sie ein vollstandiges System. Wir bezeichnen dasselbe in 
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irgendeiner Reihenfolge mit 
@,, G5, -.., 9,, (76) 


n= (2N)! 


worin 


_Da keines der 2N-Elektronen vor den anderen ausgezeichnet ist, so ist 


nach bekannten Regeln physikalisch existenzfihig nur diejenige Eigen- 
funktion, welche gegeniiber der Gruppe ® von Vertauschungen aller Elek- 
tronen antisymmetrisch ist. Sie kann als lineares Aggregat der Eigen- 
funktionen (76), deren Koeffizienten Spinfunktionen sind, dargestellt 
werden. Bezeichnen wir sie mit #?, so ist, wenn P irgendeine Permutation 


der Gruppe & bedeutet, 


+4 (wenn P 
2 a re (wenn P gerade) | ch 


—1 (wenn P ungerade). 


@ ist die oben postulierte ,,wahre Wellenfunktion™. 

Die Temperaturbewegung der Gitteratome bewirkt eine Stérung, 
infolge deren die Auswahlregel durchbrochen wird derart, daB die anti- 
symmetrische und symmetrische Lésung miteinander kombinieren k6n- 
nen. Da letztere natiirlich ebenfalls als lineares Aggregat der Eigen- 
funktionen (76) ausgedriickt werden kann, so kann man die Anfangs- 
bedingungen so einrichten, daB nur die beiden Eigenfunktionen (72), 
(73) angeregt erscheinen. An ihnen ist der Quantenmechanismus des 


_Stromtransports im supraleitenden Zustand leichter zu studierent. 


r 


Diese Wellenfunktionen kénnen unter der Wirkung der Deforma- 
tionen des Ionengitters in gewissen Stadien als Einfang- und Wieder- 
freigabeprozesse aufgefaBt werden?, womit derselbe Sachverhalt aus- 
gedriickt wird, gema{ welchem nach HEISENBERG® die Zusammenst6Be 
mit dem Ionengitter gelegentlich Elektronen aus der geordneten Phase 
entfernen, aber wieder andere in diese Phase hineinbringen (groBe 
a-Werte). Die genauere Analyse ergibt ferner, daB bei diesen Prozessen 


kein Impuls von den Supraleitungselektronen an das Ionengitter ab- 
-gegeben wird, womit der widerstandslose Stiomtransport bei der abso- 
luten Temperatur T= 0 wellenmechanisch erklart ist. 


§ 3. Erganzungen zu den angewandten Storungsverfahren. 
(Die héheren Naherungen.) 
In § 2 wird das 2N-Elektronenproblem durch ein Storungsverfahren 


| gelést. Um die Berechtigung desselben streng nachzuweisen, ist nun 


1 Diese Aufgabe ist bereits friiher in Angriff genommen worden [Z. Physik 74, 


503 (1932) § 8). 


2 ScHACHENMEIER: Z. Physik 74, 503 (1932) § 7; 90, 687, 688 (1934). 
3 HEISENBERG: Z. Naturforschg. 2a, 196 (1947). 
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noch zu zeigen, daB die zur Naherung nullter Ordnung hinzutretenden 
Restglieder existieren, daB sie (im Vergleich zu dieser) klein sind, und daB 
die unendlichen Reihen, in welche sie entwickelt werden kénnen, kon- 
vergieren. Im folgenden wird dieser Existenzbeweis in den Grundziigen 
gefiihrt4. Im Zusammenhang mit demselben ergeben sich auch die Eigen- 
wertstérungen und damit die Energie des 2N-Elektronenproblems, aus 
welcher Riickschliisse auf das ,,Beisammenbleiben“ der die Lésung auf- 
bauenden Wellengruppen gezogen werden k6énnen. 


I. Die Restglieder des Zwetelektronenproblems. 
a) Die Existenzbedingungen. Nach § 2 sind die Bedingungen (70), (71) 
notwendig und zusammen mit (55) hinreichend fiir die Existenz der 
Restglieder u,, #3. (70) schreiben sich 


by 
eee ee ie p—af © dr(é,)-dt(m) +¥ Te=0 
en (9) (78) 
(p,q =1,..--, 4) 
E,+Fi—M, + P—2[ dx(&)-de(m) +> P=, 
O11 (p, 9) (79) 
(iq 28440025 4)y 


worin gesetzt ist 


Tyo = fiaptogdt(&)dr(x,), TheP=fis,Bo,dt(&)dt(m), (80) 
und (71) 


ap a 
Tee =0, DIre=0 a=1,....4) (81) 
: (P, 9) (>, 9) 
mit 
(eBy x 
Tp.q = =JtxpBogdt (1) dt (a4), Ty, = J igp%ogdt(&) dt (x). (82) 


Man findet nun mit Hilfe von (35), daB die absoluten Betrage von 


T (<2) o 
pq fiir =~ (p, g) = (1,2) (4,4) (2,4) (2,4) (3,4) (4,4) (4,2) (4,3) (83) 


kleine GréBen sind. 
Zum Beispiel ist 
(cx ox) t ; , 
Ty2 = f U( (F1) a (E) p' (&) dr ( (&) J yy ( (X) Wa (%) dt (x). (84) 


Die in dem inneren Integral auftretenden Funktionen yx (24) bzw. y, (x4) 
sind gegeben durch (39) bzw. (27), wobei 


Z+P und §£+f. 


' Zahlreiche Einzelheiten desselben kénnen leider aus Raummangel nicht mit- 
geteilt werden. 


4 
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Daher ist dieses Integral und damit (84) sehr klein. Fithrt man ferner 
in die Integrale 


(aa) . 
Tyg (pg) = (1,3) (2,3) (3,1) (3,2) (85) 
vermittels (32) Polarkoordinaten s, y, wm ein und beachtet, daB 
Yala +2) =—yr(w); (+2) =y,() 
Ya (wm + 2) = ys(w); Yp (@ + 2) = — yp (o) (86) 
U(o+ >)=Ua), 
so ergeben sich die absoluten Betrage auch dieser GréBen (85) als klein. 
Zum Beispiel ist 
13” = IBIAS (&,) wy (&) dt (& ) SP (1) Pa (%4) 4 (%4) « (87) 


Wird das innere Integral auf Polarkoordinaten s, y, w transformiert, so 
gilt fiir den Integranden bei kleinem s und beliebigem y, wenn z. B. 
in (31) ”’ eine ungerade Zahl ist, 


y, (+ 2) 9, (@ + 2) =— y,(@) 9, (); 


bei groBem s ist derselbe eine sehr schnell oszillierende Funktion. Daher 
ist das Integral, und damit auch (87), sehr klein. 


Die Kleinheit der absoluten Betrage von 


Ee Pts... 4) (88) 


kann auf folgendem Wege nachgewiesen werden. Es ist 


Ti” =U, (&) P,(&1) )dr(§,) Sy? ( %) AT (%) (89) 


also, da y,, y, normiert sind, 


Tii”| < f U,(&) dt(&) =faddf dw f U(s)-s?ds. (90) 


Beachtet man, daB in der Umgebung eines beliebigen Gitterpunktes 
gesetzt werden kann’ 


U,(s) =—** exp(— >}, (91) 


dann wird 
2 pe 
i ae. < sa e ON, (92) 
) 
1 Vgl. z. B. Z. Physik 74, 503 (1932) § 2. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 


i) 
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Nun ist z. B. beim Blei 
a —4,9-10-8cm (Abstand der Wiirfelebenen), 


a 
<> (93) 
hp yr 
é =4,77 - 107°; 


das ergibt 
Tet] <= 7,77-40%. 


Die gleiche GréBenordnung erhalt man fiir (88) auch mit p=2, 3, 4. 

Die fiir (83), (85), (88) angegebenen Abschatzungen sind jeweils auch 
auf TBP, ty ane (p,q =1...4) anwendbar und fihren ebenfalls 
auf kleine GréBen. 

Es sind also die Absolutbetrage aller Integrale (80), (82) klein, und 
infolge davon ergeben auch die in (78), (79), (81) stehenden Summen 
kleine Werte. Nun sind in denselben noch 6 Parameter verfiigbar, da 
durch die BrAccschen Bedingungen (35), (36) die Vektoren f, f’, n nur 
bis auf kleine Zusatzvektoren Af, Af’, An festgelegt sind und tiberdies 
der Parameter ¢ eine willkiirliche kleine GréBe ist. Wir kénnen daher 
die 10 Parameter 


At, dt At adhd Gy Al 62448 eee 
benutzen, um zugleich mit (35), (36) die Gl. (81) und 


Lie =9 DT =0 bg =1,-..4), (94) 
(Pa) (P, 4) 
deren einzelne Glieder diese Parameter enthalten und selbst bereits dem 
Betrage nach kleine GréBen sind, exakt zu befriedigen’. Damit sind die 
Existenzbedingungen (71) erfiillt und (70) so vereinfacht, da8 sie in b) 
zur Berechnung der Eigenweite benutzt werden kénnen. 


Alsdann sind noch 2 Parameter frei. Man kann also die Gl. (35), 
(36), (70), (71) auch mit Zustanden, deren Eigenwerte von F,, F; ver- 
schieden sind (aber immer noch dem entarteten Teil des Streckenspek- 
trums angehdéren), erfiillen. Die zugehérigen Impulsvektoren zeigen 
wieder nach Punkten des Impulsraumes auBerhalb der Grenzkugel, je- 
doch nahe ihrer Oberfliche. 


* (81), (94) enthalten wegen (92) usw. die GréBe Q, welche wegen (91) in Bezie- 
hung zum Ionenvolumen steht. Vielleicht ist darin der tiefere Grund fiir die Er- 
fahrungstatsache zu erblicken, da8 die Supraleiter in der Nahe der Minima der- 
jenigen Kurve liegen, welche das Ionen- bzw. Atomvolumen als Funktion der 
Ordnungszahl darstellt. Vgl. z.B. E. Justi u. K. M. Kocn: Ergebn. exakt. Natur- 
wiss. 21, Fig. 1 und 2, 


om 
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Versetzt man die Elektronen (x), (xg) ... («,) in diese Zustinde und 


_ bezeichnet ihre Impulse mit f, ... t, baw. f, ... t, und die Ausgangslésun- 


. 1 2 - ee 
gen nullter Oidnung mit «{!) (=a), a), ..., a"), so erhalt man fiir das 


_ 2N-Elektronenproblem Lésungen der Form 


1 2 
0, -= ox) (Ex) ax (Es x9) see oxi” (E> Xp) O(é, +1+-. Ey) Y (xp fl ses XN) 5 (95) 
entsprechende Form erhalt 0,. 

Aus diesen gewinnt man die antisymmetrische Lésung auf dem 
gleichen Wege wie oben. | 

b) Die Eigenwerte. Wegen (94) kénnen aus (78), (79) die Eigenwerte 
M,, M, berechnet werden: 
ey we 

Mah F + Pp— e| 0 dr(é,)dt(x,) =E'+F,4+-P—AM,, (96) 


J @11 

- £2 
M,—E'+F,+ P—e ae dt(&)dt(x) =E’+R+P—AM,. (97) 
Die durch J/,, /7, dargestellten Elektronenzustinde liegen also ener- 
getisch tiefer als diejenigen, welche sich ohne CouLomBsche Wechsel- 

wirkung einstellen wiirden. 

Es kann ferner gezeigt werden, daB der Energiegewinn im antisym- 
metrischen Zustand //, erheblich gréBer ist als im symmetrischen J/,. 
Das trifft dann auch bei der wahren Wellenfunktion #? der Gesamtheit 
der Elektronen, verglichen mit allen anderen Eigenfunktionen, zu. 

DaB //,, I7;, insbesondere auch gegentiber den von der Temperatur- 
bewegung des Kristallgitters herriihrenden Stérungen stabil sind, ist 
bereits friiher auf anderem Wege nachgewiesen worden}. 

Die in den Zustand J/, versetzten Elektronen kénnen also nicht mehr 
»von selbst‘, d. h. nicht ohne Energiezufuhr, in den ungeordneten Zu- 
stand der FeRmischen Verteilung, wie er im nichtsupraleitenden Zustand 
herrscht, zuriickkehren. 

Die erhaltenen Ergebnisse besagen, daB die CouLompBsche Wechsel- 
wirkung im Impulsraum einen Ordnungszustand hervorruft®. Zu dem- 
selben gehért wegen (97) die potentielle ,,innere Ordnungsenergie”. 


AM, = 2 [ F dx(&) de(%), bow. pA MG, (98) 


deren Existenz experimentell sichergestellt sein diirfte durch die Ver- 
suche, bei welchen magnetische bzw. Dauerstromenergie reversibel um- 
gewandelt wird in die Form innerer, potentieller Energie des Leiters’. 


1 SCHACHENMEIER: Z. Physik 74, 503, 1932 §7; 89, 183 (1934) §1 u. S. 199, 
Anm. 1. 

2 Das gleiche Ergebnis erhalt He1seNBERG auf anderem Wege. 

3 GRASSMANN, P., u. H. E1ckE: Phys. Z. 38, 429 (1937). — Kexsom, W.H., 
u. P. H. van LaEr: Physica, Haag 5, 193 (1938). — Justi, E., u. K. M. Kocu: 
Ergebn. exakt. Naturwiss. 21 (1949), Abschn. IC und III C; weitere Literatur 


siehe dort. 
2 * 
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Die vorstehenden Uberlegungen eréffnen einen Weg, diese Versuche 
wellenmechanisch zu deuten und die dabei mitspielenden GroBen zu 
berechnen. Zum Beispiel kénnte die Anzahl # der jeweils beteileter 
Supraleitungselektronen bestimmt werden. 

Es bleiben nun noch die Bedingungen (55) zu untersuchen, welche 
nach §2B ebenfalls notwendig fiir die Existenz der Lésungen J/,, 
IT, sind. 

Wir wahlen F, und F; im besetzten Teil des Energiebandes, und zwar 
so, daB F, = F,, dann ist (vgl. Fig. 1) 


K-F,>0, H—K>0. (99) 
Ferner ist nach (34) 
E,=Pt+c2, p=P+cyg, (100) 
also schreiben sich (55) 


—P+E=cw%,4+h%—E>0, -P+E'=cy, + Fy —Fy>0. (101) 


Wir setzen voraus, daB das Gitter aus wasserstoffahnlichen Atomen 
besteht und E’<0. —P ist stets positiv. Wenn 


—P+E'>0, (102) 


so koénnen uw, und ws so gewahlt werden, daB (101) erfillt sind. 

Das Serienelektron des Atomions muB also entweder bereits im Grund- 
zustand geniigend locker gebunden sein, oder es muB sich in einem 
angeregten (metastabilen) Zustand befinden, dessen Energieterm so hoch 
liegt, daB (102) bestehen kann. Wenn bei einem Metall (102) nicht erfiillt 
werden kann, so kann dasselbe nach der hier vorgetragenen Theorie 
nicht supraleitend werden. Bei Elementen héherer Ordnungszahl sind 
im allgemeinen im angeregten Zustand gleichzeitig mehrere Elektronen 
angehoben, wodurch die Betrachtungen etwas modifiziert werden. 


c) Abschatzung der GréBenordnung. Wir entwickeln nunmehr die 
Restglieder “,, #3 in unendliche Reihen und zeigen von diesen, daB ihre 
Grenzwerte kleine GréBen sind. Dazu dient der Ansatz 


W, = 4, ++ -:-, (103) 


welcher (69) formal erfiillt, wenn seine Glieder folgenden Gleichungen 
genugen: 
(A., +4,) «, =TJ,.,, (104) 


3 +A,,) Wg = P(E, x)» my, (105) 
(A-, +4,,) wy = F(&,%,) » Us (106) 
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mit der Abkiirzung 


U (&) +U (x) — 7 (E’+E,+P)]. (407) 


= 


BE %4) = 


8x2 m 
h2 


Um 4, u,,... berechnen zu kénnen, tibertragen wir bekannte Satze der 
Potentialtheorie auf den sechsdimensionalen Raum der Variablen Eis Thy 
21> 4%, %, % und erhalten 


1 Te, (ty) V (ty — 24 , , 
7 hee ee (108) 
F(r, Vin —r ; ; 
4, = | a oe a) del); (109) 


we *— 7% {* 
darin bedeuten r,, r; die Vektoren 
H=(mGamana, y= (m0 114); (1 t0) 
V (ty—r,) ist? eine lineare Funktion von (tr, —r}). 
Bei der Ausfiihrung der Integrale (108), (109), ... beachten wir zu- 


nachst, daB die potentielle Energie U, in den Gitterpunkten unendlich 
wird. Werden zur Abkiirzung folgende Vektoren eingefihit 


t1(€) = (£14000), (x) = (000%, 4%), (144) 
m= (mm, m,m,m,m,) = 0,+1,+2,... | 

m (£) = (m, m, m,; 00 0) (142) 

m(x) = (000m, m,m,), } 


so weist also die Funktion J, (r;) Unendlichkeitsstellen aut bei 
t, (€) = m(&)-a, (113) 
r(x) = m(x)-a. (114) 


Ferner wird J, (t;) unendlich da, wo das Wechselwirkungsglied unendlich 


wird, also bei 
(&, — 4)? + (mm — 1)? + C1 —%)? = 0 


oder bei 
f=%4%, m=n, G=A- 
Fiihrt man die Vektoren ein 
n(=(&mGans) ua=—(mnamna),  — (145) 
so liegen diese Unendlichkeitsstellen bei 
ty (&) = (x). (116) 


1 Siehe auch S. 24, Anm 1. 
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(113), (414), (116) bezeichnen jeweils dreidimensionale Gebiete im sechs- 
dimensionalen Raum. In denselben wird I a, (t1) unendlich wie lim Rx», 
wenn jeweils ® 


R = |v, (€) —m(8) a) = V(& — my: a)? + (mM — pager (117) 


in der Umgebung von (113), 


R = |r, (x) (a8 = Vie melt Ware cet amore (118) 


in der Umgebung von (114), 


R= 4 |r (6 —4(*)| = W&— 4)? + (M@— v1)? + G.— 44)? (119) 


in der Umgebung von (116). 


Die Lésungen (108), (109) usw. sind durch Anwendung des GREENschen 
Satzes gewonnen, indem zuniachst die Unendlichkeitsgebiete durch enge 
vierdimensionale ,,R6hren‘‘ R—e von der Integration ausgeschlossen 
werden und dann zur Grenze «0 iibergegangen wird. 

Wir fiihren nun verallgemeinerte Polarkoordinaten R, 9, ..., 0% 
ein, von welchen R durch (117) bzw. (118) bzw. (119) gegeben ist und 
die iibrigen verallgemeinerte Winkel oder Bogenlangen bedeuten. Mit 
diesen erhalt das ,,Volum‘‘element dt (&) dt(x;) die Gestalt 


A-R®'dRdd® ...d8®), (120) 


worin A die Funktionaldeterminante der betreffenden Koordinatentrans- 
formation bedeutet. 


La8t man nun ¢ =0 werden und zwar so, daB dabei gleichzeitig auch 
der Abstand 


It; —t, | =R, (121) 
was dem Fall starksten Unendlichwerdens entspricht, so streben die 
Integrale (108), (109) usw. endlichen Grenzwerten zu, solange die Unend- 
lichkeitsstellen von der Ordnung <2 sind. Dies ist aber nach dem oben 

u (117), (118), (119) Gesagten stets der Fall. 


Um die GréBenordnung von (108) abzuschatzen, schlieBen wir wieder, 
wie oben, die Unendlichkeitsstellen durch enge Réhren von der Inte- 
gration aus. Entnimmt man J, aus (67), so erhalt man 5 Summanden, 
von denen z. B. der zweite lautet: 

Sa2m i : ;%5 
ii lk a! an dt(&) dt (x) | 
= Satm FU pal wl | 


i “Y dt(&) dt (x). 


tT, — 1 /* 


Der Integrand desselben oszilliert wegen des Faktors w,(x,) sehr schnell 
mit variablem x, und ergibt nach bekannten Satzen iiber oszillierende 
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Funktionen bei der Iategration einen sehr kleinen Wert. Ebenso verhal- 
ten sich die anderen Summanden. 

Eine andere Abschitzung ist auf folgendem W eg médglich: Wegen 
(91) ist der Integrand fiir R> Q, wenn R durch (117) gegeben ist, sebr 
klein. Innerhalb des Gebietes R< Q fiihren wir mittels (32) Polar- 
koordinaten s’, #, w’ ein. Halten wir s’, 8 sowie &, m1, 01, %1) Vis 1) 
%1, ¥,, 2%, konstant, so ist der Abstand lt, —r,;| unabhingig von o’, 
und wegen (31) 1aBt sich (122) in die Form bringen 


fH(s'8 x,y, 4) ds' dd dx, dy, dz f eine’ day’, (123) 
0 


Da n’ eine ganze Zahl +0 ist, so ist dieser Ausdruck gleich null. Es 
leisten also zu (122) nur die Integrationselemente auBerhalb des angege- 
benen Gebietes, welche nach dem Gesagten sehr klein sind, einen Bei- 
trag. Daraus.folgt, daB auch (122) selbst sehr klein ist. 

Diese Uberlegungen kénnen auch auf die anderen Summanden von 
(108) angewendet werden. Damit ergibt sich das gesamte Integral sehr 
klein. 

AuBerdem findet man, daB w, sehr schnell mit variablem r, oszilliert. 
Denn der Integrand von (108) durchlauft immer wieder nahezu denselben 
Wertevorrat, wenn im Nenner r, durch r, + ma ersetzt wird (solange 
dabei nicht die Randbezirke erreicht weiden). 

Fiir das Integral (109) ergibt der erste Mittelwertssatz der Integral- 
rechnung: 

y= yf EE ae (Gt) de(x). (124) 
Darin bedeutet #, den Wert der Funktion (108) in einem Punkt f,, dessen 
Koordinaten zwischen 0 und 1 liegen. 

Der Integrand weist wegen (107) die Unendlichkeitsstellen (413), 
(114), (116) auf, und mit Hilfe des gleichen Grenziibergangs wie oben 
kann man zeigen, daB das Integral iiberall endlich bleibt. 

Beachtet man ferner neben (93), daB M,, P von der GréBenordnung 
10-22 (cgs) sind, und 


Uy < Uy fae , 
so erhdalt man aus (124) 
Us ~s My ido “ag (125) 
mit 
daw dn (126) 


Auf dieselbe Weise wird 


| Hs | S | My \max* to S |My |max" 4o- | (127) 
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Fiir (103) erhalt man so die Majorante 
[Ma | S |t| + [ve] +--- S | ty |max* (1+ 4) + 4% +---), (128) 


welche wegen (126) konvergiert und wegen des oben zu #, gewonnenen 
Ergebnisses sehr klein ist. 


Das gleiche laBt sich mit den gleichen Uberlegungen auch fiir das 
Korrektionsglied 1, beweisen. 


II. Die Restglieder des 2N-Elektronenproblems. 
Die Korrektionsgr6Be v, wird in eine Reihe entwickelt 
ie en OE ta a at (129) 


dere: Glieder sich aus den inhomogenen Differentialgleichungen be- 
stimmen 


Yi (4,44: oe eg ef a Gy mg D 
(R) d (i) 


>; (Ac, + 4s) % 


~ (130) 
= 3m m ly zie Gk. a | \ 
— U( (x ) »2 x 2 _* ) . ) 
| (S4) + : 2 Ont | Loon zd S&S 
(k) (k, 2) (1) 
d» 2, 2, summieren iiber &,J = 1,...,N; }’ tiber J=2,..., N. 


(A) (2) (AE) (1) 


Indem wir anstatt wie oben im sechsdimensionalen Raum im 3 (N -}1)- 
dimensionalen Raum operieren, erhalten wir 


RK — K’ 3N+1 


PG-o,  V(R— R’ ; 
x | : ee de’, 
Rm— Rrrt 


°G ®-V(R— R) . 
v x | - a a 


(131) 


Hierin bedeuten §, RW die V ektoren mit den Komponenten &, Na» Ch. 


Ey, 1N> Cy, *1> Vi> zy bzw. 7 ae Canty OMe nN» tw % » Vi» pi 
dv’ ist in (52) angegeben. V ($-—’) ist eine lineare Funktion von 
(R— MR’), x eine Konstante!. 


Die Unendlichkeitsstellen der Integranden erledigen sich in der 
gleichen Weise wie oben, da sie von det Ordnung 3N +1 bzw. 3N +2 


‘ V und x sind in Z. Physik 74, 524 (1932) erklart. 
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sind, die Zahl der Variablen aber 3 N+ 3 ist. Ferner enthalt der Inte- 
grand von v, schnell oszillierende Faktoren, welche das Integral sehr 
klein machen. 


Die Konvergenz der Reihe (129) ergibt sich ebenso wie ‘iir (103). 
Analog sind die GréBen v,, w,, ws; zu behandeln. 


§ 4. Ruickblick und Ausblick. 


Die aufgestellte Wellenfunktion kann als Grundlage fiir eine atomi- 
stische Erklarung des Phanomens der Supraleitung dienen. Einige em- 
pirisch bekannte Erscheinungen an Supraleitern sind mit ihrer Hilfe 
bereits versuchsweise behandelt. Sie betreffen unter anderen den wider- 
standslosen Stromtransport! bei der absoluten Temperatur T= 0, die 
Existenz und Berechnung der Sprungtemperatur2, die Stellung der Su- 
praleiter im periodischen System und in der Kurve des Atomvolumens’, 
den Ordnungszustand im Phasenraum und die zugehérige Ordnungs- 
energie*, die Unveranderlichkeit der Wellenfunktion beim Eirschalten 
eines schwachen Magnetfeldes?. 


Das letztgenannte Ergebnis liefert eine Abhangigkeit des Supra- 
stroms vom Magnetfeld, welche in die von der Lonpon-LAvEschen 
Theorie® geforderte Form gebracht werden kann. Damit wird es voraus- 
sichtlich méglich sein, die darin auftretende Konstante 4 wellenmecha- 
nisch zu deuten und damit den Ubergang von der atomistischen zur 
phanomenologischen Theorie herzustellen. 


AbschlieBend kann festgestellt werden, daB zwischen de1 HEISEN- 
BERGschen und meiner Theorie in gewissen Ziigen Ubereinstimmung be- 
steht?. Einen wesentlichen Unterschied® erblickt HEISENBERG (laut 

1 SCHACHENMEIER: Z. Physik 74, 503 (1932) §§ 7, 8; die dort verwendete 
Wellenfunktion ist prinzipiell die gleiche wie hier, es fehlen jedoch noch die 
Existenzbeweise des vorstehenden § 3, auch ist der Ansatz nullter Ordnung korrek- 
turbediirftig, s. S. 13, Anm. 1. 

2 SCHACHENMEIER: Z. Physik 74, 503 (1932) § 9. 

3 SCHACHENMEIER: Z. Physik 74, 503, 505 (1932). — Phys. Z. 36, 893 (1935) 
(Diskussionsbemerkung) ; ferner oben S. 18, Anm. 1. 

4 SCHACHENMEIER: Z. Physik 89, 207 (1934) Gl. (245); ferner oben S. 19. 

> SCHACHENMEIER: Z. techn. Physik 15, 142 (1934). ‘ 

6 Laue, M. v.: Theorie der Supraleitung. Berlin: Springer 1947. Altere Lite- 
ratur siehe dort. 

7 Siehe S. 2, 5, 15, 19. Angesichts der Tatsache, daB bisher tiberhaupt keine 
Moglichkeit erkennbar war, die zahlreichen in der Literatur vorliegenden Vorschlage 
zu einer einheitlichen Theorie zusammenzufassen, erscheint mir diese Bemerkung 
nicht uninteressant. ve yy 

8 Eine Verschiedenheit kommt auch S. 5 zum Ausdruck. Dieselbe ist jedoch 
von untergeordneter Bedeutung, da es méglich sein diirfte, die eine der beiden 
Wellenfunktionen auf die andere zuriickzufiihren. 
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brieflicher Mitteilung) darin, daB nach seiner Auffassung auch die Alka- 
lien supraleitend werden kénnen, was nach der meinen nicht méglich 
sein sollte, da ihrzufolge zwei oder mehr AuBenelektronen fiir den Ein- 
tritt des supraleitenden Zustandes notwendig sind. Diese von mir seiner- 
zeit an Hand des empirischen Tatsachenmaterials aufgestellte Regel 
hat sich jedoch bis jetzt ausnahmslos ar der Erfahrung bestatigt, denn 
alle gefundenen Supraleiter weisen mindestens 2 AuSenelektronen auf. 
Jede Anwendung der HEISENBERGschen Theorie auf bekannte Supra- 
leiter unterliegt dieser Regel, und die Erwagung der gegenteiligen 
MOglichkeit entbehrt der experimentellen Grundlage, so lange nicht 
Supraleiter in der ersten Spalte des periodischen Systems gefunden sind. 


Berlin, Heinrich-Hertz-Institut fiir Schwingungsforschung und Tech- 
nische Universitat, Juli 1950. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 27—32 (1951). 


Uber die Entstehung eines Auslésebereiches 
in Zahlrohren mit reiner Dampffiillung. 


Von 


H. NEUERT. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Etngegangen am 26. Oktober 1950.) 


In Zahlrohren mit reiner Gasfiillung ist eine Ausbreitung der Entladung im Aus- 
lésebereich durch Photonen beobachtet worden. Diese entstammen angeregten Zu- 
standen der Atome oder Molekiile. Sie lésen an der Kathode Elektronen aus, die 
zu neuen Entladungslawinen AnlaB geben. Die Anregingsstrahlung aus dem Gas 
ist im allgemeinen auch bei Fiillung mit Gas plus Dampfzusatz fiir die Entstehung 
eines engen Ionenschlauchs verantwortlich, da sie imstande ist, die Molekiile des 
Dampfzusatzes zu ionisieren. Im Falle des Vorhandenseins von Ionen geniigend 
groBer Beweglichkeit kann man auch eine Ausbreitung der Entladung infolge von 
StoB positiver Ionen mit neutralen Atomen oder Molekiilen erwarten. Im Falle 
der Fiillung mit reinen Dampfen kommen die genannten Ursachen nicht fir die 
Ausbreitung der Entladung in Betracht. Es wird nun gezeigt, da8 man wahrschein- 
lich diese der aus der Rekombination von Elektronen mit positiven Ionen entstehen- 
den kurzwelligen UV-Strahlung zuschreiben kann. 


1. Ausloseberetch bei reinen Dampfzdhlern. 


In einer friiheren Untersuchung ist das Verhalten von Zahlrohren 
mit reiner Dampffiillung studiert worden [1]. Dabei tritt, wie im Prinzip 
schon friiher bekannt, bei geeigneten Zahlrohrdimensionen auch ein 
Auslésebereich auf. Der Beginn desselben ist zwar in diesen Fallen nicht, 
wie z. B. bei den Zahlern mit Argon + Alkoholfillung durch Auftreten 
einer einheitlichen ImpulsgréBe gekennzeichnet. Vielmehr ist diese zu- 
nachst noch recht unterschiedlich. Erst bei etwas héheren Spannungen 
beobachtet man auch hier eine einigermaBen einheitliche Impulsgr6Be. 
Der Beginn des Auslésebereichs konnte aber aus den oszillographischen 
Aufnahmen der Impulsform insofern einwandfrei festgelegt werden, als 
dort die Impulse nicht mehr die glatte Form der Proportionalimpulse 
aufweisen, sondern die typische Form von Impulsen, die durch seitliche 
Ausbreitung der Entladung entstehen, annehmen (vgl. Abb. 12a und b 
in [7]). Aus dem Abstand zweier Maxima bei typischen Impulsen, die 
bei etwas héherer Spannung aufgenommen wurden, konnte man ab- 
schatzen, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit etwa dieselbe war, wie 
sie von ALDER, BALDINGER, HuBer und METZGER [2] beim Argon +- 
Alkoholzahler gefunden worden ist, und zwar speziell im Fall des groBten 
verwendeten Alkoholanteils. Es ist also recht wahrscheinlich, daB es 
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auch bei den reinen Dampfzahlern zur Ausbildung einer echten selbst- 
Jéschenden Ionenschlauchentladung kommt. Es soll nun im folgenden 
die bisher noch nicht erklarte Ursache derselben betrachtet werden. 


2. Ursache der seitlichen Ausbreitung der Zahlrohrentladung. 


a) Zihler mit Gas + Dampjgemischen. Bei Zahlern mit Gasfillung +- 
Dampfzusatz kann man den Vorgang der seitlichen Ausbreitung in den 
meisten Fallen in anschaulicher Weise durch den von HuBER und Mit- 
arbeiter [2] im speziellen Fall des Argon + Alkoholzahlers gefundenen 
Mechanismus erkliren. Durch ElektronenstéBe entstehen im Verlauf 
der einzelnen Lawine angeregte Atome (des Argons), die Lichtquanten 
hoher Energie aussenden. Diese werden in den mehratomigen Dampfen 
sehr rasch wieder absorbiert; es entstehen Photoelektronen, die gemaB 
der mittleren Reichweite der Lichtquanten in meist geringem Abstand 
von der primaren Lawine eine neue Lawine verursachen. Diese Vorgange 
spielen sich infolge der geringen Photonenreichweite im Gebiet hoher 
Feldstarke, also in Drahtnahe ab. Es kommt zur Ausbildung eines engen 
Entladungsschlauchs um den Zahldraht. 

Der genannte Mechanismus funktioniert nun immer mit Sicherheit, 
wenn die von den angeregten Zustanden des Hauptgases ausgesandten 
Photonen eine Energie haben, die gréBer oder gleich ist der lonisierungs- 
energie der schweren Dampfmolekiile: 


h- Vangeregt = ) Oa dampf - 


Im Falle des Argon-Alkoholgemisches ist es demnach véllig ausreichend, 
die Anregungsstrahlung des Argons mit 11,6 eV fiir die Ausbreitung der 
Entladung infolge Photoionisation im Alkohol (£;,,, = 11,3 eV) verant- 
wortlich zu machen. 


b) Zahler mit reiner Gasfiillung. Im Falle der Zahler mit reiner Gas- 
fiillung ist ebenfalls eine Ausbreitung durch Photonen beobachtet wor- 
den [3]. Es kommt hier aber im allgemeinen nicht zur Ausbildung der 
engen Ionenschlauche. Die auch hier im Verlauf der einzelnen Lawine 
entstehenden Photonen werden weniger stark absorbiert. In Gasen wie 
Ar, Ne, Hy usw. entstammen die Lichtquanten vorwiegend den angereg- 
ten Zustanden der Atome oder Molekiile. Sie besitzen so viel Energie, 
da8B sie praktisch in allen Fallen Photoelektronen aus der Kathode aus- 
l6sen kénnen. Bei diesen Zahlern kann man demnach die Ausbreitung 
ohne weiteres mit Hilfe der Anregungsstrahlung verstehen. Es ist im 
Rahmen dieser Betrachtung nicht nétig, weitere Einzelheiten der Pho- 
tonenentstehung und -absorption zu untersuchen. SVEN WERNER hat 
kirzlich [4] darauf hingewiesen, daB man die Ausbreitung der Entladung 
aber auch verstehen kann ohne den Mechanismus der Photonenbildung 
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und -ausbreitung. Er schreibt die Ausbreitung der Bildung neuer posi- 
tiver Ionen und Elektronen durch StoB der positiven Ionen aus der 
primaren Lawine mit den neutralen Atomen oder Molekiilen zu. Be- 
trachtet man die z. B. bei KNort, OLLENDORFF und Rompe [5] ange- 
gebenen Zahlenwerte fiir die Ionisierung durch positive Ionen, so erkennt 
man, da dieser Mechanismus bei Gasen wie He, H, usw. durchaus ver- 
standlich ist. Bei schwereren Molekiilen ist die Ionisierungszahl fiir 
positive Ionen aber erheblich kleiner, z. B. fiir CO, bei E/p = 200 bereits 
kleiner als 1% des entsprechenden Wertes fiir Argon und nur 1°/,, des 
Wertes bei H,. Man kann wohl annehmen, daB bei Zahlrohren mit reiner 
Dampffiillung dieser Mechanismus fiir die Ausbreitung nicht von Bedeu- 
tung ist. 

Wie neuere massenspektrometrische Untersuchungen an Dampfen zeigten [6], 
treten zwar in der Lawine bei den meisten Dampfen haufig die Ionen des Ausgangs- 
molekiils gar nicht in Erscheinung. Es entstehen vielmehr, da die Dissoziations- 
prozesse durch Elektronensto8 die einfache Ionisation durch ElektronenstoB iiber- 


wiegen, in der Hauptsache ionisierte Dissoziationsbruchstiicke, bei denen es sich 
aber auch noch immer um gréBere Molekiile handelt. Ionen wie H7 sind sehr selten. 


c) Zahler mit reiner Dampffiillung. Nach den obigen Ausfiithrungen 
ist in Zahlern mit reiner Dampffillung eine Ausbreitung der Entladung 
infolge Ionenbildung durch Sto8 positiver Ionen oder infolge Photo- 
ionisierung durch eine Anregungsstrahlung zumindest sehr unwahr- 
scheinlich. Man mu8 daher nach einer Entstehungsmoglichkeit fiir 
Photonen héherer Quantenenergie wahrend der Ausbildung der Einzel- 
lawine suchen. Da die Ionisierungsenergie fiir die Dampfe meist zwischen 
40 und 12 eV liegt, kann es sich dabei nur um eine recht kurzwellige 
UV-Strahlung handeln, die in der Dampffiillung sehr schnell quantitativ 
absorbiert wird. Es wird im folgenden nun vorgeschlagen, die Rekom- 
bination von positiven Ionen und Elektronen fiir das Entstehen der 
kurzwelligen Photonenstrahlung verantwortlich zu machen. Die Ver- 
haltnisse der Ausbreitung der Entladung sind dann kaum von den Ver- 
haltnissen im Argon + Alkoholzahler verschieden. 


3. Bildung einer gasionisierenden Photonenstrahlung aus Rekombinations- 
prozessen von Elektronen mit positiven Ionen in Zihlrohren mit reiner 
Dampfffiillung. 


Aus den schon frither mitgeteilten Messungen iiber das Anwachsen 
der Impulshéhe von Proportionalimpulsen aus dem Proportionalbereich 
in den beschrankten Proportionalbereich bis zur Schwelle des Auslése- 
bereichs geht hervor [1], daB der Auslésebereich bei den reinen Dampf- 
zahlern erst bei erheblich kraftigeren Proportionalimpulsen als z. B. 
beim Argon + Alkoholzahler erfolgt. Aus den Messungen kann man 
abschitzen, daB der Auslosebereich fiir gleiche Zahlrohrdimensionen 
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beim normalen Argon + Alkoholzahler bei 107- bis 10®facher Verstarkung 
eines einzelnen primdren Elektrons, bei einem Dampfzahler aber erst 
bei mindestens 10°facher Verstarkung auftritt. (Bei den in [1] beschrie- 
benen Messungen war fiir Dampfe bei einem Impuls mit einer primaren 
Ionisierung von etwa 100 Ionenpaaren z. B. eine Impulsgr6Be von 
2 + 109 Ionen gefunden worden, was einem Verstarkungsfaktor von 2: 10? 
entspricht. Der erforderliche Verstarkungsfaktor fiir em einzelnes pri- 
mdres Elektron muB zur Erlangung der gleichen Impulsgr6Be entspre- 
chend héher sein.) Aus den Zahlrohrdaten (Durchmesser 20 mm, Draht- 

durchmesser 0,1 mm, Spannung am 

Zahler am Ende des Proportionalbe- 
Querschritt reichs etwa 1400 V) kann man berech- 

nen, daB die Lawine des Proportional- 


W-Strahlung Zab/draht 


3 impulses sich auf einen Bereich von 

S etwa 0,25 mm vom Draht aus in radi- 

8 aler Richtung zur Kathode hinerstreckt. 

Langsschnitt Die schweren Dampfionen kénnen fiir 

die Zeit, wahrend der der Proportional- 

impuls sich ausbildet, praktisch als 

elektron ruhend betrachtet werden. Das ioni- 
zweite Lawine sierte Volumen ist dann _ schlieBlich 


Fig. 1. Ausbreitung der Entladung durch 


Photonen aus der primaren Lawine. etwas gt 6Ber als ein Kegel, dessen 


H6he durch die radiale Ausdehnung 
der Lawine, dessen Grundflache durch die seitliche Ausdehnung ge- 
geben ist (vgl. Fig. 1). Fiir die seitliche Ausdehnung einer normalen 
Proportionalimpulslawine nimmt man etwa 0,1 mm an. Sie ist im Falle 
der hier vorliegenden starkeren Lawine wohl etwa 0,2mm. Fiir die 
positive Ionendichte bei einem solchen Proportionalimpuls erhalt man, 
wenn man eine Gesamtionenmenge von z. B. 10° Ionen zugrunde legt, 
dann naiherungsweise 


N,~ 2-10! Ionen/cm?. 


Es ist aus den Arbeiten von RAETHER und Mitarbeiter [7] bekannt, daB 
in Gebieten hoher Raumladungsdichte eine kurzwellige UV-Strahlung 
entsteht, die wieder imstande ist, im Gas neue Elektronen zu bilden. 
Die Méglichkeiten der Entstehung derselben sind von Hopwoop (8) 
kritisch betrachtet worden, der zum Schlu8 kommt, daB es wahrschein- 
lich ist, daB die Rekombination der positiven Ionen mit den Elektronen 
der Lawine fiir diese Strahlung verantwortlich ist. Ist die Raumladungs- 
dichte N,, der Rekombinationskoeffizient fiir Rekombination in den 
Grundzustand a,, und ist die Zahl der vorhandenen Elektronen n_, die 
mittlere Aufenthaltsdauer eines Elektrons dt, dann werden insgesamt 


dn, = a,°N,-n_- at 
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Rekombinationsphotonen gebildet. Infolge der im Falle der Dampf- 
zahler besonders intensiven Einzellawinen kann man nicht erwarten, 
daB die entstehenden Elektronen alle genau gleichzeitig am Draht an- 
kommen. Es werden sich vielmehr einige Prozent der Elektronen durch 
Umwege wahrend ihres Weges von maximal 25 mittleren freien Weg- 
langen verspaten und deswegen schlieBlich bereits hohe Ionendichten 
durchlaufen. Es soll demgemaB n_ gréfenordnungsmafig zu 5% der 
gesamten Elektronenzahl und die fiir diese wirksame Ionendichte zu 
etwa N,—10'4/cm* angenommen werden. Die Aufenthaltsdauer der 
Elektronen di kann man aus den Werten fiir die Beweglichkeit von Elek- 
tronen in Dampfen, wie sie z.B. von DEN Hartocs [9] gemessen worden 
ist, abschatzen. Da die Elektronen im Mittel Wege kleiner als 0,1 mm 
zuriicklegen, ist die Zeit dt < 101° sec, z.B. im Mittel 5 - 10“ sec [10]. 
Fiir den Rekombinationskoeffizienten in den Grundzustand kann man 
den von SAYERS [8] und auch neuerdings von BECKER und DrEMINGER[11]} 
gemessenen Wert von «,, = 2-10 1°cm3/sec verwenden. Mit den ge- 
nannten Zahlenwerten erhalt man dann fiir dn,, einen Wert von 


dn,,~ 2-10°19- 1074. $-108- 5-10-44 = 50 Quanten. 


Diese Strahlung wird nun absorbiert mit einem Absorptionsfaktor von 
mehreren 100cm™?. Damit ein im Gas entstandenes Elektron eine 
weitere, von der ersten unabhangige Lawine erzeugen kann, muB es 
vom Zentrum der ersten mindestens 0,2 mm entfernt entstanden sein 
(vgl. Fig. 1). Verwendet man den von HuBER und Mitarbeiter [2] ge- 
messenen Absorptionskoeffizienten von Photonen praktisch der gleichen 
Energie wie im hier vorliegenden Fall von 640 cm, so sieht man, daB 
die Zahl der Photonen bis zu diesem Abstand auf etwa die Halfte abge- 
nommen hat. Da die Quanten nach allen Richtungen hin abgestrahlt 
werden, mu8 man in Rechnung:setzen, da8 nur etwa?/, aller entstehenden 
Photonen in solche Richtungen fliegen, daB die von ihnen gebildeten 
Elektronen unabhangige neue Lawinen erzeugen kénnen. Man muB8 
ferner beriicksichtigen, daB nicht jede Absorption eines solchen Quants 
zur Bildung eines Elektrons fiihrt. Vielmehr kann auch Dissoziation 
mit Anregung der Dissoziationsprodukte stattfinden. Von der oben 
abgeschatzten Zahl von 50 Quanten werden bei den geschilderten Grenz- 
bedingungen also gerade eine oder héchstens einige wenige neue Lawinen 
gebildet. Aus diesen entstehen neue Photonen, es kommt zur Ausbildung 
der Entladung langs des Zahldrahtes, da die Reichweite der Photonen 
wie im Falle des Argon + Alkoholzahlers gering ist. 

Ein Teil der Quanten werden bereits innerhalb des urspriinglichen 
Lawinenbereichs Photoelektronen auslésen. Diese werden aber nur 
schwicher verstarkt oder werden nicht als einzelne neue Lawine sichtbar. 
Sie vergréBern insgesamt aber den urspriinglichen Impuls tiber die GréBe 
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des reinen Proportionalimpulses hinaus. Dies stimmt durchaus mit dem 
experimentellen Befund iiberein, daB der wirkliche Proportionalbereich 
nicht ganz bis zum Ausldsebereich beranreicht, daB in vielen Fallen viel- 
mehr vorher schon die ImpulsgréBe rascher als der reinen Proportional- 
verstarkung entsprechend ansteigt. 


4. Schlupfolgerung. 


Die obigen Rechnungen haben, obwohl es sich dabei nur um eine 
iiberschlagsmaBige Abschatzung handelt, gezeigt, da® es hinreichend 
ist, die Rekombinationsstrahlung fiir die Ausbreitung der Entladung in 
Zahlern mit reiner Dampffiillung allein verantwortlich zu machen. Die 
Einsatzspannung fiir den Auslésebereich ist demnach durch die Spannung 
am Zahlrohr bestimmt, bei der die Lawine eines einzelnen Elektrons 
gerade so stark geworden ist, daB in ihr so viele Rekombinationsphotonen 
entstehen, daB mindestens eine von der friiheren unabhangige neue 
Lawine gebildet wird. 

Es wird weiterhin ersichtlich, daB man die seitliche Ausbreitung der 
Entladung im Zahlrohr verschiedenen Ursachen zuschreiben muB, je 
nach der Art des verwendeten Fiillgases. 
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Abschliefende Erklirung 
zu einer Arbeit von G. Schmitz, 
»£ur Breite der wandstabilisierten Bogenentladung“ 
und die daran anschliefende Diskussion. 
Von 
G. ScHMiTz und O. Kocu. 
(Eingegangen am 3. November 1950.) 


In der obengenannten Arbeit! wird versucht, mit den von J. KERN 
und P.ScHulz gemessenen Halbwertsbreiten der Strahlungsdichte- 
verteilung eines Quecksilberbrenners von 40mm Elektrodenabstand 
und 10mm Rohrdurchmesser? die fiir wandstabilisierte Entladungen 
aufgestellte qualitative Theorie des Quecksilberhochdruckbogens® 4 
(W.WEIzEL, G. SCHMITZ) einer quantitativen Nachpriifung zuganglich zu 
machen. Dabei wird im Ansatz der ELENBAAS-HELLERschen Differen- 
tialgleichung, aus deren Integration® die theoretischen Bogeneigen- 
schaften abgeleitet werden kénnen, zunachst auf die Beriicksichtigung 
der Temperaturabhangigkeit des Warmeleitvermégens verzichtet. — Zu 
diesem Eichversuch wurde, ohne Einigung zu erlangen, in einer Bemer- 
kung (O. Kocw) und Erwiderung (G. ScHMitz) kiirzlich ausfihrlich 
Stellung genommen®’?. Nach einer miindlichen Aussprache stimmen 
wir jetzt darin iiberein, daB die zum Vergleich herangezogene Ent- 
ladung wegen der Rohrabmessungen nicht mehr rein wandstabilisiert ist, 
wie es die Theorie verlangt, und wegen Wechselstrombetriebs Vorsicht 
geboten scheint. Damit eriibrigt sich die Weiterfiihrung der Diskussion. 

Die unter Vernachlassigung* und Beriicksichtigung * der Temperatur- 
abhangigkeit des Warmeleitvermégens integrierte ELENBAAS-HELLER- 
sche Differentialgleichung fiihrt zu qualitativ ahnlichen GesetzmaBig- 
keiten?, 4,9 in der theoretischen Behandlung des wandstabilisierten 
Quecksilberhochdruckbogens. Fiir die quantitative Berechnung von 
Bogeneigenschaften wie unter anderen des Einflusses der Wandkihlung 
bietet jedoch die Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens wesentliche Vorteile. 

Aachen, Darmstadt, Physikalische Institute der Technischen Hoch- 
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Untersuchungen mit dem Geiger-Spitzenzahler 
an bestrahlten Kristallen. 


Von 
J. KRAMER. 


Mit 11 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. November 1950.) 


Viele frisch zerkleinerte Kristalle zeigen eine Aktivitat, die den Gr1GER-Spitzen- 
zahler zum Ansprechen bringt. Es wird gezeigt, da8 bei bestimmten Kristallen 
auch eine Bestrahlung mit Réntgenstrahlen, mit ultraviolettem Licht, bei frisch 
zerkleinertem Flu8spat sogar mit sichtbarem und ultrarotem Licht eine solche 
Aktivitat hervorruft, die nach der Bestrahlung schnell abklingt. Wahrend bei der 
Fluoreszenz die eingestrahlte Energie zum Teil wieder in Form von Licht abge- 
strahlt wird, kommt es hier zu einer Emission, die den Spitzenzahler zum An- 
sprechen bringt. Auch eine Glimmentladung kann bei vielen Substanzen die 
Ausschlagszahlen im Spitzenzahler vergréSern. 


1. Einleitung. 


In einer vorangegangenen Arbeit war dargelegt worden, daB der 
GEIGER-Spitzenziahler sehr viele Ausschlage anzeigt, wenn die Triimmer 
bestimmter frisch zerkleinerter Kristalle und Mineralien vor die Spitze 
gebracht werden!. Wie bei den Exoelektronen an Metallen®: * nehmen 
die Ausschlagszahlen nach der Bearbeitung schnell mit der Zeit ab. 
Wenn auch gewisse Parallelen im Verhalten der Metalle einerseits und 
der nichtmetallischen Kristalle andererseits zu beobachten sind, so ist 
der physikalische Vorgang, der den Spitzenzihler zum Ansprechen 
bringt, bei beiden Erscheinungen sicher sehr verschieden. Bei den 
Metallen kénnen exotherme Prozesse zur Emission von Elektronen 
fiihren, der ,,Exoelektronen‘'. Dabei sprechen neuere Untersuchungen 
dafiir, daB auch dabei diese exothermen Prozesse, die eine Elektronen- 
emission herbeifiihren, verschiedener Natur sein kénnen. Bei den zer- 
kleinerten Kristallen werden die Ausschlage nach den bisherigen Ergeb- 
nissen wahrscheinlich durch Aufladungserscheinungen hervorgerufen. 
Die Entladung kann danach unter Umstanden vor sich gehen, die den 
Spitzenzaihler zum Ansprechen bringen. In der vorliegenden Arbeit 
soll nun gezeigt werden, daB diese Aufladungen auch durch andere Vor- 
gange erzielt werden kénnen, vor allem durch eine Bestrahlung mit 
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gentigend kurzwelligem Licht oder durch eine Glimmentladung. Zahl- 
reiche Kristalle zeigen im Spitzenzihler sehr viele Ausschlage, wenn 
sie nach einer Bestrahlung vor die Spitze gebracht werden. Bei manchen 
ist zur Erzielung dieses Effektes eine Bestrahlung mit Rontgenstrahlen, 
bei anderen eine solche mit ultraviolettem Licht, beim FluBspat nur 
eine Bestrahlung mit sichtbarem Licht erforderlich, wenn die Probe 
nicht zu lange nach dem Zerkleinern untersucht wird. Die Empfind- 
lichkeit fiir sichtbares Licht geht im Laufe 
einiger Tage verloren; es ist dann eine Be- 
strahlung mit ultraviolettem Licht erforder- 
lich, um den Effekt hervorzurufen. Der in 
der vorigen Arbeit beschriebene Zertriimme- 
rungseffekt und der Bestrahlungseffekt gehen 
nicht parallel: Substanzen, die beim Zer- 
kleinern keine VergréBerung der Ausschlags- 
zahlen gezeigt haben, kénnen nach einer 
Bestrahlung sehr viele Ausschlage ergeben. 
5 
2. Die Apparatur. 
Die Spitzenzahlereinrichtung fiir die Un- 
tersuchung der bestrahlten Substanzen war 
die gleiche, wie sie auch fiir die Untersu- 
chung der zerkleinerten Kristalle verwandt 
wurde (s. Fig. 11). Um aber auch Bestrah- (OE Scene 7 Spitzes 2 Probe 
lungen im Spitzenzahler vornehmen zu k6n- fir Messungen bei hoheren Tem- 
nen, wurde ein Spitzenzahler mit eingebau- apace Scne se Sete) 
fer Fichtquelle gebaut, wie er m der Fig.4 sti rut Hocbepannung und mum 
A . — erstarker; 6 Abbildungslinsen; 
wiedergegeben ist. Dabei wird der Glithfaden 7 Filterkasten; 8 6 V 30 W-Lampe. 
einer 6 V 30 W-Lampe auf die zu unter- 
suchende Substanz abgebildet. Die Bestrahlung erfolgt durch den Iso- 
lator des Spitzenzahlers hindurch, der in diesem Falle aus Plexiglas 
besteht. Durch Einschieben von Scuott-Filtern konnte die Bestrahlung 
auch mit gefiltertem Licht vorgenommen werden. Beim Arbeiten mit 
Roéntgenstrahlen und mit ultraviolettem Licht wurden die Proben 
auBerhalb des Spitzenzahlers bestrahlt und dann in einem Napfchen 
in den Spitzenzahler geschoben. Fiir die Réntgenbestrahlung wurde 
ungefilterte Kupferstrahlung gewahlt, fiir die Ultraviolettbestrahlung 
stand eine kleine Quarz-Quecksilberlampe zur Verfiigung. 


3. Ergebnisse beim Bestrahlen mit Réntgenstrahlen. 
Eine starke VergréBerung der Ausschlagszahlen nach einer Bestrah- 
lung mit Réntgenstrahlen wurde bei folgenden Substanzen gefunden: 
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FluBspat, Seignettesalz, Kalkspat, Pyrit, Quarz, Korund. Sicher ist 
aber, daB noch viele andere Substanzen diesen Effekt zeigen. Sogar 
bei einem gewohnlichen Ziegelstein ist nach einer Bestrahlung mit 
Rontgenstrahlen die Zahl der Ausschlage im Spitzenzahler vergroBert. 
Von den angefiihrten Substanzen zeigen Kalkspat und Seignettesalz 
keine VergroBerung der Ausschlagszahlen im Spitzenzahler nach einer 
Zerkleinerung. Auf Karborund und Diamant iibte eine Bestrahlung 
keinen EinfluB aus; Zinksulfid als Leuchtmasse ergab dann einen 
positiven Effekt, wenn es vorher frisch im Morser zerrieben war. Fiir die 
Untersuchung des Effekts wurde 
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ratur nach Zwischenerwaérmung auf 100° C, 


dem die Zahl der Ausschlage besonders stark nach einer Bestrahlung 
mit Réntgenstrahlen vergréBert ist. Das Material war nicht sehr sauber, 
da es als Schmirgelpulver vorlag, wie es bei der Metallbearbeitung 
benutzt wird. Die KorngréBe betrug etwa 0,5 mm. Wird ein solches 
Pulver mit Réntgenstrahlen bestrahlt und dann in den Spitzenzahler 
gebracht, ist die Zahl der Ausschlige so groB, daB zunachst nicht 
gezihlt werden kann, da das Auflésungsvermégen des benutzten Zahl- 
werkes bei weitem nicht ausreicht. Nach einigen Minuten kann mit 
der Zahlung begonnen werden, da die Zahl der Ausschlage sehr schnell 
mit der Zeit abklingt. Die Fig. 2 zeigt dieses Abklingen; die Kurve 
unterscheidet sich nicht von den Abklingkurven bei zerkleinerten 
Kristallen (s. Fig. 2"). In der Fig. 2 ist gleichzeitig angegeben, daB 
durch eine Erwarmung der Probe auf 100° C der Effekt stark verkleinert 
wird. Die Probe wurde nach einer Abklingzeit von 18 min aus dem 
Spitzenzahler herausgenommen und in einem Kupferréhrchen wahrend 
1 min auf 100° C gebracht. Wird die Substanz dann nach der Abkiihlung 
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wieder in den Spitzenzahler gebracht, ist der Effekt sehr verkleinert, 
er fallt dann in gleicher Weise wie vor der Erwarmung ab, wie die 
Fig. 2 zeigt. Bei den entsprechenden Versuchen an zerkleinertem Quarz 
entsprach der Kurvenverlauf nicht dem hier angefiihrten. Nach einer 
Zwischenerwarmung war beim Quarz die Abklingkurve wesentlich 
steiler geworden, obwohl nur auf 55°C erwarmt war (s. Fig. 31). Bei 
einer Erwarmung auf 100°C war bei Quarz der Effekt beinahe ganz 
verschwunden. Auch dann, wenn die Abklingkurven bei héherer Tem- 
peratur aufgenommen wurden, war die Neigung der Kurve beim zer- 
kKleinerten Quarz steiler geworden (Fig. 41). Dagegen sind die Ab- 
klingkurven beim bestrahlten Korund 
bei doppeltlogarithmischer Darstel- se 
lung nur parallel verschoben, wenn 
das Abklingen bei verschiedenen Tem- 
peraturen verfolgt wird. In der Fig. 3 
sind Abklingkurven bei 26°, bei 61° 
und bei 152°C angegeben. Danach 
ist die Gesamtsumme aller nach einer 
Bestrahlung von einer Probe erhal- 
tenen Ausschlage nicht konstant, sie 
ist noch von der Temperatur abhan- i 
gig. Es ist schwer, dieses Verhalten 2 #6810 20.40 60 100 
zu deuten, solange man nur Ober- Abklingzeit min 
flacheneffekte in Betracht zieht, die F#-+- Sees ee Fy eer a 
7 < strahlung mit Réntgenstrahlen; 
nach dem Zerkleinern sicher nur még- 2 nach Zerkleinerung. 
lich sind. Es ist aber verfriiht, Spe- 
kulationen anzustellen, solange der Spitzenzahlereffekt bei den Kristall- 
untersuchungen noch so ungeklart ist. Man wird aber aus dem unter- 
schiedlichen Verhalten der verschiedenen Substanzen nicht schlieBen 
diirfen, daB bei ihnen das Ansprechen des Spitzenzahlers durch ver- 
schiedene physikalische Prozesse ausgelést ist. Die Unterschiede 
werden wahrscheinlich durch sekundaére Vorgange verursacht. Beim 
Pyrit wurden Parallelversuche ausgefiihrt, wobei einmal die Ver- 
gréBerung der Ausschlagszahlen im Spitzenzahler durch Zerkleinern, 
das andere Mal durch eine Bestrahlung mit Roéntgenstrahlen hervor- 
gerufen wurde. Die Fig. 4 zeigt beide Abklingkurven. Man sieht, daB 
zwar nach einer Bestrahlung der Effekt wesentlich gr6Ber ist, daB aber 
die Abklingkurven recht genau parallel verschoben sind. Die Vorgange, 
die zum Ansprechen des Spitzenzahlers fiihren, sind also wahrscheinlich 
in beiden Fallen gleich, unabhangig, ob die Aktivitat durch Zerkleinerung 
oder durch eine Bestrahlung hervorgerufen ist. 
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Bei der Bestimmung der Temperaturabhangigkeit der Ausschlags- 
zahlen des bestrahlten Korunds stért das schnelle Abklingen des Effekts 
nach der Bestrahlung, und das um so mehr, je schneller die Messung 
vorgenommen wird. In der Fig. 5 sind die Ergebnisse einiger Versuche 
wiedergegeben. Bei der Kurve 1 wurde 20 min nach der Bestrahlung 
mit der Erwirmung im Spitzenzahler begonnen; bei der Kurve 2 wurde 
eine Pause von 75 min eingelegt. Man sieht, dafi das Maximum bei 
etwa 50° C wesentlich kleiner geworden ist, und daB auch der Anstieg 
bei etwa 200°C weniger ausgepragt ist, wenn nach der Bestrahlung 

190 langere Zeit gewartet wird. Wurde das 
gleiche Material, mit dem die Kurve 2 
aufgenommen war, ohne neue Bestrah- 
lung ein zweites Mal im Spitzenzahler 
erwadrmt, ergab die Bestimmung der 
Ausschlagszahlen in Abhangigkeit von 
der Temperatur die Kurve 3 der Fig. 5; 
das Maximum bei 50 bis 60° C ist also 
verschwunden, der Anstieg bei 200° C 
noch langsamer geworden. Wurde un- 

0 atin sors etn see] bestrahltes Material in gleicher Weise 

20 50 100 750 200 250 300 . . ‘ : 

Temperatur im Spitzenzahler untersucht, wurde die 
Fig. 5. Temperaturabhangigkeit der Aus- Kurve 4 erhalten, bei der nur bei 
schlagszahlen bei Korund. J Erwarmung 200°C ein kleines Ansteigen der Aus- 
20 min nach der Bestrahlung mit Réntgen- se : ‘ 
strahlen begonnen; 2 Erwarmung 75 min schlagszahlen zu erkennen ist. Diese 
sachs gichen estab tesonnes” Kurven erinnern sehr an die Ergeb- 
lung erwarmt; 4unbestrahlte Probeerwarmt. nisse der Spitzenzahleruntersuchungen 
an bearbeiteten Metallen (s. z.B. Ab- 
bildung 151). Man ist aber nach diesen unerwarteten Ergebnissen der 
Spitzenzaihleruntersuchungen an bearbeiteten und an bestrahlten nicht- 
metallischen Kristallen vielleicht doch gezwungen, auch die Ergebnisse 
an Metallen von einem breiteren Standpunkt aus zu betrachten und 
weitere Versuche anzustellen. Bei den zerkleinerten und bestrahlten 
Kristallen kénnte man folgende Deutung versuchen : Der erste Anstieg der 
Ausschlagszahlen ist auf die Entladungsvorgange zuriickzufiihren, nach- 
dem die Vorbehandlung eine Aufladung erzeugt hat, der zweite Anstieg 
bei héheren Temperaturen auf den Austritt von Glithelektronen, der bei 
einer verkleinerten Austrittsarbeit méglich ware. Der Unterschied 
zwischen der Kurve 4 und den iibrigen Kurven der Fig. 5 zeigt dabei, 
da diese Verkleinerung der Austrittsarbeit ebenfalls durch die Bestrah- 
lung hervorgerufen ist. Weitere Versuche miissen ergeben, ob diese 
Arbeitshypothese weiterfiihrt. Es ist an dieser Stelle noch nétig, darauf 
hinzuweisen, dal die Temperaturangaben bei diesen Versuchen ungenau 
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(ne ght en iaeeamenaniien unter dem Napfchen und der 
A »pitzenzahler abgetastet wird, eine Tem- 
peraturdifferenz besteht. 

Es interessiert weiter, ob die Zahl der Ausschlage nach der Be- 
strahlung beliebig mit der Bestrahlungsdauer oder der Bestrahlungs- 
intensitat ansteigen kann. Bei Korund wurden Versuche iiber die Ab- 
hangigkeit der Ausschlagszahlen von der Dauer der Bestrahlung gemacht. 
Die Betriebsbedingungen der Réntgenréhre und der Abstand der Probe 
vom Brennfleck wurden dabei konstant gehalten. Das Resultat der 
Spitzenzahleruntersuchung ist in der Fig. 6 
angegeben. Dabei ist in Abhangigkeit von 
der Dauer der Bestrahlung die Zahl der 
Ausschlage je sec eingetragen, die der 
Spitzenzahler 10 min'nach SchluB der Be- 
strahlung anzeigte. Der Effekt zeigt also 
eine recht genau definierte Sattigung. In 
welcher Weise dieser Sattigungswert von 
den Probeneigenschaften, wie KorngréBe, 
Verunreinigungen usw. abhangt, und ob 
etwa die Wellenlange der benutzten Rént- Hoe caren 
genstrahlen von EinfluB ist, miissen wei- 10min nach der Bestrahlung in Ab- 


hangigkeit von der Dauer der Bestrah- 
tere Versuche ergeben. lung mit Réntgenstrahlen bei Korund. 
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4. Ergebnisse am FluBspat berm Bestrahlen mit sichtbarem Licht. 


Obwohl die Versuche sowohl an den zerkleinerten Kristallen als auch 
an den mit Réntgenstrahlen bestrahlten schon gentigend Uberraschungen 
boten, war es doch besonders unerwartet, daB beim FluBspat schon 
eine Bestrahlung mit sichtbarem Licht zu einer im Spitzenzahler zu 
erfassenden Aktivitat fiihrt. Wenn die FluBspattriimmer nicht zu alt 
sind, zeigt der Spitzenzihler sehr viele Ausschlage, wenn sie nach 
einer Bestrahlung mit sichtbarem Licht vor die Spitze gebracht werden. 
Je langere Zeit nach der Zertriimmerung verflossen ist, desto kurz- 
welliger mu8 das Licht sein, um einen Effekt hervorzurufen. Dieser 
unerwartete Effekt ist bei den in der vorherigen Arbeit! angefiihrten 
Versuchen iiber den Spitzenzahlereffekt nach der Zerkleinerung von 
Kristallen nicht beriicksichtigt. Bei den meisten Proben wird dadurch 
keine Veranderung der angegebenen Werte zu erwarten sein, da bei 
ihnen sichtbares Licht keinen Einflu8 ausiibt. Beim Flu8spat aber 
ist die Zahl der Ausschlage dann sehr viel kleiner, wenn die Zerkleinerung 
im Dunkeln vorgenommen wird; aber auch dann ist der Effekt immer 
noch sehr beachtlich, der also nur auf den Einflu8 der Zerkleinerung 
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zu schieben ist. Werden diese zerkleinerten Flu8spatproben nach dem 
Abklingen mit dem Licht einer Glihlampe beleuchtet, so ist danach 
die Zahl der Ausschlage wieder sehr groB. Das Abklingen geht in der 
gleichen Weise wie auch nach dem Zerkleinern vor sich. Durch eine 
neue Bestrahlung laBt sich der Effekt beliebig oft wiederholen. Fir 
2 Beleuchtungen ist in der Fig. 7 die Zahl der Ausschlage im Spitzen- 
zahler in Abhangigkeit von der Zeit nach dem Bestrahlen angegeben. 
Die Héhe der Spitzen wird um so kleiner, je langere Zeit nach dem 
Bearbeiten verflossen ist. Man muB also in diesem Falle ein doppeltes 
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Zeit nach der ersten Bestrahlung Zeit nach der ersten Bestrahlung 
Fig. 7. Abklingkurven fiir FluBspat nach Bestrahlung Fig. 8. Abklingkurven fir Flu8spat nach Be- 
mit sichtbarem Licht, erste und zweite strahlung mit sichtbarem Licht: J mit Filter 
Bestrahlung. RG 5; 2 mit Filter RG 2; 3 ohne Filter. 


Abklingen unterscheiden: Erstens das Abklingen der Ausschlagszahlen 
nach einer Bestrahlung, zweitens das Abklingen der Empfindlichkeit ; 
bei gleicher Bestrahlungsintensitat ist die Zahl der Ausschlage um so 
kleiner, je alter die Spine sind. Dabei ist es noch von Einflu8, ob 
wahrend dieser Zeit die Spine im Dunkeln oder im Hellen aufbewahrt 
wurden ; im Hellen sinkt die Empfindlichkeit schneller ab als im Dunkeln. 
Diese Verschiebung der Empfindlichkeit mit dem Alter der Bruchflachen 
kann natiirlich auch bei den Kristallen eintreten, bei denen zur Er- 
zielung der Aktivitat eine Bestrahlung mit Réntgenstrahlen erforderlich 
ist. Wenn diese Verschiebung aber auBerhalb des sichtbaren Gebietes 
liegt, ist es nicht so leicht, sie zu verfolgen. Es ist aber auf diesen 
Punkt zu achten, wie ja auch das Verhalten des Zinksulfids andeutet. 
Da8 beim FluBspat auch noch das Licht im roten Gebiet wirksam ist 
zeigt die nachste Fig. 8. Dabei wurde die Bestrahlung bei dem ersten 
Versuch mit einem Filter RG 5 vorgenommen, bei dem die kiirzeste 
Wellenlinge etwa 640 my betragt. Obwohl die Spine schon 23 Std 
alt waren und dabei wahrend dieser Zeit schon viele Bestrahlungen vor- 
genommen waren, steigert also die Bestrahlung mit dieser langen 
Wellenlange die Zahl der Ausschlage noch recht beachtlich. Die zweite 
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Bestrahlung wurde im Anschlu8 daran mit einem Filter RG 2 vor- 
genommen, bei dem die kiirzeste Wellenlinge 590 mu betragt. Natur- 
gemaB ist der Effekt gréBer geworden. Fiir die dritte Bestrahlung 
wurde ungefiltertes Licht gewahlt, die Kurve zeigt, daB der Effekt 
wieder gréBer geworden ist. Wiirde man die Bestrahlung unmittelbar 
nach der Zerkleinerung vornehmen, ist auch eine Empfindlichkeit fiir 
ultrarotes Licht zu erwarten. 

Ebenso wie beim bestrahlten Korund ist es auch hier von Interesse 
zu wissen, ob die Zahl der Ausschlage mit zunehmender Bestrahlungs- 
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Fig. 9. Zahl der Ausschlage je sec 1 min nach der Fig. 10. Temperaturabhangigkeit der Ausschlags- 
Bestrahlung in -Abhangigkeit von der Dauer der zahlen bei FluBspat. J erste Erwarmung nach 
Bestrahlung mit sichtbarem Licht bei- FluBspat. der Bestrahlung mit sichtbarem Licht; 

1 erster Versuch; 2 zweiter Versuch. 2 zweite Erwarmung. 


intensitat einer Sattigung zustrebt. In der Fig.9 ist die Zahl der Aus- 
schlage je sec in Abhangigkeit von der Dauer der Bestrahlung angegeben. 
Dabei ist einheitlich die Zahl der Ausschlage 1 min nach der Bestrahlung 
eingetragen. Bei dem ersten Versuch — Kurve1 — erkennt man 
auBer der Sattigung auch das Abklingen der Empfindlichkeit ; er wurde 
3 Std nach der Zerkleinerung des FluBspats angefangen. Der zweite 
Versuch, der 21 Std spater gemacht wurde, ergab dementsprechend auch 
einen kleineren Sattigungswert ; man erkennt auch hier noch das weitere 
Absinken der Empfindlichkeit. AuBer zur Bestrahlung wurden die 
Proben nicht dem Licht ausgesetzt. 

Die Temperaturabhangigkeit der Ausschlagszahlen ist beim be- 
strahlten FluBspat von der gleichen Art wie die des zerkleinerten 
Quarzes (s. Fig. 41). Wird die Temperatur der Probe wahrend der 
Messung des Abklingens der Ausschlagszahlen mit der Zeit erhoht, 
steigt die Zahl an, sie fallt dann aber bei der hoheren Temperatur 
schneller als bei Zimmertemperatur. Ein Gesetz der konstanten Aus- 
schlagszahlen kénnte in Anlehnung an das Gesetz der konstanten 
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Lichtsumme bei der Fluoreszenz giiltig sein. Man kann den Einflu8 der 
Temperatur auf die Zahl der Ausschlage wie beim bestrahlten Korund 
auch direkt bestimmen, wenn man eine Probe im Spitzenzahler erwarmt, 
bei der der Effekt schon so weit abgeklungen ist, daB das weitere Ab- 
klingen wahrend der Messung keine merkliche Rolle mehr spielt. Das 
Ergebnis einer solchen Messung ist in der Fig. 10 wiedergegeben. Mit 
steigender Temperatur vergr6Bert sich demnach die Zahl der Ausschlage 
sehr stark bis zu einem Maximalwert bei etwa 55°C. Dariiber fallen 
die Werte wieder ab, steigen aber bei etwa 135°C wieder stark an. 
Bei einer zweiten Erwarmung der gleichen Probe ohne neue Belichtung 
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Fig. 11. Abklingkurve fiir Flu8spat nach Bestrahlung mit sichtbarem Licht. Von der 9. bis 20, min 
Spitzenzahlerspannung abgeschaltet. 


ergab die Untersuchung den Kurvenverlauf 2. Das Maximum ist ver- 
schwunden, aber der Anstieg bei 135°C bleibt erhalten. Wurden alte 
FluBspatspane untersucht, so war auch der zweite Anstieg kleiner ge- 
worden. Die Vorginge entsprechen demnach denen beim bestrahlten 
Korund, nur da8 hier die wirksame Wellenlange zu gréBeren Werten 
verschoben ist. AuBerdem scheint es bemerkenswert zu sein, daB das 
erste Maximum sowohl beim Korund als auch beim Flu8spat bei ungefahr 
der gleichen Temperatur liegt, daB aber der zweite Anstieg beim FluB- 
spat wesentlich tiefer erfolgt als beim Korund. Die Aufladungsvorgiange 
werden bei den nichtmetallischen Kristallen sicher durch lichtelektrische 
Wirkung hervorgerufen sein, ein Vorgang, der bei den Metallen nicht 
moéglich ist. Es ware denkbar, daB das Ansprechen des Spitzenzahlers 
dabei nicht durch einen direkten Akt bewirkt wird, sondern daB das 
elektrische Feld des Spitzenzihlers einen EinfluB ausiibt in dem Sinne, 
daB ohne dieses Feld nichts in den AuBenraum abgegeben wird. Wenn 
das der Fall ware, miiBte ein Unterschied im Abklingen gefunden werden, 
je nach dem, ob das Abklingen im Spitzenzahler bei angelegter Spannung 
oder ohne diese Spannung vorgenommen wird. Das Ergebnis eines 
solchen Versuches ist in der Fig. 11 angegeben. Nach 9 min wurde die 
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Spannung des Spitzenzahlers abgeschaltet und eine Pause von 11 min 
eingelegt. Wird die Abklingkurve danach wieder verfolgt, so ist kein 
Unterschied gegentiber einer normalen Abklingkurve zu erkennen, die 
Werte liegen in der doppeltlogarithmischen Darstellung auch weiterhin 
auf einer Geraden. Das Feld des Spitzenzihlers hat demnach keinen 
Einflu8 ausgeiibt. Der erste MeBpunkt der Kurve liegt wesentlich héher 
als es die Gerade erwarten laBt. Dieser Umstand diirfte darauf zuriick- 
zufiihren sein, da8 durch die Bestrahlung die Temperatur der Probe 
angestiegen ist. 


5d. Vergroferung der Ausschlagszahlen nach Glimmentladung. 

Alle Anzeichen sprechen dafiir, daB das Ansprechen des Spitzen- 
zahlers nach der Zerkleinerung und nach dem Bestrahlen durch Auf- 
ladungserscheinungen herbeigefiihrt wird. Fiir das Auftreten des Effekts 
miissen demnach folgende Voraussetzungen geschaffen sein: Erstens 
mu8 durch irgendeinen Vorgang eine passende Aufladung erzeugt werden. 
Zweitens, die Entladung mu8 unter Umstianden vor sich gehen, die 
den Spitzenzahler zum Ansprechen bringen kénnen. Die Aufladungen 
kénnen nach den bisherigen Messungen durch die Zerkleinerung oder 
durch eine passende Bestrahlung herbeigefiihrt werden. Es ist aber 
sicher méglich, diese Ladungen auch auf andere Weise zu erzeugen. Es 
wurden Versuche unternommen, dies durch eine Glimmentladung zu 
erreichen. In der Tat zeigen die meisten Kristalle, die auch beim Zer- 
kleinern oder Bestrahlen einen positiven Effekt ergeben, nach einer 
Glimmentladung sehr viele Ausschlage. Das Abklingen erfolgt wieder 
in der gleichen Weise wie bei den Zerkleinerungs- und Bestrahlungs- 
. versuchen. Es geniigt sogar, die Kristallspane mit einer auf 2000 V 
aufgeladenen Elektrode zu bestreichen. Erstaunlich ist bei diesen 
Versuchen, daB sie auch mit Pyrit ausgefiihrt werden kénnen, obwohl 
Pyrit doch eine recht gute Leitfahigkeit besitzt. Sowohl nach dem 
Zerkleinern als auch nach dem Bestrahlen mit Réntgenstrahlen ist bei 
Pyrit die Zahl der Ausschlage stark vergroBert. Wenn das heim Pyrit 
méglich ist, sollte es auch bei technischen Metalloberflachen, wenn auch 
in kleinerem MaBe, méglich sein. In der Tat ergaben Metallspane, die 
einer Glimmentladung ausgesetzt waren und dann in den Spitzenzahler 
gebracht wurden, eine VergréBerung der Ausschlagszahlen. Die Ergeb- 
nisse waren aber recht wechselnd und wenig reproduzierbar. Es besteht 
aber die Méglichkeit, die VergréBerung der Ausschlagszahlen eines 
GEIGER-MULLER-Zahlrohres nach einer Glimmentladung auf diesen 
Effekt zu schieben. Es sind keine chemischen Anderungen des Metalls 
fiir diesen Effekt erforderlich, obwohl auch exotherme chemische Pro- 
zesse den Spitzenzihler zum Ansprechen bringen konnen, wie wir dem- 
nachst zeigen werden. Diese VergroBerung der Ausschlagszahlen in 
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einem GEIGER-MULLER-Zahlrohr nach einer Glimmentladung wurde von 
M. WIEDENBECK und H. R. CRANE beobachtet!. 


6. SchluBbemerkung. 

Mit dem GeIGER-Spitzenzahler lassen sich auf eine sehr einfache 
Weise Anderungen an Metall- und Kristalloberflachen nachweisen, die 
auf verschiedene Weise hervorgerufen sind. Diese bisher kaum der 
Messung zugangigen Anderungen hangen sicher auch mit Anderungen 
im chemischen Verhalten zusammen. Wie schon friiher angefiihrt, spielt 
der Spitzenzahler bei diesen Untersuchungen die Rolle eines Mikroskops 
fiir geringe Energiebetrage. In der Kernphysik war man zunachst auf 
ein solches Mikroskop angewiesen, da gréBere Energiebetrage damals 
nicht zur Verfiigung standen. Der umgekehrte Weg in der Physik der 
Atomoberflache scheint durchaus interessante Vorgaénge aufdecken zu 
k6nnen. 


Braunschweig, Physikalisch-Technische Bundesanstalt. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 45-55 (1951). 


Ein Funkensender 
fiir schwach gedimpfte Zentimeterwellen 
stetig variierbarer Frequenz* 


Von 


H. ANDERS, Frankfurt a. M. 
Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 3. November 1950.) 


Bei dem hier beschriebenen Sender fiir den Wellenlangenbereich von 3 bis 1 cm 

befindet sich ein Hertzscher Oszillator in einem fast vollstandig geschlossenen 

Hohlraumresonator. Da der Oszillator im Hohlraum gleichzeitig mehrere Eigen- 

wellen anregt, wird die Strahlung durch einen zweiten Resonator geschickt, dessen 

Spektrum nur in einer Eigenwelle mit dem des ersteren tibereinstimmt. Auf diese 

Weise erhalt man eine nahezu monochromatische Strahlung mit log. Dekrementen 
von der GréBe 0,01. Die Intensitat reicht fiir MeBzwecke aus. 


In neuerer Zeit werden fiir Messungen im Zentimetergebiet vorzugs- 
weise Magnetrons und Klystrons als Strahlungsquellen benutzt. Diese 
sind in Deutschland zur Zeit im Handel nicht erhaltlich und die zum 
Teil noch vorhandenen Einzelexemplare gestatten giinstigstenfalls Mes- 
sungen bis etwa 3cm. Da gerade im kurzwelligeren Bereich interessante 
Problemstellungen auftreten, besteht vielerorts das Bediirfnis nach 
einer geeigneten Strahlungsquelle fiir diesen Teil des elektromagnetischen 
Spektrums. Die friiher fiir Wellenlangen unterhalb von 3cm benutzten 
Funkensender haben wegen ihrer groBen spektralen Breite zu sehr un- 
sicheren MeBergebnissen gefiihrt und kommen heute fir MeBzwecke 
nicht mehr in Betracht. Auf Grund der Ergebnisse friiherer Arbeiten1 
schien es aber méglich, das Dampfungsdekrement und damit die spek- 
trale Breite der Strahlung von Funkensendern erheblich herabzusetzen. 
Bei den in Amerika meist verwendeten Klystrons kann die Frequenz 
nur um etwa 10% variiert werden, so daB zum liickenlosen Uber- 
streichen des Bereichs von 3 bis 1 cm eine groBere Anzahl dieser teuren 
Spezialréhren erforderlich wird. Es wurden daher ein md6glichst geringer 
experimenteller Aufwand und eine stetige Frequenzvariation liber groBe 
Spektralbereiche angestrebt, um in diesen Punkten einige Vorteile 
gegentiber diesen Rohren zu gewinnen. 


* Auszug aus einer an der Universitat Frankfurt eingereichten Dissertation. 
Beziiglich der theoretischen und experimentellen Begriindungen vieler hier mit- 


geteilter Ergebnisse wird auf diese Dissertation verwiesen. 
1 ANDERS, H.: Diplom-Arbeit Frankfurt a. M. 1948. — Phys. Blatter 1949, 


H. 7. — Lupenia, W.: Elektr. Nachr. -Techn. 29, H. 1/2 (1942). 
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Der Sender. 


Ein wesentlicher Bestandteil des Senders ist ein linearer Oszillator, 
wie er im Prinzip bereits von H. Hertz benutzt wurde und in der hier 
verwendeten Form bei vielen alteren Senderkonstruktionen beschrieben 
worden ist!. Dieser Oszillator befindet sich im Innern eines Hohlraum- 
resonators, der nur zwei kleine Locher zur Zufiihrung der Speise- 
spannung fiir den Dipol und eine schmale schlitzférmige Offnung fir 
den Austritt der Strahlung besitzt. Der im freien Raum strahlende 
Hertzsche Dipol fiihrt stark gedampfte Schwingungen aus (log. Dekre- 
mente meist gréBer als 1). Er besitzt also gemaB dem Fourierschen 
Integral-Theorem ein kontinuierliches Spektrum, in dem meist mehrere 
Oktaven mit merklicher Intensitat vertreten sind. Befindet sich da- 
gegen der Oszillator in einem Hohlraum, so schwingt das System 
Dipol + Hohlraum in ganz anderer Weise. Da eine strenge Lésung 
der MAxwE tischen Gleichungen mit den entsprechenden Randbedin- 
gungen fiir dieses System schwer zu finden ist, wurde von den bekann- 
ten Eigenschwingungen geschlossener dielektrischer Hohlraume? ohne 
Oszillator ausgegangen und durch anschauliche Betrachtungen und 
Vorversuche ermittelt, wie sich diese 4ndern, wenn in dem Hohlraum 
der Oszillator und Offnungen vorhanden sind. 


Fir kreiszylinderférmige allseitig von metallischen Leitern unendlich 
groBer Leitfahigkeit begrenzte Hohlraume der Lange c und senkrecht 
zur Achse stehenden Grundflachen vom Radius a liefert die Theorie 
die Eigenwellenlangen: 


ji a : 2] eu 
Yn yt 
o +( acl a (1) 
b= 0/)4,2..0, = O74) 270) 0) Ge 
ai 2)enu ¥ 
BR Van \® 1 
ce + . ea (2) 
l es m=0Q, 1,2,3 nN Fe’ Bp, 


é=Dielektrizitétskonstante, 1 = Permeabilitat des verlustfreien Mediums 
im Innern. y,,,, ist die m-te nicht verschwindende positive Nullstelle 
der Besset-Funktion J,,, y,,, die ihrer Ableitung (v9, = 2,405; 14, = 
3,832; vo, =3,832; ¥1,=1,841; y,,=3,054 usw.). Der Parameter/ 
gibt die Anzahl Halbperioden der Radialkomponente des elektrischen 
Feldes langs der Linge c an. m und » beschreiben die Feldverteilung 
a Zum Beispiel durch Nrcors u. TEAR: Phys. Rev. 21, 587 (1923). 

4a} Fr. Borenis {Ann. Phys. 35, 359 (1939)] bezeichnet mit A die Wellenlange 
im Dielektrikum, wahrend hier 4 die Vakuumwellenlange bedeutet. 
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in der Querschnittsebene. Ein solcher Hohlraum kann nur durch ganz 
bestimmte, scharfe Frequenzen zu Eigenschwingungen erregt werden. 
Er besitzt ein Linienspektrum (Fig. 1) von abzahlbar unendlich vielen 
Linien. 

Bei einem verlustbehafteten Hohlraum, der auBerdem noch einen 
Oszillator enthalt, andert sich das Spektrum in folgender Weise. Bei 
transversaler Dipolachse (wie sie im Sender Fig.2 benutzt wird) treten 
im wesentlichen H-Wellen auf. Liegt der Dipol symmetrisch zur Zylin- 
derachse des Hohlraumes, so sind es besonders H,,,-Wellen. Der Dipol 
verhalt sich im Hohlraum wie jeder beliebige metallische Leiter, an 
dessen Oberfliche €.,.=0 
als Grenzbedingung gilt. 
Das bedeutet hier, daB 
©_.aiai Ci nen Knoten am Di- 
pol besitzt. Somit hat die 
langste H-Welle zwei Halb- 
perioden langs c, ist also 
mit H,,, zu bezeichnen. 
Durch die Anwesenheit des Plea? be Ev 
Dipols und die Offnungen 
im Hohlraum tritt eine Fig. 1. Einige der langsten Eigenwellen zweier Hohlraum- 

rs z resonatoren. Links ist das ,,Spektrum‘‘ der rechts daneben 
kleine Verschiebung der gezeichneten Resonatoren dargestellt. 

Lage der einzelnen Linien 

ein, und infolge der Verluste (dielektrische, Leitungs- und Strahlungs- 
verluste) werden die Linien verbreitert. Aus dem Hohlraum tritt eine 
Strahlung aus, die aus einigen verbreiterten Linien besteht. Dies 
erkennt man — wie spater noch besprochen werden soll — aus Inter- 
ferenzversuchen, von denen Fig. 5a ein Beispiel zeigt. 

Um einwellige Strahlung zu erhalten, wird diese Mischstrahlung 
durch einen zweiten Hohlraumresonator geschickt, dessen Spektrum 
nur in einer Eigenwelle mit dem des ersteren tibereinstimmt. Ein 
Beispiel zweier Resonatoren, die nur die H,,,-Welle gemeinsam haben, 
ist in Fig.1 gezeigt. Hier wird die Ubereinstimmung in der H,,,-Welle 
und die abweichende Lage der anderen Eigenwellen bei gleichem Radius 
durch verschiedene Dielektrizitatskonstante und verschiedene Lange 
der beiden Resonatoren erzielt. Der gleiche Effekt laBt sich aber auch 
noch in anderer Weise erreichen; z.B. durch Resonatoren, die gleiche 
Dielektrizitatskonstante aber verschiedene Radien und Liangen besitzen. 
Die Kombination zweier Resonatoren mit verschiedenem Dielektrikum 
ist aber konstruktiv die einfachste, zumal der Oszillator am besten in 
Petroleum (¢=2,1) arbeitet. 

Die Fig. 2a zeigt das Prinzip, 2b und 2c den technischen Aufbau 
des Senders. Die beiden Hohlraume P und L entsprechen den beiden 
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Resonatoren E und D in Fig.1. P (Abstand K bis B,) ist hier allerdings 
doppelt so lang wie E in Fig.1, weil ja am Dipol ein Knoten von G,,zgiat 
liegt. Die Verhaltnisse werden dieselben, wenn man den Abstand 
D—B, als Hohlraumlange c einfiihren wiirde. Durch Verschieben des 
Kolbens K und des Systems B,R,T kénnen die Langen von P und L 
variiert werden. Der Dipol D erhalt seine richtige Lage in P, indem 
das ganze System KR,R,T iiber dem feststehenden Dipol D verschoben 
wird. Der Sender besitzt also alle Freiheitsgrade, die zur Abstimmung 


Fig. 2a—c. Der Sender. a das Prinzip, b und c technischer Aufbau; c ist das Hohlraumsystem von b 
herausgenommen und um 90° entgegen dem Uhrzeigersinne gedreht. A Aussparung; B, und B, Schlitz- 
blende; D Dipol; FR Fiihrungsrohr; GL aufgeklebte Glimmerfolie; H Halteschraube; HF Hauptfunken- 
strecke; J eine der 3 um 120° versetzten Justierschrauben; K Kolben; L Lufthohlraum; LF Luft- 
funkenstrecke; M Mikrometerschraube; N Nase; 6 Offnung; P Petroleumhohlraum; PS Petroleumspiegel; 
R, und Ry, Messingrohre; S, und S, Schlitten; ST Kolbenstange; TS Torkelscheibe; U Schraube; W Wand 
des Petroleumkastens. Die Schraglage des Petroleumspiegels PS soll andeuten, daB der Sender etwas schrag 
steht, damit die Petroleumgase durch O entweichen kénnen. In Figur a zwischen Gi und D 
lies P statt R! 


der beiden Resonatoren aufeinander und zur Variation der Frequenz 
erforderlich sind. Die beiden Blenden B, und B, bestehen aus 0,3 mm 
starkem Messingblech und besitzen Schlitze von 0,3 bis 1mm Breite, 
die sich iiber den ganzen Rohrdurchmesser erstrecken. Die Langs- 
ausdehnung der Schlitze steht senkrecht zur Dipolachse. Eine genauere 
Diskussion des Feldverlaufes an den Blenden zeigt, daB durch diese 
Form der Blenden im Hohlraum L gerade die gewiinschten H-Wellen 
angeregt werden und die Strahlung den Sender durch R, in Form 
einer H-Welle verlaBt. Da der Sender nur dann mit befriedigender 
Konstanz arbeitet, wenn der Dipol gut justiert ist und die Haupt- 
funkenstrecke HF die richtige Lange hat, wurde die in Fig. 2b skiz- 
zierte Justiervorrichtung benutzt. Der Dipol selbst besteht aus zwei 
kKleinen Wolframzylindern (hier von 3mm Lange und 1,2mm @) die 
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in Réhrchen aus Jenaer Glas eingeschmolzen sind. An die beiden 
0,3 mm dicken Wolframdrahte an den andern Enden der Glasrdhrchen 
werden 2 Widerstinde (hier je 2 MQ) angeschlossen, iiber die der Dipol 
mit Hochspannung gespeist wird (hier 10 kV, 1000 Hz)1. Das Hohl- 


-raumsystem kann iiber den Dipol geschoben werden, ohne dabei dessen 


Justierung zu stéren. 

Mit dem Sender der Fig.2 (R, =1,99 cm @, 
Rk,=1,8cm @) konnte die Wellenlange konti- 
nuierlich von 3 bis 1,8cm verandert werden. 
Bei weiterer Verkiirzung der Hohlraume L und 
P trat ein immer gréBer werdender Anteil von 


Stérstrahlung auf. Deshalb wurden fiir kiirzere 


. L 
Wellen zusatzliche Lufthohlraume benutzt, so ; 
daB der Sender dann das in Fig.3 skizzierte 
Aussehen hatte. Unter Benutzung desselben a 


Dipols wie fiir 3 bis 1,8 cm konnte die Wellen- cle 
lange mit einem Hohlraum L, von 1,5 cm @ 


bis 1,4cm und mit L,=1,2cm @ bis 1,2cm Ser 

a ; é cr 
varliert werden. Da bei der Senderkonstruktion pig 3. sender mit zusatzlichem 
gema4B Fig. 3 noch ein weiterer Hohlraum abge- _——*fthohlraum (schematisch). 
ee s 4 - L, und L, Lufthohlraum; 
stimmt werden muB, wird man fiir den Wellen- P Petroleumhohlraum. 


langenbereich unterhalb von 1,8cm_ zweck- 

maBiger einen Sender nach Fig. 2 mit engeren Rohren bauen. Wie an 
Hand eines Senders mit einem Rohr R, von 1 cm @ fiir 1,4 bis 1,0 cm 
Wellenlange gepriift wurde, ist dann auch die Strahlungsintensitat gréBer. 


Die Qualitat der Strahlung. 


Der Nachweis der Strahlung erfolgt durch Detektoren (Silizium- 
Kristall mit Wolframspitze) in Verbindung mit einem Spiegelgalvano- 


meter (1 “= =4,5-10°*? Amp, R;=460; 1)=4 sec}. Die in Fig. 4 


dargestellten Empfanger dienen gleichzeitig als Wellenlangenmesser. 
Bei den beiden oberen Empfangern ist der Detektor unmittelbar in 
Rechteckrohre eingebaut. Der Wolframdraht D von 0,1mm @ dient 
gleichzeitig als Kontaktspitze und Empfangsantenne. Bei dem unteren 
Empfanger sitzt der Detektor am Ende einer abstimmbaren kreis- 
konzentrischen Lecherleitung, die bei Variation der Wellenlange des 


1 Die Dipoldimensionen sind keineswegs kritisch. Bei Variation der Dipol- 
gréBe andert sich nur die Intensitat. Die GréBe der giinstigsten Widerstande 
richtet sich nach der benutzten Spannungsquelle. Versuche mit 50 Hz und6 kV 
zeigten, daB mit Widerstanden von 4 MQ dieselbe Strahlungsintensitat erzielt 
werden konnte wie mit 1000 Hz. Die Intensitatsschwankungen waren aber groBer. 
Mit Widerstanden von 2 MQ konnte die gleiche relative Intensitatskonstanz erzielt 
werden. Die Strahlungsleistung betrug aber nur noch 30% der mit 1 MQ erzielten. 


4 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 
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Senders meist neu abgestimmt werden muB. Er gestattet aber im 
Gegensatz zu den oberen, die Ankoppelung des Detektors an die recht- 
eckige MeBleitung zu variieren. 

Zur Wellenlangenmessung wird einer der Empfanger so tiber dem 
Sender befestigt, daB die beiden Trichterdffnungen sich gegeniiberstehen 
und die Empfangsantenne parallel zum Senderdipol liegt. Zieht man 
den Kolben K stetig aus dem Wellenlangenmesser heraus, so zeigt 
das Galvanometer abwechselnd maximale und minimale Ausschlage an. 


7 2 cm? 


Fig. 4. Empfanger und Wellenlangenmesser. A Antenne; C Siliziumkristall; D Wolframdraht; G Gal- 
vanometer; Gi Glasstabchen; J Glimmerisolierung; J; Innenleiter; K Kolben; L Gleichstromableitung ; 
P Kondensatorplatte; R, und R, runde Messingrohre; Ty Trolitulisolierung. Bei der unteren Figur ist 
der Strich von C nach dem Innenleiter als leitende Verbindung (60 u-Draht) zwischen J; und P 
zu_betrachten, 


Der Abstand zweier sukzessiver Maxima oder Minima ist gleich der 
halben Rohrwellenlinge A/2. Die Wellenlainge 4, der Strahlung im 
freien Raum ist dann nach der Formel 


A 


| Ee a (A deny mR: 


hy ro (3) 


mu berechnen. A, 4? die sog. Grenzwellenlange, ist von den Quer- 


schnittsdimensionen des Rohres abhingig'. Fiir 2,<4, — bildet sich 
z : mn 
im Rohr eine Rohrwelle aus. Ist nun A, so klein, daB sowohl die zur 


langsten Grenzwellenlange als auch die zu einer kiirzeren gehorige 
Rohrwelle auftreten kann, so iiberlagern sich die beiden verschieden 


1 Die Formeln fiir i, kénnen z. B. bei SCHAFER-HONERJAGER ATM V 376—6 
(August 1950) entnommen werden. 


. 


sang 
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langen Rohrwellen zu einem schwebungsartigen Verlauf, wie ihn Fig. 5b 
darstellt. Bei runden Rohren liegen die Grenzwellenlingen eng; z.B. 
sind die beiden langsten zum Radius 1 cm gehérigen Grenzwellenlangen 
3,41 und 2,61 cm. Man wiirde mit einem solchen Rohr nur im Bereich 
2,61 < Ay< 3,41 cm eindeu- 

tige Wellenlangenmessungen Ji A /\ fab rest Beer cre 
durchfiihren kénnen. Beim Al \ ] \ | : | jnise eh 

/ 
¢ 


Rechteckrohr liBt sich der BoA pee | 


nutzbare Bereich auf eine re * A . . oe 

Oktave erweitern, indem B \ [ \ [ \ f\ /\ f* eee 
man a@>2b wiahlt. So be- if if \ / Wi Wy, aon 
sitzt das fiir die Messungen im ae ia 
der F ig. 6A bis F benutzte rn \ i\ f\ i\ i\ ‘\ A =390cm 
Rohr mit den Seitenlingen C | | | Lins Vi \ | SB 
a=1,8cm und 6=—0,6cm WY V J ‘a p= 4022 


als langste Grenzwellen- 
langen - ,—3,6cm und 
a , = 1,8cm und damit einen 


A A =3,21Cm 
\ | \ i dp Sebem 
Ube Wie ga 


- 
ee el 
—— 


o 
ad (eames ta 


nutzbaren Bereich 1,8 < Poke 8a cm 
500m. Das ist ANKRAARA i 
$ ad E TATAVAVAVAANAU Ears | 
7 | \| i |] y \ Ao=225em, 
¥ y y] Vy Yneey 2 
Fr 
| ‘\ \ pS [ A=110cm 
0 S 
: | s\\\) es 
0 2 4 6 8cm 70 0 08 76 24cm —*= Verschiebung des Kolbens 
Fig. 5 au. b. Fig. 6. 


Fig. 5a u. b. Stehende Rohrwellen. a Bei mehrwelliger Strahlung, wie sie unter Verwendung nur eines 
Senderhohlraumes erhalten wurde. b Bei monochromatischer Strahlung aber Anregung zweier 
Wellentypen in einer runden MeBleitung. 


Fig. 6. Messung der Rohrwellenlange A bei verschiedenen Hohlraumlangen des Senders. y ist das nicht- 
korrigierte log. Dekrement. 


Grund, weshalb fiir die Wellenlangenmessungen vorzugsweise Recht- 
eckrohre verwendet wurden. 

Die Fig. 6 zeigt einige Beispiele fiir die Messung stehender Rohr- 
wellen im Rechteckrohr. Als Abszisse ist die Kolbenstellung im Wellen- 
langenmesser, als Ordinate der Galvanometerausschlag aufgetragen. Den 
einzelnen Kurven A bis F entsprechen verschiedene Langen der Hohl- 
raume P und L im Sender Fig.2. Der Lufthohlraum (Abstand B, bis B, 


4 
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in Fig. 2) wurde von 3,2 cm Lange (fiir 4) = 2,96 cm) auf 1,28 cm (fiir 
Ap =2,05 cm) verkleinert. Die Lange des Petroleumhohlraumes P 
(Abstand K bis B,) verringerte sich dabei systematisch von 2,5 auf 
4,6cm. Der Dipol D befand sich immer ungefahr in der Mitte von P. 
Wie die Fig.7 zeigt, besteht eine gute Ubereinstimmung der gemessenen 
Wellenlangen (MeSpunkte) mit den nach der Formel (2) fiir einen voll- 
stindig geschlossenen Lufthohlraum gleicher GréBe berechneten Wellen- 
langen. Fir den geschlossenen Petroleumhohlraum ¢—2,1, c=2,5 cm 
errechnet sich 7//,, = 2,92 cm (gemessen 
2,96cm) und fiir c=1,6cm 44,= 
2,1 cm (gemessen 2,05 cm). Ahnlich gute 
Ubereinstimmungen zwischen Theorie 
und Experiment wurden auch fiir die 
Wellenlangen von 2 bis 1cm erzielt, 
von denen hier nur die Kurve fiir 1 cm 
(0 in Fig. 6) dargestellt ist. 

Die Ermittlung des Dampfungsdekre- 
mentes des Senders erfolgt ebenfalls aus 
den Messungen stehender Rohrwellen. 
Qualitativ erkennt man schon aus der 
geringen Intensitat der Minima und dem 
Fig. 7. Ausgezogene Kurve: Nach Formel2 /angsamen Abfall der Maxima die kleine 
berechnete Abhangigkeit der Hohlraum- Dampfung der Wellen. Ein weiterer 
eigenwelle (H,,;-Typ) von der Hohlraum- P ‘ ° . "i F 
lange. MeBpunkte: Gemessene Wellen- Hinweis auf die geringe Dampfung ist 
bag Hirota ae de ta tae die groBe Interferenzlinge. Es gelang 

Sender der Fig. 2). z.B. in einem 90cm langen Rechteck- 

rohr (az , = 3,6 cm) bei einer Wellenlange 

Ape 2cem (A =2,5 cm) 70 Maxima nachzuweisen, dabei betrug die 
Welligkeit beim 70. Maximum noch etwa 20% der bei den ersten 
Maxima gemessenen. Die Wellengruppen miissen also im freien Raum 
mehr als 1,50 m lang gewesen sein. Zur quantitativen Bestimmung des 
log. Dekrementes wird eine von KLEMENCIC und CzERMAK fiir den 
BOLTZMANN-Spiegel angegebene Methode auf stehende Rohrwellen itiber- 
tragen’. Von der mathematisch streng durchfiihrbaren Rechnung soll 
hier nur die Endformel fiir das log. Dekrement y mitgeteilt werden. 


IG. 20 30 ¥omm. 50 
Hohlraumlange —~ 


a In, as —- . (4) 


Dabei ist m>mn und n=1, 2,3... m=2,3,4... I,, und J, , sind die 
Intensitaten der n-ten bzw. m-ten Maxima der Interferenzkurven in 


* KLEMENGIC u. CzERMAK: Wiedemanns Annalen 50, 174 (1895). 
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Fig. 6; sees fe bzw. Temst | die der Minima. Der Bruch unter dem 
Logarithmus bedeutet anschaulich das Verhaltnis der Welligkeiten 
an zwei beliebigen Stellen der Interferenzkurven. 

Die in der Fig. 6 angegebenen nach Formel (4) berechneten Werte 
fiir y sind aus folgenden Griinden zu groB. Die Intensitat des Senders 
fallt im allgemeinen wahrend der Messung etwas ab. Dieser Abfall ist 
nur beim 1., 20. und 30. Maximum und den entsprechenden Minima 
der Kurve F durch Verwendung eines Vergleichsdetektors eliminiert. 
Die Formel (4) setzt voraus, daB die MeBleitung keine Eigendimpfung 
besitzt. Erst wenn man diese eliminiert, was theoretisch naherungsweise 
moglich ist, erhalt man bei F annahernd gleiche Werte fiir y, wenn es 
aus dem 1. und 20. Maximum oder aus dem 1. und 30. Maximum be- 
rechnet wird. Es ergibt sich als korrigierter Wert y =0,0094 bzw. 
0,0098 ; also rund 0,01. Zu langeren Wellen hin wachst die Eigendamp- 
fung der benutzten MeBleitung an und damit auch die GréBe der an +» 
anzubringenden Korrektur. 

Die spektrale Breite der Strahlung kann mit Hilfe des FourrEr- 
Integrals aus der gemessenen Wellenlange und dem log. Dekrement 
bestimmt werden. Fiir die gemessene Wellenlange A, =2,05 cm (f= 
1,465 - 107° Hz) und »=0,01 wird die Halbwertsbreite @ 4,7 - 10? Hz 
und die Zehntelwertsbreite = 1,4 - 108 Hz; das ist rund 1% von f. Die 
Angaben A, = 2,05 cm und y=0,01 besagen also, daB man es mit einer 
Strahlung zu tun hat, deren spektrale Intensitatsverteilung bei A) = 
2,05 cm ein Maximum hat, wahrend bei A—2,04 und A4=2,06 cm die 
Intensitat nur noch 10% der des Maximums betragt. Eine sehr gute 
Anschauung von den geringen spektralen Breiten, die sich mit Funken- 
sendern erzielen lassen, geben die Resonanzkurven der Fig. 8. Diese 
wurden mit Hilfe eines kreiskonzentrischen Resonators aufgenommen, 
dessen Eigenfrequenz durch Verschieben des Innenleiters gedndert 
werden konnte. Die Breite der rechten Kurve, die mit einem 8 cm- 
Magnetron — also einem ungedampften Sender — aufgenommen 
wurde, stellt ein MaB fiir die Eigendampfung des Resonators dar. Die 
dariiber hinausgehende Verbreiterung der linken Kurven ist daher auf 
die Dampfung des Funkensenders zuriickzufithren. Als Strahlungsquelle 
wurde hier der in den Physikalischen Blatternt beschriebene Demon- 
strationssender benutzt, nachdem 2 Blenden gemaB Fig. 2 eingebaut 
worden waren. 

Uber die Leistung des Senders kénnen aus den Messungen mit 
Detektoren keine absoluten Angaben gemacht werden. Ein Vergleich 
des Funkensenders mit dem 8 cm-Magnetronsender unter Benutzung 


1 AnpeERS, H.: Diplom-Arbeit Frankfurt a. M. 1948. — Phys. Blatter 1949, 
H. 7. — Lupenia, W.: Elektr. Nachr.-Techn. 29, H. 1/2 (1942). 
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des gleichen Detektors und unter médglichst gleichen Ankopplungs- und 
Anpassungsbedingungen ergaben bei 9,5 cm Wellenlange etwa die dop- 
pelten, bei 5,4 cm Wellenlange etwa halb so groBe Ausschlage wie sie 
mit dem Magnetron erzielt wurden. Im Bereich von 3 bis 2 cm Wellen- 
lange wurden Detektorstréme von 1074 bis 140-5 Amp gemessen. Unter- 
halb von 2cm waren die Ausschlage kleiner; sie betrugen aber selbst 
bei 41cm Wellenlange noch 50 bis 80mm bei 1m Skalenabstand. 
Wiederholt durchgefiihrte Registrierungen des Galvanometerausschlags 
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Fig. 8. Resonanzkurven mit einem kreiskonzentrischen Resonator aufgenommen. Die Breite der rechten, 

mit einem ungedampften Sender (Magnetron) gemessenen Kurve ist ein Ma® fiir die Eigendampfung des 

MeBresonators. Die zusitzliche Verbreiterung der linken Kurven (Funkensender als Strahlungsquelle) wird 
durch die Dampfung des Funkensenders hervorgerufen. 


zeigen, daB die Senderintensitat etwa proportional zur Betriebsdauer 
abfallt. In 5 min betragt der Abfall 3 bis 5%. Er wird kleiner, wenn 
der Sender dieselbe Zeit mit Unterbrechungen betrieben oder wenn mit 
strémendem Petroleum gearbeitet wird. Der Intensitatsabfall ist auf 
den Abbrand des Dipols zuriickzufiihren. Man erhalt wieder die Anfangs- 
intensitat, wenn die Lange der Hauptfunkenstrecke entsprechend ver- 
kleinert wird. Auf diese Weise ist ein wochenlanger Betrieb mit dem- 
selben Dipol méglich. Ein Galvanometer von nicht zu kleiner Schwin- 
gungsdauer zeigt keine plétzlichen Schwankungen des Ausschlags an, 
so daB sich alle Abstimmungen auf maximale Intensitaét gut durchfiihren 
lassen. Messungen, die sich auf die Bestimmung von Wellenlangen 
zurtickfiihren lassen, sind ohne weiteres durchfiihrbar. Kommt es 
jedoch auf genaue Intensitétsangaben an, so mu® der geringe Abfall 


der Strahlungsintensitat durch Vergleichs- oder Nullmethoden eliminiert 
werden. 


Funkensender fiir schwach gedampfte Zentimeterwellen. 55. 

Gegeniiber dlteren Funkensendern fiir Zentimeterwellen sind mit 
dem hier entwickelten mit der geringen Bandbreite seiner Strahlung, 
der stetig variierbaren Frequenz und dem reproduzierbaren Zusammen- 
hang zwischen Wellenlinge und Senderkonstruktion Fortschritte er- 
zielt worden. Vergleicht man den Funkensender mit ungedampften 
Generatoren, so sind seine wesentlichsten Nachteile die gréBere spek- 
trale Breite und die geringere Energiekonstanz. Wahrend aber die 
in Amerika meist benutzten Klystrons nur eine Frequenzvariation von 
etwa 10% ermdglichen, kann mit dem Funkensender in einfacher Weise 
mehr als eine Oktéave iiberstrichen werden. Wie Messungen zur Bestim- 
mung der optischen Konstanten von Dipolfliissigkeiten zeigen, die zur 
Zeit im hiesigen Institut mit diesem Sender durchgefiihrt werden, ist 
er fiir diese Zwecke gut geeignet. Grundsatzlich wird der Sender immer 
dann Verwendung finden kénnen, wenn es nicht gerade auf sehr hohes 
Auflésungsvermégen ankommt. 

Herrn Prof. Dr. M. CzErNy danke ich fir die Bereitstellung von 
Institutsmitteln und sein reges Interesse an dieser Arbeit, Herrn Prof. 
Dr. DANzER und Herrn Dozent Dr. HONERJAGER fiir wertvolle Aus- 
sprachen und Herrn Diplomphysiker MecKpacu fiir die Hilfe bei den 
Vergleichsmessungen mit dem Magnetronsender. 


Frankfurt a. M., Physikalisches Institut der Universitat. 
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Ergiinzungen zur Theorie des HCI-Molekiils. 


Von 
J. I. HorvAtu, Debrecen (Ungarn). 


(Eingegangen am 21. November 1950.) 


Es wird die Bindungsenergie des HCl-Molekiils mit einer urspriinglich von GomBAS 
und NEUGEBAUER herriihrenden Methode neu berechnet. Die Methode setzt die 
Bindungsenergie aus der klassischen Ionenwechselwirkung und der Polarisations- 
energie zusammen. Dann werden fiir die Berechnung der Polarisationsenergie ein 
neues Verfahren angegeben. Die Polarisationsenergie des Molekiils wird namlich 
aus den Polarisationsenergien der einzelnen geschlossenen Elektronenschalen des 
Chloranions additiv zusammengesetzt, denn wir haben sehr verschiedene Werte 
fiir die Polarisierbarkeiten der einzelnen Schalen, deren Kenntnis die Methode 
ben6tigt. 


Einleitung. 

Abgesehen von einer alteren Arbeit von M. Born und W. HEIsSEN- 
BERG! haben sich I. G. KirkKwoop? bzw. P. GomBAs und Tu. NEUGE- 
BAUER® mit der Theorie des HCl-Molekiils beschaftigt. Die letztge- 
nannten Autoren haben das HCl-Molekiil mit Hilfe der fiir das Chloranion 
durch HARTREE* angegebenen numerischen Eigenfunktionen und mit 
Beriicksichtigung der hdheren Naherungen der Polarisationsenergie 
berechnet. In einer friiheren Arbeit® haben wir die Konstanten, ins- 
besondere die Bindungsenergie des Molekiils mit dieser Methode, aber 
mit HARTREE-Fockschen Eigenfunktionen® ermittelt. Jetzt méchten 
wir die Berechnung der Polarisationsenergie naher besprechen um die 
Methode der Berechnung der Bindungsenergie zu verbessern. 


§ 1. Wir gehen bei unseren Rechnungen vom lonenmodell aus und 
betrachten das Molekiil, in nullter Naherung, bestehend aus einem 
Proton und einem Chloranion. DieBindungsenergie setzt sich in unserem 
Fall aus zwei Teilen zusammen. Erstens dringt das Proton infolge der 
elektrostatischen Anziehung in die Wolke des Cl--Ions ein, wodurch 
dann der Kern desselben von seiner Elektronenwolke immer weniger 
abgeschirmt sein wird, undzweitens polarisiert das Proton die Elektronen- 
wolke des negativen Cl-Ions, wobei das Feld des Protons im fraglichen 


Born, M., u. W. HEISENBERG: Z, Physik 23, 388 (1924). 

Krirkwoop, I. G.: Phys. Z. 33, 259 (1932). 

GomBAs, P., u. TH. NEUGEBAUER: Z. Physik 92, 375 (1934). 

Hartree, D. R.; Proc. roy. Soc., Lond. A 141, 282 (1933). 

5 Horvitu, J. I.: Experientia 4, 256 (1948). 

® Hartree, D. R., u. W. HaRTREE: Proc. roy. Soc., Lond. A 156, 45 (1936). 
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Gebiet sehr stark inhomogen wird. Wir miissen den Gleichgewichts- 
zustand berechnen, der unter der Wirkung dieser beiden Kriifte entsteht. 

Der von der ersten Wechselwirkung herriihrende Energieanteil, der 
auch als die klassische Ionenwechselwirkung genannt werden kann, 
wird im folgenden mit E, bezeichnet: 


We Wtaihan hes _fve@ 
E> = {if verdes | ** ta (1) 
0 


é 
Hier wird die Kernladung des Cl--Ions mit z, und der Protonenabstand 
von dem Chlorkern (in atomaren Einheiten) mit 6 bezeichnet und end- 
lich wird durch 
U (0) = 420% n(9) (2) 


definiert!, wo (9) die Elektronendichte bedeutet, welche aus den HART- 
REE-Fockschen Tabellen entnommen werden kann. 

Zur Berechnung der Polarisationsenergie haben wir die wohlbe- 
kannte Formel der zweiten st6rungstheoretischen Naherung benutzt: 


ts H4{ss')* H, (ss) 
E» CADIS obs hy(ss’) j (3) 
wo 
H,(ss’) = f pt V py dt (4) 


ist und V die Stérungsfunktion: 


1 

V (5 

‘ ) 6? + 0? — 26 ocos#. 0) 

bedeutet. 
Nach einer einfachen matrizentheoretischen Umformung kann man 


E, in der Form: 


: H? (ss) Fi {s's)\* 

Ey=- hv ri (6) 
schreiben, wo 

Hi = {pf V2y,at (7) 
und 

H, =f ptV y,dt (8) 


sind. In (6) haben wir, nach dem Verfahren von GomBAs und NEUGE- 
BAUER, statt der im Nenner auftretenden einzelnen Eigenfrequenzen 
einen Mittelwert derselben eingefiihrt, den wir mit y bezeichnen, und 
der aus der Polarisierbarkeit des Ions ~~ die ja empirisch? oder theo- 
retisch® bekannt ist — folgendermaBen berechnet werden kann‘. Die 


l SIARTREE, DR 12 W! Hartree: 1.'c. 

2 Pautine, L.: Proc. roy. Soc., Lond. A 114, 181 (1927). 

3 GomBAs, P.: Z. Physik 122, 497 (1944). 

4 NEUGEBAUER, TH., u. P. GomBAs: Z. Physik 89, 480 (1934); 90, 693 (1934). 
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Polarisierbarkeit wird im homogenen Felde durch die Formel: 


Piss) 
= 2... dager (9) 
definiert, wo 
P(ss') = f pF {ezh yy dt (10) 


ist. 

Den Zahler von (9) kénnen wir ganz analog wie in (3) umformen 
und im Nenner fiihren wir jetzt einen gewissen Mittelwert der Frequenz 
ein, den wir so wahlen werden, daB wir aus (9) den richtigen Wert der 
Polarisierbarkeit erhalten: 

c= ore. (11) 

wo 
P(ss)= f pt {> ez}*y,dt (12) 

ist. 


§ 2. Wohlbekannterweise wird die Polarisierbarkeit eines Ions, nach 
einem Resultat der Quantenchemie, aus den Polarisierbarkeiten der 
einzelnen Elektronenschalen additiv zusammengesetzt!. Weiterhin 
erhalten wir fiir die Polarisierbarkeit eines negativen Ions, infolge der 
Lockerheit der Elektronenwolke, immer einen viel gréBeren Wert, als 
fiir dieselbe GréBe bei positiven Ionen. Die Polarisierbarkeit des Chlor- 
anions, die wir im homogenen Felde messen, gibt im wesentlichen die 
Polarisierbarkeit der M-Schale des Ions an, denn die Polarisierbarkeit 
der L-Schale, die einem siebenfach ionisierten positiven Chlorkation 
entspricht, ist vernachlassigbar klein. Wir haben natiirlich dazu keinen 
empirischen Wert, doch kann die Polarisierbarkeit des Cl’*-Ions durch 
die BoRN-HEISENBERGsche Formel?, die im allgemeinen die empirischen 
Werte gut approximiert, extrapoliert werden und wir erhalten dafiir 
0,001 85 - 107*4 CGS-Einheiten, welche neben der Polarisierbarkeit des 
Chloranions, die 3,66- 10° CGS-Einheiten betragt®, vernachlassigt 
werden kénnen. 


Diese Approximation scheint aber nur in dem Fall einer auBeren 
Polarisationswirkung (z.B. ein homogen elektrisches Feld) giiltig sein, 
wo die L-Schale des Ions durch die M-Schale desselben zentralsymme- 
trischerweise abgeschirmt ist. Wenn wir aber die Polarisationsenergie 
des Chlorwasserstoffmolekiils berechnen wollen, kann die Giiltigkeit 
dieser Idee bezweifelt werden. Die Polarisation der Elektronenwolke 
des Ions riihrt namlich von dem Proton her, das tief in die Elektronen- 


} HELLMANN, H.: Einfiihrung in die Quantenchemie, S. 178. Leipzig: Franz 
Deuticke 1937. 
Ce eee 


$ PauLine, L.: Proc. roy. Soc., Lond. A 114, 184 (1927). 
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wolke des Ions eindringt und infolgedessen kann seine Polarisations- 
wirkung auf die L-Schale, die durch die M-Schale nicht mehr gentigend 
abgeschirmt wird, nicht vernachlissigt werden. 

Um die Richtigkeit dieser Ansicht zu priifen, haben wir die Polari- 
sationsenergie des HCl-Molekiils neu berechnet. Die Stérungsfunktion 
haben wir, der GomBAs-NEUGEBAUERschen Methode gemaB, nach Kugel- 
funktionen entwickelt und vermittels elementaren Rechnungen auf 
einige wohlbekannte Relationen der Kugelfunktionen Riicksicht nehmend 
fiir die in (6) vorkommenden Matrizenelemente die folgenden Formeln 
hergeleitet : 


0 o<o 
H i - Ulo ~ 
; | <a dp — ; [ Veo) do o>o (13) 
3 
bzw 
hE Sea Be 
2u+1 een ao“ U(o) do o<6 
n=1 0 
Gi s a a (14) 
1 24 " U(o) 2 U (0) a4 
» ese peut? do— A | 0 do+ » | Uae oo 
n—O0 ay) 5 3 
und endlich per definitionem: 
P?—} f o?U(o) do. (15) 


Durch diese Formeln haben wir die Polarisationsenergie fiir die 
M- und L-Schale einzeln berechnet, indem wir fiir die Elektronendichte 
im ersten Fall die Dichte der in der M-Schale, im zweiten Fall die Dichte 
der Elektronen in der L-Schale eingesetzt haben. Bezeichnen wir die 
so erhaltenen Polarisationsenergien mit FE rd , bzw. E a Die Polarisier- 
barkeit setzt sich aus den Polarisierbarkeiten der einzelnen Schalen 
additiv zusammen, die ganze Polarisationsenergie ist also 


E,= Ey + E;. (16 ) 


§ 3. Die Resultate unserer Rechnungen fassen wir in der Tabelle 4 
zusammen. Diese Dissoziationsenergie ist gemaB der Tabelle gleich 
0,434 79 e2/a;, = 11,82 eV, welcher Wert noch ein wenig korrigiert werden 
kann. Die Polarisationsenergie haben wir namlich nur bis zum dritten 
Gliede berechnet. Die aufeinanderfolgenden Glieder der Reihenentwick- 
lung nehmen angendhert im Verhaltnis von 1/3, 1/2, 3/5,.-. ab und so 
wollen wir, nach Gompds und NEUGEBAUER, unser Resultat noch mit 
einer ahnlichen unendlichen geometrischen Progression ergénzen, deren 
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Tabelle 1. 
Se 
é | —Ei —EM —Et =F 

er” aaaeses_se—wr—_—— 

2,0 0,091 10 0,33535 0,000 14 0,426 59 

O19} 0,17960 0,25510 0,000 09 0,43479 

2,4 0,233 00 0,19198 0,000 06 0,42404 

26 0,25598 0,144.43 0,000 05 0,400 46 

2,8 0,265 93 0,10891 . 0,00003 | 0,37487 


Quotient durchschnittlich das geometrische Mittel der obenstehenden 
Verhiltnisse ist. Wir erhalten somit fiir das Minimum 0,46639 e?/ayq= 
12,6881 eV. Die Polarisationsenergie der L-Schale (Ef) haben wir nicht 
korrigiert. 


§ 4. Wir haben die Energie berechnet und oben als Dissoziations- 
energie bezeichnet die notwendig ist, um das Proton in das Unendliche 
zu entfernen. Der Dissoziationswert, der aus spektroskopischen Daten 
bekannt ist, gibt die Energie, die den Chlorwasserstoff in das Chlor- 
und Wasserstoffatom dissoziiert. Den vorher erwahnten Energiewert 
kénnen wir daher mit Hilfe des folgenden Kreisprozesses mit der Er- 
fahrung vergleichen. Wir gehen von einem aus einem Chloratom, 
einem Elektron und einem Proton gebildeten System aus. Mit dem 
Wasserstoffatom vereinigen wir das Elektron, wobei die Ionisierungs- 
energie des H frei wird. Das so gewonnene Wasserstoffatom setzten 
wir dann mit dem Chloratom zu Chlorwasserstoff zusammen; dabei 
wird die Dissoziationsenergie frei. Jetzt entfernen wir das Proton ins 
Unendliche; die dazu nétige Energie haben wir schon berechnet. Endlich 
nehmen wir das Elektron von dem negativen Chlorion weg; dazu ist 
eine der Elektronaffinitat des Chlors entsprechende Energie erforderlich, 
und damit ist der KreisprozeB geschlossen. 

Da wir somit alle in unseren KreisprozeB eingehenden Werte kennen, 
so kénnen wir die theoretisch berechneten Werte mit dem aus dem 
KreisprozeB folgenden Wert 14,19 eV vergleichen. In unserer friiheren 
Arbeit, wo wir die Rechnungen mit Hilfe der in den HARTREE-FockKschen 
Tabellen angegebenen Eigenfunktionen durchgefiihrt haben, verbesserten 
wir das mit HArTREEschen Eigenfunktionen berechnete GomBAs- 
NEUGEBAUERsche Resultat (11,68 eV), welches sich um 17,08°% zu hoch 
ergibt, zu 16,03 eV welches um 11,51% zu tief ausfallt. Jetzt haben 
wir es noch um einige Prozent verbessert. Wir erhielten namlich fir 
die Dissoziationsenergie den Wert 12,6771 eV, der sich um 10,64% 
kleiner als der empirisch berechnete erweist. 

Nun wollen wir bemerken, daB die Stelle des Minimums, die gleich- 
zeitig den stabilen Kernabstand angibt, wie aus den Tabellen 4 ersicht- 
lich, sich bei 2,2 atomare Einheiten befindet. Dieser Wert entspricht 
1,1642 A. Fiir den spektroskopischen Wert ergibt sich 1,3154 A. Wir 
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haben also ein um 11,49%, von dem empirischen verschiedenes Ergebnis 
erhalten. 

Die hier angegebene Korrektion, nach der die Polarisationsenergie 
fiir die verschiedenen Schalen einzeln berechnet wird, scheint wichtig 
zu sein, trotz der Kleinheit von FE > Die so berechnete Polarisations- 
energie (E}‘+ Ef) ergibt sich namlich gréfer als die friiher berechnete, 
was seinen Grund in der Definition der in (6) eingefithrten Mittelfrequenz 
hat. Die Berechnung der Polarisationsenergie zeichnet sich in prin- 
zipieller Hinsicht durch mehrere Konsequenzen aus, da sie sich den 
wirklichen Tatsachen weitgehenderweise anpaBt. Die numerische Kor- 
rektion erweist sich endlich fiir héhere Halogeniden (HBr, HJ), wo 
das Proton in die Elektronenwolke des Ions relativ noch tiefer eindringt, 
viel wichtiger. 

Die Eigenschaften der Wasserstoffhalogeniden werden durch das 
GomBAS-NEUGEBAUERsche Modell, trotz der Einfachheit ihrer Grund- 
idee, sehr durchsichtlich und fiir numerische Rechnungen weitgehend 
bequem dargestellt. Nach den hier angegebenen Erganzungen ergibt 
sie sich auch numerisch befriedigend genug. Doch, wie darauf selbst 
von GomBAs und NEUGEBAUER hingewiesen worden war, sieht man es 
sehr leicht ein, da8 durch die angewandte Rechenmethode nichts weiter 
erreicht werden kann und keine Verfeinerung ohne eine grundlegende 
Umgestaltung des Modells méglich zu sein scheint. Erstens sind uns 
namlich die verwendeten Werte der Polarisierbarkeit und selbst die 
Eigenfunktionen des Chloranions nicht mit groéBerer Genauigkeit be- 
kannt. Zweitens gibt unsere Rechnungsmethode die Polarisation der 
Elektronenwolke, trotz der eingefiihrten Modifikationen, nicht ganz 
treu wieder. Jeder elementare Teil der Ladungswolke wird bekanntlich 
im homogenen Felde, in der Richtung des Feldes verschoben, was 
rechnerisch mit besserer Approximation beriicksichtigt werden kann. 
Im inhomogenen Felde, wie bei uns, kommt aber nach der Verriickung 
die Ladung an einen solchen Orte, wo die Feldstarke gréBer ist; von 
dieser gréBeren Feldstarke resultiert jetzt eine zusdtzliche Verschiebung 
usw. Dieser Tatbestand erklart die Diskrepanz zwischen der berech- 
neten und experimentell beobachteten Dissoziationsenergie. 


Ich méchte Herrn Prof. G. BriecLeB und gleichfalls Herrn Privat- 
dozent TH. NEUGEBAUER fiir ihr Interesse und fiir ihre Diskussionen 
meinen besten Dank ausdriicken. Fraulein I. LENTEI und Herrn 
A. O. ANTAL danke ich, daB sie freundlicherweise einen groBen Teil der 
numerischen Rechnungen durchgefiihrt haben. 


Debrecen, Institut fiir theoretische Physik der Universitat. 
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Spektrum und Struktur kristalliner Europiumsalze. 
I. Europiumablorid EuCls-6 H2O. 


Von 
K. H. HELLWEGE und H. G. KAHBLE. 


Mit 11 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. November 1950.) 


1. Das Absorptionsspektrum des Kristalls wird mit groBer Dispersion (1 A/mm) 
aufgenommen und theoretisch analysiert. — 2. Es wird dann und nur dann volle 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment erzielt, wenn die Punkt- 
symmetrie der Eu*+++-Ionen im Gitter C, ist. Die Platze aller Eu***-Ionen 
sind energetisch gleichwertig. — 3. Aus der vollstandigen Aufspaltung der Terme 
in 2] +1 Komponenten werden an Hand der Stérungstheorie die reellen Matrix- 
elemente (Mittelwerte iiber die Elektronenbewegung) der elektrischen Kristallfeld- 
energie bestimmt. Aus ihrer Temperaturabhangigkeit wird auf starke Anisotropie 
der thermischen Kontraktion des Kristalles geschlossen. — 4. Aus der Intensitat 
der magnetischen Dipolstrahlung werden die Phase eines komplexen Matrix- 
elementes und die Lage der strahlenden magnetischen Dipole relativ zur Indi- 


katrix in Abhangigkeit von der Temperatur bestimmt. — 5. Bei Abkihlung 
verschieben sich alle Linien stark nach rot. Die Verschiebung der Termschwer- 
punkte ist fiir die Komponenten eines Multipletts konstant. — 6. Als Anhang 


wird eine Methode zur Bestimmung der Indikatrixachsen eines monoklinen Kristalls 
aus der Polarisation der Absorption angegeben. 


1. Einleitung. 

Wegen der Scharfe ihrer Spektren sind die Salze der Seltenen Erden 
bekanntlich besonders giinstige Versuchsobjekte bei der Untersuchung 
der Wechselwirkung von Elektronentermen und Kristallgitter. Solange 
man sich nicht fiir den EinfluB der Gitterschwingungen, sondern nur 
fiir die Wirkung des statischen elektrischen Kristallfeldes interessiert, 
ist das Europium wieder die giinstigste Seltene Erde!. Deshalb ist es 
auch kein Zufall, daB die erste theoretische Analyse eines Kristall- 
spektrums an einem Europiumsalz, dem Bromat Eu(BrOs), - 9H,O 
gelungen ist* *. Jedoch ist gerade das Bromat ein ziemlich schwieriger 
Fall, da der Kristallbau sehr kompliziert ist und sich zudem mit der 
Temperatur andert*. Es war daher wiinschenswert, das Spektrum des 
Eu***-Ions auch noch in anderen Kristallgittern zu untersuchen. 


1 HELLWEGE, K. H.: Ann. Phys. (5) 40, 529 (1941). 

* Hettwece, K. H.: Géttinger Nachr. math.-physik. Kl. 1947, 58. — Natur- 
wiss. 34, 225 (1947). 

3 HELLWEGE, K. H., u. H. G. Kawte: Z. Physik 129, 85 (1951). 
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2. Substanz und experimentelle Hilfsmittel. 

a) Substanz. Europiumsalze geniigender Reinheit sind selten und 
kostbar. Wir sind daher Herrn Prof. MARsH in Oxford, der uns bereit- 
willig einen Einkristall des Chlorids EuCl,-6H,O leihweise zur Ver- 
fiigung stellte, zu groBem Dank verpflichtet. 

Der Kristall ist monoklin!, die Struktur ist unseres Wissens nicht 
bekannt. Der uns iiberlassene Einkristall von 5 x5 x 2,5 mm? Volumen 
war ,,aus einem kissenférmigen Kristall herausgeschnitten‘‘ worden. 

Da die Substanz auBerordentlich hygroskopisch ist, befand sich der 
Kristall im Innern eines zugekitteten, wiirfelf6rmigen Glaskastchens von 


ouf 7mm 

herunter- 
geschliffen 

tur Sllz 


Fig. 1a u. b. Zerschneiden des urspriinglichen (schraffierten) Kristalls. a Orientierung zu den Indikatrix- 
achsen x und y. b Herstellung diinnerer Plattchen fiir die Bestimmung der /-Werte. 


14cm Kantenlange. Bei den Absorptionsaufnahmen bei Zimmer- 
temperatur blieb der Kristall in diesem Gefa8B unter Luftabschlu8. Er 
war so gehaltert, daB er von drei aufeinander senkrechten Richtungen 
her durchstrahlt werden konnte. Es war jedoch gelegentlich nétig, den 
Kristall herauszunehmen und zu zerschneiden, und zwar zunachst gemaB 
Fig.1a, da er parallel zu x bzw. y durchstrahlt werden muBte, spater 
weiter gemaB Fig.1b, um Kristallplattchen geniigend geringer Schicht- 
dicke zu erhalten, in denen die Absorption nicht zu stark fiir die Photo- 
metrie der Linien war. Das Zerschneiden bzw. Abschaben geschah mit 
Rasierklingen, wobei der Kristall mit spitzen Pinzetten gehalten wurde. 
Da er sich dabei aufzulésen begann, muBte sehr schnell gearbeitet 
werden, und es kann weder fiir ganz genaue Orientierung noch fiir 
ganz genaue Planparallelitat und Schichtdickenwerte der schlieBlich 
erhaltenen Kristallchen garantiert werden. Selbst wahrend der fiir die 
Dickenmessung mittels eines Zetssschen Dickenmessers und fiir das 
Wiedereinsetzen in das Glaskastchen erforderlichen Zeit beschlug sich 
der Kristall stark, so daB ein Abtupfen, d.h. eine Anderung der Schicht- 
dicke unvermeidlich war. Diese Tatsachen machen sich besonders bei 


1 Papst, A.: Amer. J. Sci. (5) 22, 426 (1931); bestimmt an den benachbarten 
Seltenen Erden. 
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der Bestimmung der /-Werte der einzelnen Linien als Fehlerquellen 
bemerkbar, so daB die unten angegebenen f-Werte nur bis auf +10% 
sicher sind. 

Die Hygroskopizitat verhinderte auch die systematische . Unter- 
suchung bei tiefen Temperaturen. Es wurde nur in normal siedender 
fliissiger Luft und bei 59 °K je eine Aufnmahme gemacht (Fig. 3 und 4) 
und ferner durch weiteres Abpumpen der Luft festgestellt, daB sich bis 
hinab zu etwa 55 °K das Spektrum nur verschiebt, aber keine Struktur- 
anderung wie beim Bromat? erleidet. 


b) Spektroskopische Verfahren. Die spektroskopische Anordnung war 
dieselbe wie bei HELLWEGE?: 6m Konkavgitter in erster oder zweiter 
Ordnung (Dispersion 2 A/mm oder 1 A/mm) bei stigmatischer Abbildung 
durch einen Kalkspat, d.h. Erzeugung zweier senkrecht zueinander 
linear polarisierter Spektren iibereinander. Die Wellenlangen wurden 
unter dem MeBmikroskop gegen das Spektrum des Fe-Bogens vermessen. 
Ferner wurden die Absorptionskonstanten durch photographische Photo- 
metrie (HANSENsche Stufenblende und Mikrophotometer von ZEIss) 
bestimmt und die Gesamtabsorptionen der einzelnen Ubergange aus- 
planimetriert. Hieraus wurden die /-Werte nach den Formeln® fiir 
anisotrope Koérper berechnet. Einzelheiten hierzu siehe im Anhang 
(Ziffer 7). Das Emissionsspektrum wurde nicht untersucht. 


c) Temperaturbadder. Die Temperaturen wurden zwischen 88 °K und 
58 °K wie bei HELLWEGE? durch Abpumpen fliissiger Luft erzeugt und 
durch Kompensation mittels eines Fe-Konstantan-Thermoelements ge- 
messen. Bei den Absorptionsaufnahmen befand sich der Kristall im 
Innern der Kiihlfliissigkeit, und zwar durch Uhrfedern gehalten iiber 
einer Blendendffnung in einem diinnen Messingblech. Die Temperatur 
dieses Bleches wurde gemessen. Bei der schwachen Absorption des 
Kristalls und seinem guten Warmekontakt mit der Kihlfliissigkeit kann 
die gemessene Temperatur ohne groBen Fehler mit der Temperatur des 
Kristalls identifiziert werden. 


3. Experimentelle Ergebnisse. 

Schon die ersten Aufnahmen an dem urspriinglich tafelférmigen 
Kristall zeigten ein bemerkenswertes Ergebnis: Bei senkrechter Ein- 
strahlung parallel zur kiirzesten Kristallkante (z-Richtung, Fig. 1a) 
fehlten einige Linien im Spektrum, die bei Einstrahlung parallel zu den 
beiden langen Kristallkanten mit groBer Intensitat auftraten. Ihnen 
muBten als Lichtquellen also Dipole zugeordnet werden, die streng 


1 HELLWEGE, K. H., u. H. G. KAnLe: Z. Physik 129, 85 (1951). 
2? HELLWwEGE, A.-M., u. K. H.: Z. Physik 127, 334 (1950). 
3 HELLWEGE, K. H.: Z. Physik 121, 588 (1943), Gl. (52a, b, ¢).. 


Spektrum und Struktur kristalliner Europiumsalze. I. 65 


senkrecht auf der Kristallplatte standen. Nach der Theorie! miissen in 
monoklinen Kristallen die strahlenden Dipole entweder in der kristallo- 
graphischen b-Achse oder irgendwie in der dazu senkrechten Ebene 
hegen. Dadurch war gesichert, daB die b-Achse parallel zur z-Achse lag. 
In diese Achse fallen aus Symmetriegriinden eine Achse der Indikatrix 
und eine Achse des Absorptionsellipsoids. Die beiden andern Achsen 
jedes der beiden Ellipsoide sind in der auf 6 senkrechten Ebene nicht 
mehr durch Symmetrieelemente festgelegt. 

Sie zeigen Dispersion, d.h. ihre Lage hangt 

von der Wellenlange des Lichtes ab. AuBer- 

dem fallen die Achsen des Absorptions- ¢), 
ellipsoids nicht mit denen der Indikatrix | 
zusammen”. Die Achsen der Indikatrix 
wurden auf folgende Weise bestimmt: Bei noncihc 
Drehung der Kristallplatte um die z-(=6)- 
Achse wahrend der Einstrahlung parallel zu 
dieser Achse (S| z 1b) andern sich die Inten- 
sitaten einer jeden Spektrallinie in den beiden 
durch den Kalkspat entworfenen horizontal 
bzw. vertikal linear polarisierten Spektren. 
Vollstandige Ausléschung einer Linie in einem OTe IT emma 
der beiden Spektren war bei keiner Stellung Zimmertemperatur. 6 m- Konkav- 
zu erreichen. Die Stellung des Kristalls, bei Bee a 
welcher jede* Linie in eiwem Spektrum m6g- 4mm. G Strahlvektor; € elektri- 

~ ; pe scher Vektor der eingestrahlten 
lichst stark, im andern moglichst schwach _ jichtwelle; x, y, z Indikatrixachsen 
erschien, wurde fixiert. Dann legen, wie sema8 Fig. 1a und Fig. 5. Die 
i 3 é a Linie wird bei G||z nicht 
die im Anhang (Ziffer 7) wiedergegebene absorbiert. 
Rechnung zeigt, die gesuchten Indikatrix- 
achsen (x, y-Achsen) des Kristalls parallel zu den beiden Schwingungs- 
richtungen des fiir die Trennung in zwei polarisierte Spektren benutzten 
Kalkspats. Sie schlossen einen Winkel von ~30° mit den beiden 
langen Kristallkanten ein. Eine orthoskopische und konoskopische 
Untersuchung? im unzerlegten Licht ergab ebenfalls eine Indikatrix- 
achse (z-Achse) senkrecht auf der Kristallplatte, wahrend die beiden 
anderen (x, y-Achsen) einen, mit unserem Wert ausgezeichnet iiber- 
einstimmenden, Winkel von 29° mit den Kristallkanten bildeten. 


Gt 


1 HELLWEGE, K. H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 127 (1948). — Z. Physik 119, 325 
(1942). | no 
2 Siehe etwa F. Pockets: Lehrbuch der Kristalloptik, Leipzig 1906, oder 
G. Szivessy: Kristalloptik in Handbuch der Physik, Bd. XX. 

3 Eine Dispersion war bei der verhaltnismaBbig geringen Genauigkeit dieser 
Methode nicht feststellbar. . 

4 Wir sind wieder Herrn Prof. H. ScHuMANN vom Sedimentpetrographischen 
Institut fiir seine oft bewiesene Hilfsbereitschaft zu groBem Dank verpflichtet. 
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Parallel zu diesen Achsen wurde gemaB Fig.1a die nichtschraffierte 
Kristallplatte aus der urspriinglichen Platte herausgeschnitten, damit 
der Kristall parallel zu allen 3 Indikatrixachsen bei senkrechter 


ie 
‘ 


es isi 
Bees | 


den Schwerpunkt bei , : 
g S Aut 


Inzidenz durchstrahlt werden konnte. 


a 


GI 


—— 


nahmetechnik wie bei I \\ . ‘ 
: 1 ie 1 


Die Tig. 2—4 geben die so gewonnenen Spektren wieder, und zwar 


fiir die drei Ubergange! 7/ 


0 oO. 1, 2 
! Die im folgenden behandelten | 1 nee erfe | \ en zwei 1 laren 
: rfolger wischen zwei regulare 
\Multipletts “fF und®D, wovon7F unten 1 t I Iso * 
] nte1 Grundterm ist also ‘/,. Siehe K. H 
HELLWEGE: Géttinger Nachr. math.-phvsik. Kl. 1947, SS. Naturwis a4, 225 
ALL \ » « ; aay 
O47) ie irzlicl 
1945 Die auch kiirzlich wieder von S. FREED u. C. J. HOCHANADEL [J. chem 
Phys. 18, 780 (1950)| vertretene Ansicht, bei den beiden héchsten beobachteten 
rermen handele es sich 1 | 5 
é s Sicl im solche mit / 2 ( - , 1 - 
em ] und 3 statt D, und °D,, laBt sich 


nicht halten 


laris 


y 
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Der Ubergang 7F,->*D, im Gelben zeigt eine einzige Linie, die auf 
Grund ihrer Polaxitattin einem rein elektrischen Dipol in der z-Richtung 
entspricht, also bei Einstrahlung &|\z nicht beobachtet wird. 

Der Ubergang 7A,>*D, im Griinen zeigt drei Linien, von denen | 


_ die mittlere bei S!\z streng fehlt, also ebenfalls einem Dipol parallel z 
_ entspricht, und zwar einem magnetischen Dipol. Denn bei Einstrahlung 


senkrecht zu z, also entweder S| x oder S||y, erscheint die Linie jeweils 
nicht bei €/iz, sondern bei §|/z. Jedoch erkennt man bei genauerem 
Hinsehen' auch einen kleinen ,,Durchgriff‘' der Linie jeweils in das 
Spektrum mit €|iz. Das heiBt, parallel zu dem starken magnetischen. 


h—2, oe 
Au =| 0 

52, 
Au- 

rb é 
Apuz- — elektr Dipol 


=> magn. Dipol ~~ 
Fig. 5. Lage der den Absorptionslinien entsprechenden Dipole im Kristall, schematisch. x, vy, 2 Indi- 
katrixachsen. Wellenzahlen wachsen nach rechts, vgl. Fig. 2—4. 


Dipol liegt noch ein schwacher elektrischer. Auf dieselbe Weise lassen 
sich auch bei den beiden anderen Linien der Gruppe Art und Lage der. 
absorbierenden Dipole bestimmen. Bei beiden Linien handelt es sich 
um starke magnetische und schwache elektrische Dipole in-der x y- 
Ebene, wobei die starkste Komponente der einen Linie parallel x, der 
anderen parallel y ligt. 

Der Ubergang 7F,>*°D, im Blauen endlich besteht aus 5 Linien, 
von denen drei elektrischen Dipolen || z, die beiden anderen elektrischen 
Dipolen in der x y-Ebene (wieder mit Bevorzugung je einer der Achsen) 
zazuordnen sind. 

Die Fig.5 zeigt schematisch die Lage der Dipole im Kristall. Dabei 
sind sie innerhalb der einzelnen Gruppen so angeordnet wie die zuge- 
horigen Linien in den Fig. 2— 4 (wachsende Wellenzahlen nach rechts), 
damit ein direkter Vergleich mit den Spektren méglich ist. 

Weniger leicht als die vom Grundzustand 7/) ausgehenden Linien 
sind die von den angeregten Komponenten 7/, und 7F, ausgehenden zu 
photographieren. Diese Terme liegen etwa 350 bzw. 1000 cm*? tiber 
7F,, sind also selbst bei Zimmertemperatur nur schwach angeregt. 


1 An Hand der Originalplatten und Photometerkurven. Die Reproduktionen 
bringen eine ganze Reihe von Einzelheiten nur undeutlich heraus. 
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und also kontrastarmer als die entsprechenden Ubergange von 


Absorptionskonstante —» 


AuBerdem sind die Linien bei gleicher Temperatur wesentlich breiter 


in Tabelle 1 enthalten. 


zeigt die Absorptionskurve der Linien von 7%, —°*D,. 


7F,. 


Von 7, aus ist nur ein Ubergang beobachtet, die MeBdaten sind 


beobachtet. Fig.6 


Von7F, ausgehend sind die Ubergainge *F, >°D¢, 1,2 
Sie liefert die 


Lage des Terms 7f, und seine genaue Aufspaltung, die (hier wie beim 


010 
mm | 
Q05 
tL 
0 
& 
$405 
: § 
}05 S 
S 
3401 
& 9 
g07 5 
0 s 
x 
G3P 
Q2 
Q05 Silx 
Slly ant Elly 
Ella 
07 “i Se 6 
4 0 “4-2 3 berecinet| \\|_ I | ll 
oat | 1 234 56 7 89 
A’ 16836,29 16863,75 16 954.93cm A= 18579,73  18631,97 18 723,15 om 
Fig. 6. Ubergang *F,— ‘5D, bei Zimmertemperatur. Fig. 7. Ubergang *F,>*D, bei Zimmertemperatur. 
Absorptionskurven. Numerierung der Linien wie in Absorptionskurven, Numerierung der Linien wie 
Tabelle 1. in Tabelle 1. 


Bromat?) wesentlich gréBer ist als die Aufspaltung des zum gleichen /, 
aber einem kleineren L gehérigen Terms *D,. 

Mit. Hilfe der so gewonnenen genauen Lage der 7/,-Komponenten 
und der aus dem Ubergang 7F,-+°D, bekannten Lage der 5D,-Kom- 
ponenten lassen sich alle neun méglichen Komponenten des Ubergangs 
7, > *D, theoretisch vorhersagen. Die Fig.7 zeigt die genaue Uber- 
einstimmung zwischen Vorhersage und Experiment. Die Linienbreite 
ist wesentlich gréBer als der theoretische Komponentenabstand, doch 
ergeben sich die beobachteten Absorptionskurven zwanglos als Uber- 
lagerung der 9 Uberginge. 

Von den 15 méglichen Komponenten des Ubergangs 7/,->5D, sind 
7 beobachtet. MeBdaten und Deutung siehe in Tabelle 1. 


1 Hettwece, K.H., u. H. G. Kante: Z. Physik 129, 85 (1951). 
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Tabelle 1. 


Nr, der Linie in den 
Reproduktionen oder 
Photometerkurve 


92,28 
59,58 
:D, ) 

5 260,86 

, a { 19003,02 

{| 5254.73 

2 0-0 If 5025.19 

a , {| 5254.01 

; “= " 11 19027,80 
ey 

4659,47 

; O09 41] 21.455,68 

4 f 4652,63 

2 — # 

: Ber AN 3848723 

r 5s 1 Jf 4652.25 

4 ie 21 488,98 

, f| 4646,70 

: fete: \ 21 514,64 

4645,02 

5 ih cts { 21 522,42 
pase 

5 5 937,91 

; 10 411 16836,29 

5928,24 

’ es / 16 863,75 

i 5 896,36 

3 rat { 16.954,93 
7F 5D, 

5 380,72 

: Loa { 18579,73 

: 5 374,30 

2 ae { 18601,90 

X73) 50 

3 con’ { 18604,51 

5 372,78 

4 tae { 18607,19 


Wellenlange in A 
und Wellenzahl in cm™! bei 


795,23 795,35 1] 

17250,80  17250,44 |J E, 
M, 
5263,38  5263,49 M, 
18993,93 18993,53 tea 
Es, 
5257.49 5257.62 M, 
19015,21 19014,74 jae 
M, 

5256,06 | 5256,15 }) M, 
19020,38 19020,05 |f ae 
B, 
4661,60 4661,72 |) P 
21445,88 21445,33 |f 2 
4654,70 4654,81 || Pp 
21477,67 21477,16 |f = 
4654,22  4654,32 ]) 1 
21479,88 21479,421f | FB, 
4648,41 4648,48 P 
21 506,73 21506,41 ad 
4646,80 4646,90 }] | Fe 
2H 5i4,10 | 241 513,72 |f | oe, 

| [M,, M 

Pte 

} Me, IP 

5 897,93 | JM, My, 
16.950,42 SEF 
} P 

Loup 

eu 
bo B 

} P,, P, 


Strahlungsart 
und Polarisation 


Absorptionslinien des Eurvopium-Chlorids.+ 


69 
8 
gox] 3% 
a Stn UN 
er8 | es 
Sto a 
= po aa 
Sao 13) 
aS oq 
aa aS 
Cues Hg 
2,2 2,1 
3:2 
4,0 as 
0,14 2,35 
0,33 
357 
oe (cee 
3,0 | 
0,9 3 
2 
0,1 2535 
0,1 
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1,0 2,7 
4,0 |) 
2 
ORaiT 
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- \ wz 5,0 
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) 


& Falls in Spalte 7 keine f-Werte angegeben sind, sind die beobachteten 
Dipolkomponenten in Spalte 6 nach fallender Intensitat angeordnet. 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 


8 
- =- 
Tr ‘<a oé 
a6 e 2: aa 
ag F Wellenlange in A . of 2 5 a 
oa Fs und Wellenzahl in cm~! bei Strahlungsart St a w 
Bee were und Polarisation sts 54 
4238 pH St, e: 
2 e rir E ; 
She 2 fhe 
ale 5 
5 
1 D,; P 266 ae 
5 366,3 - - 
ONO ate | 18629,36|  — : 
5365,63|  — Beas 
6 | o>t Wasesne7|  — ; PB 
5 346,58 — | P 7 a 
: has { 18 698,37 — ! z 
§ 340,25 | 5341,94 me 
5 he { 18720,54 | 18714,60 p Fy Pe 
5 339,50 | 5340,70 | 5 
z a { 18 723,15 | 18718,95 : 
Fi ®Ds 
4753,2 eee 
ee { 21 032,6 p Pr By 
: 4747,0 1 zn 
Pa \ 21 060,1 3 : 
4740,1 = > H 
Gee \ 21090,7 _ \ ae 
; 4740,0 \ % 
iy es i 21091,2 P, 
{| 4719.5 tes 
10 "|| 24 182,8 pr B® 
4713,5 \ 7 
Passi { 21 210,7 } ae 
4711,5 \ i: 
104) orate ‘ 
°F, 5D, 
6134,4 p 
16297,0 | Py a. 


In Fig. 8 ist die Verschiebung der Linien mit der Temperatur wieder- 
gegeben. Die Linien verschieben sich mit sinkender Temperatur stark 
nach rot, und die Aufspaltung der Liniengruppen, d.h. der Termgruppen 
von °D, und °D, nimmt dabei schwach zu. Beides stimmt mit den 
Befunden am Eu-Bromat! und Eu-Sulfat? iiberein. 

Die Halbwertsbreite der Linien wurde nur bei 295 °K bestimmt. 


Alle gemessenen GréBen einschlieBlich der /-Werte sind in Tabelle 4 
zusammengestellt. 


} HELLWeGE, K.H., u. H, G. Kane: Z. Physik 129, 85 (1951). 
* Joos, G., u. K. H. Hettwece: Ann. Phys. (5) 39, 25, 128 (1941). 
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Strahlung iiberhaupt ergibt sich 
fiir jeden Ubergang als! 


A = 0,6670 cm? sec"! - A>? - se he i? (1) 
50 


Dabei bedeuten gy, g, den Entartungsgrad (das statistische Gewicht) 
von oberem und unterem Term des Ubergangs, Aj! die Wellenzahl der 
Linienmitte und ») / die Summe aller in 
Spalte 7 von Tabelle 1 bei dem betreffen- 
den Ubergang angegebenen /-Werte. 
Die Lebensdauer des oberen Terms gegen- 
tiber Strahlung ist t=A7. 


4. Theoretische Deutung. 


In einem monoklinen Kristall kann 
die Punktsymmetrie eines Ions nur mo- 
noklin oder triklin sein. Ein triklines 
Feld 1aBt sich in unserem Fall sofort 
ausschlieBen, da inihm die sauber parallel 
zar z-Achse orientierten Dipole nicht 
erklart werden kénnten. Von den drei 
monoklinen Symmetrieklassen C,, C,, 
C,,, ist die letzte sehr unwahrscheinlich, 
da sie ein Inversionszentrum enthalt 0 eae 500 "K 
und deshalb die in der gelben und blauen Gee ee atle tee Brent te 
Gruppe absorbierte starke elektrische  *D,,,,. mit der Temperatur. Gestrichelte 
Dipolstrahlung allein auf die Unsymme- SW"! Venting sik ae tie 
trie infolge der Gitterschwingungen zu- 
riickgefiihrt werden miiBte?. Die Klasse C, kann mit Hilfe der Auswahl- 
regeln fiir die der zweizadhligen Inversionsachse zugeordnete Quanten- 
zahl w,*;4 ausgeschlossen werden : der Ubergang 7B, >*Dy (uj=0—>p;=0) 
z.B. kénnte keinen scharf in einer Achse orientierten elektrischen Dipol 
liefern, im Gegensatz zum Experiment. Es bleibt also nur die Klasse C, 
mit senkrecht auf der Kristallplatte (parallel zur z-Achse) stehender 
zweizahliger Drehachse (= kristallographischer b-Achse). Bei dieser Sym- 
metrie ist jeder Elektronenterm im Kristall gekennzeichnet durch die 
Quantenzahl4 mit dem Wertevorrat ~=0,1. Jeder Term des freien 
Ions mit der Drehimpulsquantenzahl J spaltet im Kristall vollstandig 


Wellenzah/ AT 


1 HELLWEGE, K.H.: Z. Physik 121, 588 (1943). 

2 van VLECK, J.H.: J. phys. Chem. 41, 67 (1937). 

3 Gl. (1) und (2) der folgenden Arbeit: K. H. HELLWEGE u. H. G. KAHLE: 
Z. Physik 129, 85 (1951). 

4 HELLWEGE, K.H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 357 (1948). 
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in 2J +1 Komponenten auf, deren Verteilung auf die beiden p-Werte 
bekannt ist!. Fiir die Strahlung bei Ubergangen zwischen zwei Termen + 
und & gelten die folgenden Auswahlregeln: 


Elektrische Dipolstrahlung) (P = elektrisches Dipolmoment): 
(P)ix. (Big =O nur, wenn Av = +1 (mod. 2), (2) 
(P);,4+-0 nur, wenn Apw=O0 _ (mod. 2). 


Magnetische Dipolstrahlung?: Ebenfalls die Regeln (2) mit dem 
magnetischen Moment M an Stelle von P, auerdem aber noch die Regel 


AJ =0, +1 (aber 0—>+0 verboten!) (3) 


fiir die Drehimpulsquantenzahl J. Denn da die Kristallfeldaufspaltung 
der Eu***-Terme klein gegen die Multiplettaufspaltung ist, ist die 


4 x" 
1 
5, § ine 
9 ttt ttt | 
in oe nee BE SEAE e el 19027,80 
Fake: Bini so 


Fig. 9. Termschema und beobachtete Ubergange im monoklinen EuCl,-6H,O. Es bedeuten: senkrechte 

Ziffern die Nummern der Uberginge in Tabelle 1; lateinische Buchstaben s, p erlaubte elektrische Dipole 

senkrecht_ bzw. parallel zur zweizahligen Achse; griechische Buchstaben o, 2 erlaubte magnetische Dipole 
senkrecht bzw, parallel zur zweizahligen Achse. od 


Quantenzahl J auch im Kristall noch recht gut definiert. Deshalb muB 
die magnetische Dipolstrahlung wie im freien Ion auch im Kristall die 
Auswahlregel (3) fiir J befolgen. Fir die elektrische Dipolstrahlung 
die im freien Ion durch die LAportr-Regel verboten ist und erst in 
hdherer Naherung im Kristall erzwungen wird, gilt eine derartige Aus- 
wahlregel nicht®. . 


' HELLWEGE, K.H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 357 (1948). 
* Hettwece, K.H.: Ann. Phys. (6) 4, 127 (1948). 
3 vAN VLECK, J. H.: J. phys. Chem. 41, 67 (1937). 
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Aus Regel (3) folgt sofort, daB die Ubergiinge 1Fy > *Do, rein 
elektrische Dipolstrahlung sein miissen, in {hertinstinimunie mit dem 
Experiment. An Hand der Polarisation der Linien lassen sich ohne 
Schwierigkeiten mittels der Auswahlregeln (2) die «-Werte der Elek- 
tronenterme bestimmen. Die Fig. 9 gibt das so bestimmte Termschema 
mit den erlaubten Ubergangen wieder. Die Aufspaltung ist vollstandig 
in 2J +1 einfache Komponenten. Es besteht volle Ubereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment; die theoretische Deutung der ein- 
zelnen Uberginge ist bereits in Spalte 2 von Tabelle 1 angegeben. 


5. Bestimmung der Matrixelemente des Kristallfeldes und der Zustande 
nullter Naherung. Thermische Kontraktion des Kristalls. 
Die Wechselwirkungsenergie eines elektrischen Kristallfeldes mit den 
4f-Elektronen des Eu***-Ions 1a4B8t sich stets in der Form 


V= 2d Lhimlti ‘) Yi m(A:9)) = Zr e-) (4) 


schreiben. Dabei sind (7;%;q,;) die Koordinaten der 4/-Elektronen und 
die Y,,, sind die auf die Achse gréBter Zahligkeit als Polarachse (z-Achse) 
bezogenen Kugelflachenfunktionen. Dabei ist 


Y_- nn = (— 4)” Yin | 
hin = (— 1)" fi. (5) 
(Vi-m) = Vim)* - 
Man zerlegt also das elektrische Kristallfeld in Teilfelder, deren Poten- 
tiale die Symmetrie der Kugelflachenfunktionen haben. Das heiBt (V;,,,) 
hat dieselbe Symmetrie wie das Potential eines elektrischen 2’-Pols? 
und wird deshalb als 2'-Pol-Anteil des Kristallfeldes bezeichnet. 
Solange man sich auf die Energiestérung erster Naherung und auf 
die Zustande nullter Naherung beschrankt, wirken nur Teilfelder mit 
geradem / und mit 


b= 21. (6) 
= 0 (mod. A), p — Zahligkeit der Polarachse, (7) 


auf einen Elektronenterm mit der Drehimpulsquantenzahl J des freien 
Ions ein. Alle andern Glieder in (4) kénnen deshalb von vornherein 
weggelassen werden. Dasselbe gilt auch fiir das Glied mit / =m—=0, 


1 Die Darstellung folgt hier den Arbeiten von H. A. Kramers und seiner 
Schule: H. A. KraMErRS: Proc. Amsterdam 32, 1176 (1929); 33, 959 (1930); 35, 
4272 (1932); 36, 17 (1933). 

2 Siehe etwa A. SOMMERFELD, Partielle Differentialgleichungen der Physik, 
2. Aufl. Leipzig 1948. 
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da es kugelsymmetrisch ist und deshalb keine Aufspaltung, sondern 
nur eine dem Experimente nicht direkt zugdngliche Verschiebung der 
Elektronenterme bewirkt. 

Geht man bei der Stérungsrechnung von den Zustanden py; des 
freien Ions aus, wobei die magnetische Quantenzahl M wieder auf die 
z-Achse bezogen ist, so verschwinden in den Matrixelementen (im 
folgenden wird nur die erste Naherung benutzt, d.h. der Index J bleibt 
konstant und wird deshalb weggelassen) 


Yum = LD yw (Vim) )yyu) = 22 (Vi) Mee ae (8) 
alle Glieder, die nicht den Bedingungen 
M'=M-+m (9) 
geniigen. AuBerdem ist 
Vue we im Wi M’ (10) 
und 
Vere = (— 1) —™ V_ ag eee - (11) 


Am Spektrum sind nur Terme mit J =0, 1, 2 beteiligt, fiir die wir 
die Rechnung nacheinander durchfihren. 


J =0. Der Term ist einfach, Eigenwert erster und Zustand nullter 
Naherung im Kristall sind gegeben durch (V =0!) 


w= 
Uo = Yoo (zu w= 0). 


J =41. Nach (6) und (7) ist die Wechselwirkungsenergie mit einem 
zweizahligen (p= 2) Feld als Quadrupolwechselwirkung 


V = (Vao) + (Veo) + (Vo-2) (13) 
anzusetzen. Sie enthalt einen um die z-Achse zylindersymmetrischen 
Anteil (Vj9) und einen Anteil (Vy,) +(V_,), der sich um dieselbe 
Achse wie cos 2g bzw. sin 2@ andert. Damit ergeben sich nach den 
bekannten Verfahren der Stérungstheorie die folgenden Eigenwerte 
erster Naherung als Lésung des Sikularproblems (gemessen vom 


Schwerpunkt aus) und die zugehérigen Zustande nullter Naherung im 
Kristall: 


(12) 


Wa= Vay mit Uy = Pro» 
7 } ‘g | M 1 | —id 
W=Vit|4%-,| mit aad (Yr + e-'? ya), (14) 
W.4=Vi-|A-.| mit «= i (Yi —e-*? Ya), 


wobei : = - 
K-aa=|K-al (15) 
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gesetzt ist. Die Phase e'® hangt von der (willkiirlichen) Wahl der x- 
und y-Achse in der auf der zweizihligen b-Achse (z-Achse) senkrechten 
Ebene ab!, vgl. hierzu Ziffer 6. Der Zustand u, gehért? zu je=0, die 
Zustande w,, gehdren zu w=1. Nach den Auswahlregeln (2) ist also 
auf Grund von Lage und Polarisation der Linien die Zuordnung der 
Komponenten in den Gruppen 7#,—>*D, bzw. 7A,>5D, zu den Uber- 
gdngen so wie in Tabelle 1 angegeben. Dann ergeben sich nach (44) 


sofort die folgenden Eigenwerte und Matrixelemente aus den gemessenen 
Wellenzahlen: 


Bet *D, (295 °K) 


Wi 6,52cm?, Vao = (Vanna = 0,52 CO 

WY= 9,13 cm™, Via = Yori = — 43 (Voo)o0 = —3,26em, 
W_,=— 15,65 cm™, [Ya | =| (a2) -1] = 12,39 em. 
‘AE 0,00 cm, 

Bet 7F, (295 °K) 

Wa 21,24 cr *, Vou = (leglen = 21 ee 

W,= 48,70cm™, Vir = (Voor = —4 (Yeodoo = — 10,62 cm, 
W_,=— 69,94cm?, IVs_4 |= |Ueehs-1 | = 59,32 cm. 
SW=  0,00cm, 


Aus der Lage der Linien bekommt man also die. beiden reellen 
Matrixelemente Vj, und V,,=—4V,, sowie den Betrag |Vj_,| des 
komplexen Matrixelementes. Der Phasenfaktor e'? von V_, dagegen 
muB auf andere Weise, namlich aus der magnetischen Dipolstrahlung 
bestimmt werden (Ziffer 6). 

Zunichst fallt auf, daB die Aufspaltung des 7A-Terms wesentlich 
groBer ist als die des °D,-Terms, und zwar unterscheiden sich die Matrix- 
elemente V,, bzw. V;, um den Faktor 3,24, die Matrixelemente |V,_,| 
um den Faktor 4,80. Der 7F,-Term ist also wesentlich empfindlicher 
gegen Stérungen durch das Gitter als der ebenfalls zu J =1 gehorende 
Term °D,. Die Ursache liegt wohl darin, daB das elektrische Feld 
primar nicht am Gesamtdrehimpuls J, sondern an der Bahn L allein 
angreift und die Bahnquantenzahl die Werte L=3 bzw. L =2 hat. 


1 Nach (9) ist V,_,=(Vg9)-3- Denkt man sich z.B. in einem Ionenkristall 
das Feld erzeugt durch Punktladungen Q, an den Gitterplatzen (Ry O,,P,), so ist 


BES oN ree -210 
Vax (t70; 9) =— 0/22 >} QO, R;? sin? O, 2°" As > Vou (O79;)), 
k a 
multipliziert sich also bei Drehung des Koordinatensystems durch %® um z 
mit ¢24%, 
2 HELLWEGE, K.H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 357 (1948). 
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Bei sinkender Temperatur andert sich die Lage der Termschwer- 
punkte stark, wahrend sich die einzelnen Komponenten nur relativ 
wenig gegeniiber dem Schwerpunkt verschieben (Fig. 8). Aus dieser 


Verschiebung ergibt sich die Temperaturabhangigkeit der Matrix- 
elemente von °D, gemaB Ta- 


Tabelle 2. Matrixelemente von °D, belle 21. 

bei verschiedenen Tempevaturen. Beim Abkiihlen nimmt 
| 295° | 89°K 59 °K Vii =(Veo)a1 dh. das um die 
z-Achse zylindersymmetri- 
Voo 6,52 5,37 5,30cm™* — sche Feld? betragsmaBig ab, 

Vii —3,26 |—2,685 —2,65cm7 thrent 18 bent 
ii} 4239.) 13.208 | spahemct a, wAnEe 1-1 pei! 22)1—a)) 
o. ) 4 — = d.h. das nichtzylindrische 


Feldzwnimmt. Das entgegen- 
gesetzte Verhalten von V,, und |V,_,| riihrt offenbar daher, daB das 
Gitter sich keineswegs ahnlich, sondern stark anisotrop kontrahiert, so 
daB die verschiedenen Teilfelder sich sogar in verschiedener Richtung 
aindern. Die Gesamtaufspaltung der Gruppe *A,—*D, ist nach den 
Gl. (14) gleich 2 |V,_,|, nimmt also bei sinkender Temperatur schwach zu. 


J = 2. Hier miissen im Gegensatz zu Gl. (13) auch die 2*-Pole (/ = 
des Kristallfeldes beriicksichtigt werden. Man hat also exakt das Stér- 
potential 

V= (Voo) + (aa) + (V_ 2) Ka (Veo) + (Vga) i (18) 
+ (Vee) + Yad + a) J 
und unter Benutzung der KRAmeRsschen Beziehungen (9), (10), (11) 
die Saikulargleichung 


[41 — W)®— [K-12] - (Woo — W) {Ven — W)* — |_|} - 


es 1 
2 Yoo? (Maa W)-+ - (Vag Vat + Vat,* Ve_ 2)| = 0. um 


Aus dem ersten Faktor folgen die beiden Eigenwerte 


W=V,+|K_4| A os 


W 1 ii |W 1 


17K ist bei den tieferen Temperaturen nicht mehr besetzt, also der Messung 
nicht shes zugianglich, 


2 Im Gegensatz zu den Energien W, W, W_,, die Mittelwerte iiber die wahre 
(gestorte) Elektronenbewegung im Kristall darstellen, sind die Matrixelemente 
Mittelwerte der Energie iiber die ungestérte Elektronenbewegung des freien Ions. 
Anderungen der Matrixelemente sind also nur auf Anderungen des Feldes bei 
festgehaltener Elektronenbewegung zuriickzufiihren, d.h. die Matrixelemente und 
nicht die Energien sind die richtigen MeBgréBen fiir Anderungen des Kristallfeldes. 


C5 
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mit den zugehérigen Zustanden nullter Naherung 


ey a eae (u—=1) | 
: | 
62 = —— (Par — 6 Yaa) (4 =1) 
|? | 
mit 
Wey A | 
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(21) 


aus dem zweiten Faktor drei weitere Eigenwerte W, W,, W_, als 


Lésung der kubischen Gleichung 
W?+ AW?+ BW+C=0 
mit 
A =— (Von + 2V os) 


rh rt ros rg 
B= Vy + 2Voo Van — Vz_2/*?—2 Veo 


(ia — Ve ie 2 Vas Voo|* a5 Joo Ve_9/* 7 (Vo Wy* > Te Vio Vy 2) 
Die zugehérigen Zustande nullter Naherung sind (k =0, +2) 
1 . —2t7 
6, = ———— {Pen t 4% Yoo + ¢ * Woo} 
| 2— ap a 


mit 


Vao (Va — Wh) — Vas * Vas = -W,) —Vi8 Va_a|-2'%, 


|| 
— 
to 
o 

— 
_ 
rw * 
ro 


— ie 


(25) 


Die richtige Zuordnung der fiinf gemessenen Linien zu den Uber- 
gangen von 7F, (uO, einfach) nach den 5 Komponenten von °D, 


ergibt sich aus der Polari- 
sation der Linien. Sie ist 
in Spalte 2 von Tabelle 1 


bet verschiedenen Temperaturen. 


Tabelle 3. Matrixelemente von ®°D, 


angegeben. Ausdem Abstand sitelllaa s°K | 59°K 

i kr z- / 
der beiden sen echt zur z V, Pan 12,16 | 12,16cm-t 
Achse polarisierten Linien ae 16,72 47,45 | 17,45¢em7 


(vgl. die Fig. 4 und 5) vom 


Schwerpunkt der Liniengruppe ergeben sich sofort W,, W_, und daraus 
Vj, und |V,_,|. Die Zahlenwerte sind in Tabelle 3 als Funktion der 


Temperatur dargestellt. 


Die experimentelle Bestimmung der Phasenkonstante von V,_, aus 
Intensitatsmessungen ist hier, im Gegensatz zum Term °D, nicht mdglich, 
da es sich nicht um magnetische sondern um elektrische Dipolstrahlung 
handelt, bei der die Kenntnis der Zustande nullter Naherung nicht aus- 
reicht. Doch liefern bereits die in Tabelle 3 enthaltenen Werte gewisse 


Aufschliisse iiber die Anisotropie der thermischen Kontraktion. 
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Vergleicht man namlich die Werte dieser Tabelle mit denen der 
Tabelle 2, so fallt zunachst das umgekehrte Vorzeichen und der groBe 
Betrag von V,, auf. Dies riihrt im wesentlichent davon her, daB das 
Matrixelement V,, beim Term *D, nur das Teilfeld (Vz9), beim Term 
5D, aber die Summe (Vy) + (Vg) von 2 Teilfeldern miBt. Nach den 
Werten von Tabelle 3 nimmt die Summe dieser beiden Teilfelder bei 
sinkender Temperatur zu. Da aber aus den Matrixelementen Vo, und V,, 
beim Term 5D, (vgl. Tabelle 2) bereits bekannt ist, daB das Teilfeld 
(Vz9) allein bei sinkender Temperatur abnimmt, muB das Teilfeld (V4o) 
fiir sich allein erst recht zunehmen?. 


Das Nichtdiagonalglied |V;_,|, das bei *D, die Summe der Teil- 
felder (Vz) + (V4) miBt, nimmt ebenso zu wie bei °D,, wo es nur 
das erste der beiden genannten Felder miBt. Eine getrennte Aussage 
iiber den Temperaturgang der Quadrupol- und 24-Polglieder des 
Kristallfeldes ist hier also nicht méglich. 


Die drei zu ~=0 gehdrenden Komponenten von *D, fiihren nicht 
direkt zu einer Bestimmung von Matrixelementen des Kristallfeldes, da 
nur die 3 MeBgréBen W,, W., W_, bzw. A, B, C den noch unbekannten 
Matrixelementen® Vy, Veo, Veo, Voy, Ve*5 gegeniiberstehen. 


Doch 1a48t sich immerhin die wichtige Tatsache experimentell be- 
weisen, daB die 2%-Polfelder (/=4) im Knistall keineswegs gegen die 
Quadrupolfelder (/ = 2) vernachlassigt werden kénnen. 


LaBt man namlich die Gheder mit /=4 in Gl. (18) fort, so be- 
stehen die Beziehungen# 


sail (26) 


= a3 : Vye 


' Die das Kristallfeld abtastende Elektronenbahnbewegung ist in beiden 
Termen dieselbe (L = 2), nur ihre Orientierung relativ zum Kristallfeld ist wegen 
der verschiedenen ]-Werte (J = 1 bzw. 2) bei gleichem M = 1 eine andere. Schon 
deshalb muB man verschiedene Werte des Matrixelementes V,, in den beiden 
Termen erwarten. AuBerdem ist das Kristallfeld in den verschiedenen Termen 
nicht ganz dasselbe, da die chemische Bindung zwischen Eu***-Ion und Hydrat- 
hiille etwas vom Term abhangt. Doch laBt sich der experimentell beobachtete 
Unterschied auf diese Weise allein wohl nicht erklaren. 


2 Das gilt natiirlich nur im Mittel iiber die ungestérte Elektronenbahn Yu 
bzw. wa, des freien Ions und braucht keineswegs an jeder Stelle des Kristalls fiir 
sich zu gelten, 


3 Vg ergibt sich aus Yq durch die Beziehung 
Voo + 2. = — A. 


* Siehe etwa die FuBnote auf S. 1051 bei J. BEcouUEREL und W. OpEcHowskt!: 
Physica, Haag 6, 1039 (1939). 


i 
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und somit nach Gl. (23) 


AS =+ 23,83 cm? | 
B=—ViQ—2|Vaol* 681,19 cm? (27) 
C=—Via—2 Mo |Vao |? §220,46cm"3. 


Dabei sind die Zahlenwerte fiir 4, B, C nach Tabelle 1 aus den Energien 
Wo=—38,11cem1, Wy=—6,57cm, W_,=—+20,85 cm bestimmt. 
Aus den beiden ersten Gleichungen bekommt man Vo, und |Vyo\?. 
Setzt man die erhaltenen Werte in die letzte Gleichung ein, so erhalt 
man C = —16232,66 cm’, also einen um den Faktor 3 vom experi- 
mentellen abweichenden Wert. Die 2*-Polglieder sind also mit den 
Quadrupolgliedern durchaus kommensurabel, und dies Ergebnis stiitzt 
wieder die Abschatzung in FuBnote 1 auf S. 78. 


Mit groBer Genauigkeit zeigen die Schwerpunkte von *Dy, *D, und 
®D, dieselbe Temperaturverschiebung (sie haben dieselbe relative Tem- 
peraturverschiebung gegeniiber */,, siehe Tabelle 1, Fig. 8). Da das elek- 
trische Kristallfeld nur an der Bahn (1 =2), nicht aber am Spin an- 
greift, scheint uns dies eine starke Stiitze fiir die frihere Deutung? 
dieser Terme als 3 Komponenten *D,, 9 eines Multipletts zu sein. Die 
Verschiebung des Grundterms 7F (L =3) ist um die in Fig. 8 dar- 
gestellte Verschiebung der Liiienschwerpunkte von der Verschiebung 
der Termschwerpunkte von *D,, °D, und *D, verschieden. Gemessen wird 


durch die Schwerpunktsverschiebungen die Anderung des zur Auf- 


spaltung nicht beitragenden kugelsymmetrischen Kristallfeldes (V9), 
genauer gesagt die Differenz der iiber die Elektronenbewegungen in 
>Do,1,2 bzw. *Fy gemittelten Anderungen dieses Feldes?. 


6. Bestimmung der Phase e'° aus der magnetischen Dipolstrahlung. 


Da bei den Seltenen Erden die Kristallfeldaufspaltung klein ist 
gegen die Multiplettaufspaltung (s. auch Ziffer 4), umterscheiden sich 
die wahren Elektronenzustande im Kristall nur wenig von den Zustanden 
nullter Naherung. Da die magnetische Dipolstrahlung im freien Ion 
erlaubt ist, macht man also keinen groBen Fehler, wenn man ihre 
Ubergangswahrscheinlichkeit im Kristall mit den Zustainden nullter 
Naherung berechnet. Bei dieser Naherung wirkt der Kristall wohl auf 
die Polarisation, nicht aber auf die Gesamtintensitat der Strahlung ein, 
1 HELLWEGE, K. H.: Géttinger Nachr. math.-physik. KI]. 1947, 58. —- Natur- 
wiss. 34, 225 (1947). 

2 Uber die genauere Bedeutung dieser GréBe fiir die chemische Bindung wird 


an spaterer Stelle berichtet werden. 
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da die Zustande nullter Naherung wohl die Symmetrie, nicht aber die 


Starke des Kristallfeldes enthalten?. 

Die Intensitait (~ Gesamtabsorption ~ f-Wert) der magnetischen 
Dipolstrahlung ist proportional den Betragsquadraten der Matrixele- 
mente des magnetischen Momentes 


M = —f2 (2+ 26). (28) 
Auf Grund der bekannten Eigenschaften der Drehimpulsoperatoren 
erhalt man fiir die Ubergange von 7F, (Zustand yp») nach *D, Zustande 
Uy, Uy, u_, von Gl. (14)| die in Tabelle 4 dargestellten Intensitaten 


unter Weglassung einer gemeinsamen Zahlenkonstante. 


Tabelle 4. Magnetische Dipolstrahlung bei einem Ubergang J] =0 > J =1. 


Ubergang | Ubergangsmomente Intensitaten 
Woo Uo (Woo> M,u,) = Df re ~ M2 
1 = 1 
| Woo, Vem) —M- - ee ee » = M?- . (1 cos 0) 
| baad 4 
Yoo %4 
5 a 
| (Woo M, uty) M- > (e 4 “ge sy M* - (1 + cos 6) 
Ing» My u_.) M-—(e~§44.5) | ree an. cos 
(Yoo, “My 4 : “hay +4 ; #3 Ma: - (1 + cos d) 
Yoo ¥_4 ‘ 
—j% 1 
| (Yoo: M,, H_4 i =¥ (< . 1) > VV. = (4 cos 6) 


Dabei bedeuten /,, /,, 7, die mit linear polarisiertem Licht gemessenen 
Intensitaten, wenn der magnetische Lichtvektor parallel x, y, z schwingt. 
Da eine Messung mit linear polarisiertem Licht nur méglich ist, wenn 
der Lichtvektor in einer Indikatrixebene schwingt, muB dasK oordinaten- 
system (x yz) in die Indikatrixachsen gelegt werden?. M ist eine reelle 
Konstante, 6 die in Gl. (15) definierte Phasenkonstante des komplexen 
Matrixelementes, die von jetzt an relativ zu den Indikatrixachsen und 
damit eindeutig definiert ist. Aus Tabelle 4 folgen die beiden wichtigen 
Beziehungen: 


ID = 19 4 IG9 = 10 4 1 = TY + TY = TY TV ey MA, (909) 


a = ts _ t1— cos. 6 
hn a | ne 1+cosd° (30) 
i. Ganz anders ist die Situation bei der elektrischen Dipolstrahlung, die im 
freien Ion verboten ist und im Kristall allein von dem durch das Kxristallfeld er- 
zwungenen Anteil héherer Naherung der Zustande abhangt. 
*? HeLtwecs, K. H.: Z. Physik 119, 325 (1942). 


‘. 


. 
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Die Gl. (29) bedeutet nur, daB die Strahlung isotrop ist, was in nullter 
Naherung im Kristall natiirlich ebenso gilt wie im freien Ion. Die 
Gl. (30) gestattet die Bestimmung von 6 aus dem ,Durchgriff der 
beiden nicht streng polarisierten Linien. 
_ Im Grenzfall 6=0 ist Y,_, reell und nach Tabelle 4 jeder Ubergang 
streng in einer der drei Koordinatenachsen orientiert, was aus Sym- 
metriegriinden nur im rhombischen Feld parallel zu den Indikatrix- 
achsen der Fall sein kann!. 6 miBt also die Abweichung des monoklinen 
vom rhombischen Fall. Wie man aus der mittleren Spalte der Tabelle 4 
leicht entnimmt, sind bei den beiden Ubergingen nach u, bzw. u_, die 
x- und y-Komponente des magnetischen 
Moments miteinander in Phase bzw. Gegen- 
hase, d.h. es handelt sich um zwei gegen 
die Indikatrixachsen geneigte linear polari- 
Sierte magnetische Dipole von gleichem Be- 
trag, die iiberdies aufeinander senkrecht ste- 
hen (Fig. 10). 


Die Gl. (29) und (30) lassen sich an Hand rig. 10. Ubergang *F,>*D,_ bei 

: - - Zimmertemperatur. Lage der beiden 

der Tabelle 1 leicht priifen, indem man als basi e Ditciac ato 
MaB8B fiir die Intensitaten die f-Werte be- Ebene der Indikatrix. 


nutzt. Man erhalt beim Ubergang 7%,>*D, 

fiir die magnetische Dipolstrahlung die Zahlenwerte (bei 295 °K) 
re Seay 9s) PP nd $0 = 5,0710-9; 0 4 fC = 4.2410. (204 
, f i pe 

b far = 0,30; jv = 031. (30’) 
Der ,,Durchgriff der beiden Linien ist also nach (30’) wirklich innerhalb 
der Fehlergrenzen fiir beide Linien derselbe. Nach (30) ergibt sich 
mit dem Mittelwert 0,305 die Phasenkonstante des komplexen Matrix- 
elementes zu 

| 6 = 1,01 (34) 


und nach Gl. (45) des Anhangs die Neigung des Dipols gegen die x- 
Achse zu 
p-” = + 29°; H” = 90° + 29°, (32) 


wobei das Vorzeichen unbestimmt bleibt. 

Die Isotropiebedingung (29) ist nach (29’) weniger gut erfiillt. Ein 
Teil der Diskrepanzen beruht sicher auf den unter Ziffer 2 dargestellten 
Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Schichtdicke in den kleinen 
Kristallen, so daB die Absolutwerte unsicher werden, wahrend die in 


1 HEeLLWEGE, K.H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 127 (1948). 
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(30’) gemessenen Relativwerte eine bessere Ubereinstimmung mit der 
Theorie ergeben. 


Zum SchluB danken wir nochmals Herrn Prof. MArsH, Oxford, und 
Herrn Prof. SCHUMANN, Géttingen herzlich fiir die freundliche Unter- 
stiitzung unserer Arbeit. 


Anhang. 


7. Absorption und {-Wertbestimmung in monoklinen Kristallen. 


Es werde eine linear polarisierte Welle 


iw (t——) 


(33) 


parallel zur kristallographischen b-Achse (z-Achse) in einen monoklinen Kristall 
der Dicke d eingestrahlt. Seien (x, y, 2) die Indikatrixachsen des Kristalls, (€, 9) 


&(z, ¢) = E(0, 0) -e 


Ze ‘ 


Fig. 11. Zur Bestimmung der Indikatrixachsen x,y und der Lage der absorbierenden Dipole QB in der 
monoklinen Ebene aus der Polarisation der Absorptionslinien. € elektrischer Lichtvektor; 
&, Schwingungsrichtungen im Kalkspat. 


die Schwingungsrichtungen des Lichtes in dem nach Austritt aus dem Kristall 
durchsetzten Kalkspat. Die beiden so definierten Koordinatensysteme seien um 
den Winkel f gegeneinander verdreht. Der Lichtvektor habe vor dem Eintritt 
in den Kristall den Winkel « mit der x-Achse (Fig. 11). Bei schwacher Absorption 
wird der Kristall praktisch ebenso wie im absorptionsfreien Fall! von zwei linear 
polarisierten, parallel « und y schwingenden Wellen durchsetzt, in die man also 
zweckmaBigerweise die eintretende Welle zerlegt. Dann hat sie nach Durchsetzen 
des Kristalls die Form (i, 7 = Einheitsvektoren || x, v) 


E(d,t) = Ey (d, t)-i+ Ey (d,t) +] | 
wddn dn 
re mee. ‘ —k.d —! | ie(t am | (34) 
= |E,.(0, O):e x "t+ Ey (0, 0) -e 7 -¢ “tf e ! 


wobei An=n,—n, die Doppelbrechung und ky, ky die Absorptionskonstanten 
fiir die Amplituden der parallel x, y schwingenden Wellen bedeuten. Diese Welle 
wird durch den Kalkspat in zwei parallel £ und » schwingende Wellen zerlegt 


gemaB (f [= Einheitsvektoren || &, 7) 
E(d, t) = Eg (d, t)- t+ E, (dt) +1 (35) 


' Pockets, F.; Lehrbuch der Kristalloptik. Leipzig 1906. 


‘ 
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_mit 
Ez (d, t) = E,,(d, t)+ cos B + Ey (d, t) sin B 
E, (d, t) = — E, (d, t) sinB + Ey (d, t) + cos B. ! G6) 


_Einsetzen der Werte fiir E,(d, ¢) und E, (d, ¢) aus Gl. (34) und Berucksichtigung 
_ von 
E,. (0, 0) = E(0, 0) - cosa 
Ey (0, 0) = E(0, 0) - sinw 
fiihrt zu 


wadAn any 
_ ( > —kyd . * —ky d ei 6 (! in : 
Ez (d, t) = E(0, 0) \cosacosBe “*“+ sina sin Be Ryde : e . 


( 7, 224% (: Eee 
E, (d, t) = E(0, 0) \— cosasinB-e—**4+ sina cos Be *¥4- ¢ c ). Pd 


Die Intensitaten dieser beiden Wellen werden durch den Kalkspat raumlich ge- 
trennt und bei der Photometrie getrennt gemessen. Sie sind gleich 


: 1 = - 4 er 

Ip= Fa |E;|? = ; E*(0, 0) (cos* x cos? Be Ard 1 sin?» sin? Be se daa 
, : oadAn _«4.. 

+ 2cosasin« cos f sin B cos ———— -e of al 

c 
| (39) 
ss a —2krd : —2kyd 
I= . E,? = - E*(0, 0) (cos* a sin® Be #@ 4 sin? x cos? Be ~") © — 


: : OaAm Hg: 
— 2cos «sina cos B sin B cos — —e eee 


Die Bestimmung von &, und ky aus diesen Formeln ist im allgemeinsten Fall 
kompliziert. Sie setzt z.B. die Kenntnis der Doppelbrechung Am innerhalb der 
_ Absorptionslinien voraus. Strahlt man jedoch unpolarisiertes Licht ein, so ver- 


' schwinden die ,,Interferenzglieder* bei der Mittelung tiber « und man hat 
IT; = 4 E*(0, 0) - (cos? B- e—**#4 + sin? Be? *v 4) | (40) 
I, = 4 E*(0, 0) - (sin? B- e?**4 + cos* Be? "y4) . i 


Dreht man jetzt den Kristall um die Strahlrichtung, d.h. variiert man B, so 
erhalt man extremale Intensitaten bei den im Fall k, +k, aus den Gleichungen 


ae ab = 2cos f sin B (e~?*y 4 — e*he4) _ 9 (41) 
folgenden Winkeln 
1% 
By =0, i. = Th (42) 


Das heiBt, bei den Extremalwerten stehen die Indikatrixachsen parallel zu den 
Schwingungsrichtungen im Kalkspat, und die Intensitat der Absorptionslinie 
hat bei dieser Stellung im einen Spektrum ihr Maximum und im andern ihr 
Minimum, was zu beweisen war. Demnach bekommt man bei dieser Stellung, 
wenn man ohne Beschrankung der Allgemeinheit 6 =0 setzt, 
I, = $ E*(0,0) 7 #4 

In = 4 E*(0, 0)? "94 (43) 
n= ¥ E*(0, : 
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d.h. die Intensitaten fiihren ohne Umweg zur experimentellen Bestimmung von 
2k, und 2k,, d.h.1 f, und fy- Benutzt man noch die Tatsache, daB die Absorption 
von einem um den Winkel # gegen die x-Achse geneigten Dipol {8 (Fig. 11) her- 
riihrt (Ziffer 6), d.h. setzt man 


f, =f cove, ty =f-sin?d, (44) 
so erhalt man den Winkel # experimentell aus 


fy 


= tg (45) 


Bei magnetischer Dipolstrahlung sind © und $8 durch und Yt zu ersetzen. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut. 


1 HELLWEGE, K.H.: Z. Physik 121, 588 (1943). 
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Spektrum und Struktur kristalliner Europiumsalze. 
Il. Europiumbromat Eu(BrOs)s-9 H2O. 
Von 
K. H. HELLWEGE und H. G. KAute. 
Mit 15 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 16. November 1950.) 


Die bereits friiher durchgefiihrte theoretische Analyse des Absorptionsspektrums 
wird an Hand neuer Aufnahmen mit groBer Dispersion (1 A/mm) verfeinert und 
erganzt. Folgende Ergebnisse werden erzielt: 1. Die Kristallsymmetrie ist im 
Gegensatz zu goniometrischen Messungen und zur Réntgenstrukturanalyse nicht 
hexagonal, sondern nur pseudohexagonal. Der Kristall besteht aus 6 Sektoren, 
von denen jeder oberhalb von 67 °K monoklin, unterhalb von 67 °K triklin ist. 
Die Abweichungen von der Hexagonalitat sind bei Zimmertemperatur so klein, 
daB sie mit R6ntgeninterferenzen nicht festgestellt werden konnten. Sie nehmen 
mit sinkender Temperatur stetig zu. Unterhalb von 67 °K wandern die bei héherer 
Temperatur energetisch gleichwertigen Eu***+-Ionen auf drei energetisch ver- 
schiedene Gitterplatze ab. — 2. Die reellen Matrixelemente (Mittelwerte iiber die 
Elektronenbewegung) der elektrischen Kristallfeldenergie werden an Hand der 
St6rungstheorie aus der Termaufspaltung experimentell bestimmt. Aus ihrer 
Temperaturabhangigkeit wird auf starke Anisotropie der thermischen Kontraktion 
des Kristalls geschlossen. — 3. Aus der Intensitat der magnetischen Dipolstrahlung 
werden die Phase eines komplexen Matrixelementes und die Lage der strahlenden 
magnetischen Dipole relativ zur Indikatrix in Abhangigkeit von der Temperatur 
bestimmt. — 4. Bei Abkiihlung verschieben sich alle Linien stark nach rot. Die 
Verschiebung der Termschwerpunkte ist fiir die Komponenten eines Multipletts 
konstant. — 5. Die Linienform ist die des gedampften Oszillators mit zu schwachen 
Fligeln. 


1. Einleitung. 


Das Spektrum des kristallinen Europiumbromats Eu(BrO,), - 9 H,O 
ist bereits vor einigen Jahren von dem einen von uns theoretisch weit- 
gehend analysiert worden!. Als experimentelle Basis dieser Analyse 
dienten die von DEUTSCHBEIN? publizierten Absorptions- und Emissions- 
spektren sowie die von HE1MHorz* angegebene Kristallstruktur des 
Nd(BrO,),-9H,O, von der wegen des véllig gleichen auBeren Habitus 
der Kristalle angenommen wurde, daB sie mit der des Eu-Bromats 
identisch sei. Die experimentellen Grundlagen waren jedoch in mehr- 
facher Hinsicht unbefriedigend. Zunachst sind die DEuTscHBEINschen 


1 HELLWEGE, K. H.: Géttinger Nachr. math.-physik. Kl. 1947, 58. — Natur- 


wiss. 34, 225 (1947). 
2 DEUTSCHBEIN, O.: Ann. Phys. (5) 36, 183 (1939). ; 
3 HetmuHotz, L.: J. Amer. chem. Soc. 61, 1544 (1939). Strukturbericht E 7, 


29 (1939). 
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Aufnahmen mit relativ kleiner Dispersion gemacht und lagen zudem 
nur in Reproduktion vor. Zum anderen war auch die von HELMHOLZ 
angegebene Struktur nicht in allen Einzelheiten gesichert. 


Wir haben deshalb das Absorptionsspektrum des sichtbaren Spektral- 
bereiches mit dem groBen Konkavgitter des Instituts neu aufgenommen, 
und zwar im Temperaturbereich von 58 bis 299 °K. Dabei haben sich 
in den Spektren Feinheiten ergeben, die mit der HeLmuorzschen Struk- 
tur in Wderspruch stehen, sich aber vollstandig theoretisch deuten 
lassen, wenn man sich die HeLtmuotzsche Struktur in Richtung auf eine 
geringere Symmetrie deformiert denkt. 
HetmuHorz stellt den in hexagonalen* 
Sdulen wachsenden Kristall vertikal auf. 
Dann soll die Punktsymmetrie des Eu** *- 
Ions in erster Naherung (= Idealsym- 
metrie des Eu(H,O);**-Komplexes) D,, 
mit vertikaler sechszdhliger Inversions- 
achse, unter Beriicksichtigung auch der 
weiter entfernten Gitternachbarn immer- 
hin noch C,, mit vertikaler dreizahliger 
Drehachse sein (Fig. 1). Auf Grund unserer 


y C, Spektren behaupten wir, daB die tatsach- 
2 . - . ° ° 
$y) iegahacenddeieesdag- ede Diy liche Symmetrie nur C, oder C, mit hori- 
auf Cg oder von Dgp iiber Cay auf Cs. — zontaler zweizdhliger Dreh- oder Inversions- 


achse sein kann, d.h. also, daB entweder 
Ds, bis zum Verschwinden aller Symmetrieelemente mit Ausnahme 
einer zweizahligen Drehachse oder D,, iiber C,, bis auf eine vertikale 
Spiegelebene (= horizontale zweizahlige Inversionsachse) deformiert ist. 
Diese Deformation kann aber, wenigstens bei den héheren Temperaturen, 
nur gering sein, da die sechszahlige Inversionsachse zur Erklarung einiger 
grober Eigenschaften des Spektrums unentbehrlich ist. Auf die Kristall- 
struktur wird naher unter Ziffer 4 eingegangen. Vorher behandeln wir 
zunichst die experimentelle Technik (Ziffer 2), die Veranderungen von 
Spektrum und Kristall bei tiefen Temperaturen (Ziffer 3) und die theo- 
retische Deutung des Spektrums bei Zimmertemperatur (Ziffer 4). 


2. Experimentelles. 
a) Substanz. Zur Verfiigung stand ein Praparat unbekannter Herkunft 
von etwa 0,9 g Masse. Es enthielt nur Spuren anderer Seltener Erden 
als Verunreinigung, deren Absorptionslinien bei der Diskussion ausge- 


schieden wurden. Die pseudo-hexagonalen Kristalle wurden aus neutraler 
wasseriger Lésung geziichtet. 


Es wird sich zeigen, da® es sich nur um eine Pseudohexagonalitat handelt. 


ee 
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b) Die spektroskopischen Verfahren waren dieselben wie in der vor- 
hergehenden Arbeit?. Die /-Werte wurden nach den Formeln? fiir 
anisotrope Korper bestimmt, und zwar relativ zu der pseudohexagonalen 


299,0 “K 
s 67,0 °K 
Wy Fee = 
66,0 °K 
$,0 “kK 63,0 °K 
73,0 °K 58,5 °K 
Fig. 2. Ubergang *F >*D i nperaturer m-Konkavgitter, zweite Ordnung. Photo 
graphisches Positiv. Sct t ke 1,3 mm Wellenzahlen wachsen nach rechts. Die Verschiebung der 
Linien mit der Temperatur kommt nicht zum Ausdruck, da die Liniengruppen jeweils mit dem Schwer 


1. Polarisation: Strahlrichtung senkrecht zur pseudobexagonalen Kristall 


punkt tibereinander gelegt s 
Elektrischer Lichtvektor bei jeder Tempe: »beren Spektrum senkrecht, im unteren Spektrum 


parallel zur pseudol 


itur im 


achse. 
nalen Kristallachse 


Kristallachse. Bei den tiefsten Temperaturen wurde die Halbwertsbreite 
kommensurabel mit der Spaltbreite. Wegen der Umstandlichkeit des 
Verfahrens und der Vielzahl der Linien konnte die nétige Korrektur 
Physik 129, 62 (1951), im folgenden 


1 HELLWEGE, K. H., u. H. G. KAHLE: Z. 


als I zitiert. 


HELLWEGE, K.H.: Z. Physik 121, 588 (1943) Gl. (52a, b 
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299,0 °K 

171,5 °K 

68,5 °K 

67,0 °K 

: 66,0 °K 
63,0 °K 

8.5 “°K 


Nig. 3. Ubergang *F, 
denen Temperaturen, 


» §Dy bei verschie 
Aufnahme 
Darstellung wie in Fig 2. 


und 

Die am wei 

testen rechts liegende Komponente bei 
58,5 °K ist doppelt. 


K. H. HELLWEGE und H. G. KAHLE: 


auf verschwindende Spaltbreite nicht 
durchgefiihrt werden. Die angegebenen 
Absorptionskonstanten der Linienmaxima 
und die f-Werte sind hier also zu klein. 
Die im folgenden aus den f-Werten bel 
hdheren Temperaturen gezogenen Schliisse 
werden aber dadurch nicht beriihrt. 

c) Der Temperaturbereich wurde gegen- 
iiber der vorhergehenden Arbeit I auf 
das Gebiet zwischen 273 und 155 °K 
ausgedehnt. Hier wurde Pentan als Kihl- 
fliissigkeit benutzt, die tieferen 
Temperaturen durch wiederholtes Ein- 
gieBen von fliissiger Luft in ein das Pentan 
durchsetzendes Glasrohr erzeugt wurden. 
Dabei wurde das Pentan durch ein kleines 
Riihrwerk standig durchmischt. 


wobei 


3. Experimentelle Ergebnisse. 

Uber das Termschema Eu***- 
Ions sind folgende Tatsachen bekannt: 
Tiefstes Multiplett ist 7/ in regularer 
Termlage, d.h. 7# ist Grundterm?. Die 
nachste Komponente 7F, liegt bereits etwa 
340 cm? hoher. Sie ist bei Zimmertem- 
peratur gerade noch so stark besetzt, daB 
von ihr ausgehende Absorptionsiibergange 
beobachtet wurden. Bei tiefen Tempera- 
turen waren sie bei den uns zur Verfii- 
gung stehenden Schichtdicken nicht mehr- 
zu sehen. Alle beobachteten Absorptions- 


des 


iibergange fiihren zu den drei tiefsten 
Komponenten eines ebenfalls regularen 
Multipletts °D+. Die im folgenden disku- 
tierten Ubergiinge sind also 7F, ,- >*Do 3 3: 
Jedem dieser Ubergiange entspricht im 
Kristall eine Liniengruppe, da die Terme 


durch das elektrische Kristallfeld auf- 
' Goprecnt, H.: Ann. Phys. (5) 28, 673 
(1937). 
+ HELLWEGE, K. H.: Géttinger Nachr. math.- 


physik. Kl. 
(1947). 


1947, SS. Naturwiss. 34, 225 
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gespalten werden!. Der Ubergang 7R)—>5D, ist im Bromatkristall ver- 
boten?, vgl. Ziffer4. Die Spektren der Ubergange 7)—>5D, und "Fo > *D, 
sind in den Fig. 2 und 3 wiedergegeben. Bei diesen Aufnahmen war 
der Strahlvektor € des Lichtes senkrecht, der elektrische Vektor senk- 
recht bzw. parallel zur pseudo-hexagonalen (vertikalen) Kristallachse X 
- orientiert*. Die Ergebnisse der ebenfalls durchgefiihrten Aufnahme mit 
S |X (unpolarisiertes Licht) sind 
in den Fig. 4 und 5 in Gestalt von 


i 2 


156 °K 
83 °K 
73 °K 


L-~0, 


Absorptionskonstante [mm] —e 


Absorptionskonstante {mm-"] —e 


Sou NE 
a 585° 95 
7. We aes 
1A 4 3620 Wellenzoh| A? —~ ash zsrem" Wellenzah| A? — 


re— 
Fig. 4. Ubergang *F,—>*D, bei verschiedenen Tem- 
peraturen. Absorptionskurven. Polarisation: Strahl- 
richtung parallel zur pseudohexagonalen Kristallachse, 
unpolarisiertes Licht. Sonstige Daten wie bei Fig. 2. 


Fig. 5. Ubergang 7F,-—>*D, bei verschiedenen 

Temperaturen, Absorptionskurven. Polarisation: 

Strahlrichtung parallel zur pseudohexagonalen 

Kristallachse, unpolarisiertes Licht. Sonstige 
Daten wie bei Fig. 3. 


Absorptionskurven dargestellt. Tabelle 1 enthalt alle an den ver- 
schiedenen Linien quantitativ gemessenen GroBen. 

Die Figuren zeigen zunachst, daB die Linien bei Ubergang zu tiefen 
Temperaturen in mehrere Komponenten aufspalten, wodurch die Spektren 


1 Die Terme mit /=0 bleiben natiirlich einfach. 

2 HELLWEGE, K. H.: G6ttinger Nachr. math.-physik. Kl. 1947, 58. 
wiss. 34, 225 (1947). 

3 Wir diskutieren also die Polarisation der Spektren zunachst in bezug auf 
die auch im Experiment als Bezugsrichtung benutzte pseudo-hexagonale Kristall- 
achse. DaB in Wirklichkeit eine dazu senkrechte zweizahblige (horizontale) Achse 
die physikalisch entscheidende ist, wird sich gerade an der Polarisation zeigen. 
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Tabelle 1. Absorptionslinien des Europium-Bromats}. 


7 


Oszilla- 


Strahlungsart und Polari- toren- 
Tempe- x = sation bezogen auf die starke Halb- 
5 s Wellenlange Wellenzahl 3 werts- 
Ubergang ratur 7 : om je : 
sot In in cm breite 
In “i Sl eave 
in cm 


zweizahlige sechszahlige 
Achse Achse 


7F > 5D fl Me M. 5.4 1) 
0 yt ( 6 x o 
299,0 19016,40 4 uM. M a6 lf 22 
19017,77 M, M, 6.0 29 
ae My M. 4,4 |) 
19025,88 J J x 3 
souse | ae ae a ee 
. My ] 54 |) 
( p x G 
2 19014,84 4 Wr Me oo |f 20 
2 19016,26 M, M, 6,0 2.0 
ee oe ite *, M. 4.4 1) 
254,°¢ 19024, Bs x ‘ 2k 
§254,97 37 | Me Mz ab f ME ie 
248,0 | 5257,9¢ 9013,5 ee mie 5.3 Il soe 
bid Ce aii Wide gucet | ee M., a7 |p 7s 
5257,54 19015,01 M, M, 6,0 1,75 
eee : fl M. M 4,4 1) 
5255,32 | 19023,02 ) x 24 
| My M, OS. if = 
fe eee, S | My M 53 |) 
22755 | 525,25 19012,46 x ~ 3 “4 
ona \ My, M 6.7 Hf 7 
5257,81 19014,05 My M. 6,0 1,6 
os | M,, M 4.4 |] 
5255,60 19022,04 y a 1.9 
{ My M, 0,6 If : 
ane ae SF My M 5,2 
214,0 |] 5258.44 19011,77 x a ee || 1.5 
ai | M,, M G8 "Ihe 
5257,99 | 19013,40 M, M. 6,0 1,5 
ae : J M M 4,3 
§255,80 19021,32 y x ) | . 
bee ; ve Me o7 Ht 1.8 
oie ie - M, MV 5.2 
200,0 | 5258,64 too1t.0s J : M, Sia Al 
; : | M,y M, O.S { 1,4 
§258,16 19012,78 My M, 6,0 1,4 
5255,98 | 19020,67 2 M, 43 Tl. 
Vy M 0,7 | rf 
x o ‘ 
ae ea . My M 5 
Lets | QeaOs 19000,64 x Me 5,1 | c 
M,, 1 9 Ir 1:25 
5258,52 | 19011,48 Vv rn a9 p 
ae ee Sane re My M,, 6,0 1,25 
eae e ms M i 2 
5256,36 19019,20 J ) M,, 4,3 1) . 
‘ | M, M, 0,7 If 1,5 
156,0 | 5259,21 {9008.99 ME Me 50 | 1.2 
See sh | d 1,0 | = 
5258,72 19010,76 My M, 6,0 1,3 
core ce M., VW > 
§256,55 19018,61 ) Ms, 4,2 |) 7 
; | My M. Os Tf 1,45 
83,0 | §259,902 19006,42 J My Py M, rr 6,0 | av 
go My, P» 1 > 0 
ee Soak fe \ ", 3 ue Fr, ee | | 
hehe ad My, ty | M,, Fy 7,0 2,2 
5257,20 19016,25 My, ry MM... ‘et 4,8 \ 1.9 
NM, Fs My Pas 1,0 Tf ; 
1 


Die Indizes in Spalte 5 bezeichnen die Dipolkomponenten nach dem (x’ y’ z)- 
Syste Mig. 7 ie izes : ; pat 

ystem (Fig. 7), die Indizes in Spalte 6 Dipolkomponenten parallel (2) oder senk- 
recht (4) zur pseudohexagonalen s-Achse. 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 


1 2 8 
Oszilla- 
Strahlungsart und Polari- | toren- Halb- 
Tempe- Wellenlan rn sation bezogen auf die starke ee oe 
. ge Wellenzahl 5 werts 
Ubergang ge in A in cm-* Sette _| __ breite 
: ~ ; 1 
zweizahlige | sechszihlige ae 
Achse | 
j 
7Fy>5D, ‘ (| My, Py | M,, P EU hee 
8,0 | 5259,98 19006,20 ae ~ Pa Ene ae idatey 
7 5259,9 : \ My, By Me: 4,29 |) 
5259,22 | 19008,95 My, Py Mg, Fy 7,2 2,4 
My, By MMP 4,8 
5257,21 | 19016,22 i M>, B hOM. Bl 44 \ ay 
ax? x ao? o , 
; No, Fe M. a 6,1 \ 
73,0 | 5260,06 19005,91 as: A ie 2, 
73 5 : 9 { My, Py M,, P 1,2 |/ 
5259,22 | 19008,95 My, Py eee ee Ts i 
Mo. Ps he we E 4,¢ 
5257,26 | 19016,04 1 ert Wart bigs \ 2,4 
aly’, x Seals o , 
ss My, Py tl eee a 6,2 e 
70,5 | 5260,10 | 19005,77 1 reer prot || Seg tapes 
tVhay y y’ 7? 1 , d 
5259,22 | 19008,95 M,, Me A osmackcs 7,4 335 
: 5s ACs.” bey Bs a 5,0 > 
5257.28 | 19015,96 { Mo ae tl at 
- ea ? , 
e nner © M,, Be M, , V2) 6:2 
68,5 5260,15 19005,59 { My Pp MM. P. 1 3 
s y , ¥ ad It? ’ 
5259,20 | 19009,02 ier Net Whee kr, 7035) 
ape My, Py Me 5,0 = 
5257,21 | 19015,93 1 uM B| M., PB 1,3 3,5 
My, Fx Mas , 


5260,32 | 19004,97 
5260,08 | 19005,84 
5259,44 | 19008,16 
5 19009,82 
5257,61 | 19014,77 
5257,35 19015,71 
5256,54 | 19018,04 
64,0 | 5260,38 | 19004,76 
5260,01 | 19005,81 
5259,48 | 19008,01 
5258,93 | 19010,00 
5257,04 19014,66 
5257.55 19015,79 
5256,45 | 19018,36 
60,0 | 5260,48 19004,40 
5260,35 | 19004,87 
5260,09 | 19005,81 
5259,49 | 19007,97 
5259,00 | 19009,75 
5258,88 | 19010,18 
5257,75 | 19014,27 
5257,38 | 19015,60 
5256,42 | 19019,08 
58,5 | 5260,50 | 19004,33 
5260,39 19004,72 
5260,10 | 19005,77 
5259,51 | 19007,90 
5258,97 | 19009,85 
5258,89 | 19010,14 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 


1 2 3 5 7 7 
a) Oszilla- 
Strahlungsart und Polari- toren- 
sation bezogen auf die starke 
Tempe: Wellenlange are je 
Ubergang ratur in = ‘= Sane. 
aa zweizahlige  sechszahlige Ion 
Achse Achse 
1F +5), 58,5 5257.75 19014,27 { M. ; M. bg g 
: 5257,38 | 19015,60 ee ~ 0,55 
5256,40 19019,15 4 ‘ 
Fr 5 a> 2 P., (P,)} to 5.8 
"Fo Pal 990,0} 4650,80 | 21495,68 { Py : Pp. mp 2,2 
& foie be 5,8 
273,0 | 4651,13 | 21494,15 { Bdicn Pp. 10 2,0 
P,, (Py) pa 5,8 oa 
248,0 | 4651,43 | 21492,77 | ye UaEL ; 0 1,75 
¥ 7 
Bz, (Py) P. 5,7 > 
227,5 | 4651,68 21491,61 { Pp = P. 14 } 145 
y Fi 
By, (Py) i 5.7 
214,0| 4651,83 | 21490,92 i ees z 7 tt 4,45 
y x id 
Py, (Py) P; 5,7 | ae 
; 21 490,17 * od “ad Pe i 
200,0 | 4651,99 : / ' Py 7 Fn 14 
: 74, as £4; (Fy) 5:4 
171,5 |] 4652,26 21 488,93 ; Py P. 14 \ {2 
a ae P., (B. | 5,6 
156,0| 4652,38 | 21488,38 4 e (Fy) a 3 1.1 
\ y’ x , 
29 £6 vega Jt tte tee Fo 6,0 fl cae 
83,0] 4652,92 21485,88 | P. P 16 I .25 
ee cel) Saree he 6,1 1) 
8 2 7 2 ¢v 2 > O 1,4 
78,0 4652,97 21485,65 1 BP, P. 1s j 
a c te 2 f] Be, (Py) aa 6,3 
73,0 | 4652,99 21485,56 ) P, P. 19 1,6 
69 ~ )} Py, (Py) 6,4 
70,5 | 4653,02 21 485,42 | P, > P. 1.9 1,9 
> F ea Aa ee es { Py (P.) me 6,5 
68,5 | 4653,03 21 485,38 | P, P. 20 a2 
66,5 | 4653,30 21 484.89] 
4653,15 | 21484,82 ; 
4653.02 | 21485,425 J oat |e 
4652,83 21 486,30 UF 
4652,68 21487,00 
64,0 | 4653.35 21 483,90 
4653,18 | 21484,68] | pp 
4653,04 21485,33 1 * Pp y ee 
4652,80 21 486,44) i 2 
4652,63 | 21487,22] 
4651,26 | 21493.55) (| p, p 
4651,02 | 21494,66 1 %p ys | } ee: 
4650,70 | 21496,14 (Fy 


1 Ein zu 2’ paralleler elektrischer Dipol ist theoretisch zu erwarten (s. Fig. 8). 
Ob er wirklich vorhanden ist, kann das Experiment erst kldaren, wenn ein Sektor 
eines sechseckigen Kristalls fiir sich allein untersucht wird. 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 
7 
Oszilla- 
Strahlungsart und Polari- toren- 
"| Wellenlange Wellenzahl sation bezogen auf die Starks ash 
in A in cm7 Burtt. _breite 
zweizahlige | sechszahlige Ton egal 
Achse Achse #-10° 
4653,40 21 483,67 
4653,22 21 484,50 pp 
4653,07 | 21485,20 { 1p y i Eiaueoe = 0,45 
4652,82 | 2148635 (Fy) 
4652,62 | 21487,27 
4651,28 21 493,46 P 
4651,03 | 21494,61 { yn * bee P5 = os 
4650,70 | 21496,14 (Fy) 
58,5 | 4653,41 | 21483,62 
4653,23 21 484,54 
4653,06 | 21485,24| {| Py, Py | Py, P, — | ~0,45 
4652,81 21 486,40 (Py) 
4652,65 21 487,13 
4652,58 21 487,45 
4651,30 | 21493,37 
4651,05 | 21494,52 { di RS hia FE, = Ss 
4650,70 | 21496,14 * 
7F, > ®D, | 299,0 ] 5932,25 | 16852,4 My, (My) M,, (M,) |} — #3 
5914,75 | 16904,2 { iad \ M,, (M4) | — = 
( y’) 


wesentlich komplizierter werden. Diese Erscheinung ist bereits von 
den Bromaten anderer SE bekannt? und am Pr-Bromat und Nd-Bromat 
naher untersucht worden?. Sie riihrt von einer Umwandlung des Kristall- 
gitters her, die in 2 Teilprozessen verlauft?: 


4. Ubergang von der sechszahligen zur hdchstens noch zwetzéhligen 
Symmetrie. Hierdurch werden alle im sechszahligen Feld noch zweifach 
entarteten Terme und damit die vom (einfachen!) Grundterm 7/% aus zu 
ihnen fiihrenden Linien in 2 Komponenten aufgespalten. Dieser ProzeB 
]4Bt sich in den Fig. 3 und 5 an der einen Linie des Ubergangs 7F, >*D, 
und in den Fig.2 und 4 an der langwelligeren (linken) Linie des Uber- 
ganges 7F,—>5D, deutlich verfolgen. Er ist bei etwa 67 °K abgeschlossen, 
in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen am Pr-Bromat?. Naheres 
iiber den Ablauf dieser Strukturumwandlung siehe am Ende von Ziffer 4. 

2. Abwandern der Eu***-Ionen von (innerhalb der Beobach- 
tungsgenauigkeit) energetisch gleichwertigen Gitterplatzen auf ener- 
getisch verschiedenwertige Gitterplatze. Dadurch wird das beobachtete 


1 SpEDDING, F. H., u. F. S. BEAR: Phys. Rev. 44, 287 (1933). — MERz, A.: 


Ann. Phys. (5) 28, 569 (1937). 
2 Hertwece, A.-M. u. K.H.: Z. Physik 127, 334 (1950). 
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Spektrum eine Uberlagerung von so vielen verschiedenen Spektren, 
wie es energetisch verschiedene JIonensorten gibt, d.h. die Linien 
(nicht Terme!) spalten in entsprechend viele Komponenten auf. Dieser 
Effekt ist unterhalb von 67°K an allen Linien deutlich zu sehen. 
Abzahlen der Linien fiihrt iibereinstimmend zu der Anzahl von dret 
energetisch unterschiedenen Ionensorten. 

Nachdem somit die beim Abkiihlen beobachteten Prozesse im 
Prinzip geklart sind, werden wir uns bei der theoretischen Deutung des 
Spektrums zunichst auf Zimmertemperatur beschranken, aber am 
Ende von Ziffer 4 noch einmal auf das Verhalten bei tiefen Tempera- 
turen zuriickkommen. 


4. Theoretische Deutung. 

In Ubereinstimmung mit dem in der Einleitung Gesagten setzen 
wir zunichst voraus, das auf das Eu***-Ion wirkende elektrische 
Kristallfeld habe die Symmetrie D,,. Dann spaltet jeder Elektronen- 
term des Eu***-Ions im Kristall in eine Reihe von einfachen oder zwei- 
fach entarteten Komponenten auf, von denen die einfachen durch zwei 
Kristallquantenzahlen uw; und S, die zweifachen durch 2 Werte der 
einen Quantenzahl uw, charakterisiert sind. Die Quantenzahl «4; mit dem 
Wertevorrat “,;=0, +1, +2, 3 ist durch die vertikale sechszahlige 
Drehinversionsachse, die Quantenzahl S mit dem Wertevorrat S = +14 
durch eine vertikale Spiegelebene definiert. Da keine weiteren unab- 
hangigen Symmetrieelemente in D,, vorkommen, gibt es auch nur diese 
beiden Kristallquantenzahlen!. Strahlende Ubergange zwischen zwei 
derartigen Komponenten 7 und & miissen die folgenden Auswahlregeln 
erfiillen, die gleich so allgemein geschrieben werden sollen, daB sie auch 
auf Felder mit anderer Zahligkeit der Drehinversionsachse anwendbar 
sind. Sei p die Zahligkeit, die z-Achse die Richtung der Drehinversions- 
achse, P das elektrische und M das magnetische Ubergangsmoment. 
Dann ist bei elektrischer Dipolstrahlung* 


(P)ix 0 nur, wenn Anu; = + (1 - 4 (mod. #) und S;= S,, 


(Pi, =O nur, wenn Au, = f (mod. p) und S;= S,, 


(B)i, + 0 nur, wenn Au; = + (1+ A) (mod. #) und S;=--S,,7 (41) 


und bei magnetischer Dipolstrahlung 2 

(M)i,s-0 nur, wenn Ay;= +1 (mod.~) und S;=- S,, 

(M)i,-- 0 nur, wenn Au,= +1 (mod.p) und S,;= Si, (2) 
S 


(M,);,--0 nur, wenn Au;=0 (mod.f) und 


1 HELLWEGE, K.H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 357 (1948). 
2 HELLWEGE, K. H.: Ann. Phys. (6) 4, 127 (1948) 


* meen 
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Ist mindestens einer der an einem Ubergang beteiligten Terme doppelt, 
d.h. ist hier die Spiegelungsquantenzahl S nicht definiert, so ist allein 
die Ayw;-Regel maBgebend. 

Die magnetische (nicht aber die elektrische!) Dipolstrahlung mub 
auBerdem die Regel 


AT=0, +1, (O00 verboten) , (3) 


fir die Drehimpulsquantenzahl J befolgen!. 

Fig. 6 zeigt im linken Teil das theoretisch vorhergesagte Termschema 
in D,,, eimschlieBlich der auf Grund der Auswahlregeln erlaubten 
Absorptions- und wichtigsten 
Emissionsiibergange?. Charak- Hea 
teristisch ist das Verbot der 
gelben Linie 7#,—>*D, und aller 
Linien der blauen Gruppe 7Fj > 
®>D, mit Ausnahme einer einzigen 
durch die Regeln (3) und (1), 
d.h. wesentlich durch die sechs- 
zahlige Inversionsachse. Da im 
Gegensatz zu Europiumsalzen 
niedrigerer Symmetrie die gelbe 
Linie wirklich fehlt und die 
blaue Gruppe wirklich nur eine 
Linie mit iiberdies der richtigen 
Polarisation aufweist, muB die 
sechszahlige Achse zumindest Fig. 6. Termschema und Ubergange im hexagonalen 
in guter Anndherung in der (23) snd mowhlin (Co) Seale 1s bdr 
Punktsymmetrie des Eu***-Ions magnetische Dipole parallel bzw. senkrecht zur kristallo- 
realisiert sein. Dann sollte der  sphiscen Hauplache. Zvi duh Sebati er 
Ubergang if —>'F, im Griinen breite experimentell nicht aufgelést werden. 
wegen (1) fiir elektrische Dipol- 
strahlung verboten sein und wegen (2) und (3) aus zwei streng senkrecht 
zueinander polarisierten Linien reiner magnetischer Dipolstrahlung be- 
stehen. Auch dies ist nach den Fig. 2 und 4 in sehr guter Annaherung 
der Fall. 

Bei genauerer Betrachtung sieht man jedoch folgende Abweichungen 
von dem geschilderten Bild. 

1. Die langwelligere Linie von 7#,—>*D,, die bei tieferen Tempera- 
turen deutlich in 2 Komponenten aufspaltet, zeigt diese Aufspaltung 


Dip, Cs 


1 van ViEcK, J. H.: J. phys. Chem. 41, 67 (1937). Siehe auch K. H. HELL- 


WEGE u. H. G. KauieE: I. 
2 Einzelheiten der Begriindung siehe bei Kk. H. HeELLwece: Gottinger Nachr. 
math.-physik. Kl. 1947, 58. — Naturwiss. 34, 225 (1947). 
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in geringem Mae schon bei Zimmertemperatur (Fig. 2, 4) . Das heibt, 
die beim Abkiihlen eintretende Verringerung der Symmetrie auf Zwei- 
zahligkeit (Ziffer 3) ist schon bei Zimmertemperatur angedeutet. 


2. Die Linien sind nicht streng parallel oder senkrecht zur (pseudo)- 
hexagonalen Achse polarisiert. Zwei von den drei Komponenten von 
7, > 5D, z.B. ,,greifen in das andere Spektrum durch", wahrend die 
mittlere Komponente streng polarisiert ist. 

Diese Polarisation ist nur auf folgende Weise zu verstehen: Die 
unter 1. geforderte zweizdhlige Dreh- oder Inversionsachse steht senk- 
recht auf der sechszahligen Pseudoachse, etwa in 2’-Richtung (Fig. 7). 


-7 
a 
-_s 
—-elekir. Dipo/ 
== magn. Dipo! 
Fig.7. Fig. 8. 
Fig. 7. Die beiden benutzten Koordinatensysteme, z-Achse = pseudohexagonale Kristallachse, 


s’-Achse = zweizahlige Drehinversionsachse. 


Fig. 8. Lage der absorbierenden Dipole in den monoklinen Sektoren des pseudohexagonalen Kristalls. Die 
Dipole einer Liniengruppe sind nach wachsenden Wellenzahlen nebeneinander gezeichnet, so daf ein direkter 
Vergleich mit den Fig. 2—5 méglich ist. 


Dann verlangt die Theorie’ Aufspaltung des Terms °D, in 3 Kom- 
ponenten, von denen zwei zu ww; 1 gehdren und eine w,=0 hat?. Da 
7F) zu y=0 gehort, liefert der Ubergang 75D, auf Grund der 
Auswahlregel (2) (f =2, S nicht definiert, x’, y’, 2’ statt x, y, 2) einen 
magnetischen Dipol parallel z’ und zwei magnetische Dipole in der dazu 
senkrechten Ebene. Die Lage der beiden Dipole in dieser Ebene wird 
durch die zweizahlige Achse natiirlich nicht festgelegt, erst die Tatsache, 
daB die Punktsymmetrie beinahe sechszihlig um die pseudo-hexagonale 
Kristallachse (:-Achse) ist, fiihrt dazu, daB der eine beinahe parallel, 
der andere beinahe senkrecht zu dieser Achse liegt. Der ,,Durchgriff‘ 
der beiden Linien in das jeweils andere Spektrum in Fig. 2 und 4 
ist also ein direktes MaB fiir die Abweichung der Punktsymmetrie 


* Die Quantenzahl jy, ist definiert durch die 2’-Achse, in der wir speziell eine 
zweizdhlige Inversionsachse annehmen. Dieser Fall ist in der rechten Halfte der 
Fig. 6 vorausgesetzt. Im Fall einer zweizdhligen Drehachse verlauft die Dis- 
kussion véllig analog, nur mit der Quantenzahl mu statt w,. 


1 HELLWEGE, K. H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 357 (1948). 


+m 
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am Ort des Eu***-Ions von der Hexagonalitat. Diese Abweichung 
mu gering sein, da sonst die gelbe Linie 7F)—>5D, und die restlichen 
Komponenten der blauen Gruppe 7F)—>*D, mit merklicher Intensitit 
auftreten miiBten!. In Fig. 8 ist dargestellt, wie die absorbierenden 
Dipole in einer auf der Basis liegenden Platte des pseudo-hexagonalen 


_ Knistalles liegen. Dabei ist die zweizihlige z’-Achse radial gelegt, ob- 


wohl auch eine Lage parallel zu der Sechseckkante mit dem Spektrum 
vereinbar ware. Der gestrichelt gezeichnete elektrische D:pol ist mit 
groBer Wahrscheinlichkeit vorhanden, aber wegen zu kleiner Auf- 
spaltung des im hexagonalen Feld doppelten Terms durch das zwei- 
zahlige Feld von den anderen Dipolen nicht abtrennbar. 


h-~ 0, 
G1z,Ellz 


Kristal! 7 


Kristall2 


Aristal3 


Wellenzahl 7 —> 
Fig. 9. Fig. 10. 


Fig. 9. Ubergang “F, + *D,. Abhangigkeit der relativen Linienintensitaten vom benutzten Kristallplattchen. 


Fig. 10. Konoskopisches Bild einer pseudo-hexagonalen Kristallplatte nach H. Scuumann. Die Durch- 
stoBungspunkte der beiden optischen Achsen sind in jedem Sektor eingezeichnet. Rechts unten die 
unsymmetrische Sektorengrenze. 


Der pseudo-hexagonale aufere Habitus der Kristalle kann nur 
dadurch erklart werden, daB sich sechs in sich zweizahlige Sektoren 
in der gezeichneten Weise zu einer pseudo-hexagonalen Saule zusammen- 
setzen. Wenn das richtig ist, mu das Intensitatsverhaltnis bestimmter 
Linien davon abhangen, welche der 6 Sektoren bei einer Aufnahme 
gleichzeitig durchstrahlt werden. Das ist nach Fig. 9 tatsadchlich der 
Fall: Die drei verschiedenen Kristallplatten1 bis 3 waren an _ ver- 
schiedenen Stellen aus gréBeren Kristallen herausgeschnitten. Um ferner 
die in der Umgebung des Eu***-Ions sichergestellte Zweizahligkeit auch 
iiber gréBere Kristallbereiche zu priifen, wurde eine auf der Basis 
liegende Kristallplatte im konoskopischen Bild unter dem Polarisations- 
mikroskop untersucht*. Wie Fig. 10 zeigt, ist jeder Sektor einwandfre1 


1 Vgl. z.B. das Spektrum des EuCl,- 6H,O in der voranstehenden Arbeit I. 

2 Aufnahmen an einzelnen Sektoren werden vorbereitet. 

3 Wir danken Herrn Prof. H. ScHumMANN vom Sedimentpetrographischen 
Institut herzlich fiir die Durchfiihrung dieser Kontrolle. Eine ausfiihrliche Ver- 
éffentlichung der Ergebnisse im Vergleich mit den Bromaten der iibrigen Seltenen 
Erden durch Herrn Prof. SCHUMANN wird an anderer Stelle erfolgen. 


4 
/ 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 
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optisch zweiachsig mit der Ebene der optischen Achsen senkrecht auf 
der Basisflache und parallel zur Sechseckkante und mit vertikaler spitzer 
Bisektrix. Doch ist der Winkel zwischen den optischen Achsen nur 
klein (~4°) und der Sektorwinkel « ziemlich genau, aber nicht exakt 
gleich 60°, so daB die volle Uberdeckung der Ebene nicht durch sechs 
genau gleich groBe Sektoren erfolgt. 


Bei Abkiihlung auf tiefe Temperaturen bleibt die Zweizahligkeit 
jedes einzelnen Kristallsektors, kenntlich an der strengen Polarisation 
des 4; =0 + 4, =0-Uberganges von 7F, >°D,, zunachst erhalten. Unter- 
halb von etwa 70 °K, zusammen mit der Differenzierung der verschie- 
denen Ionensorten, fangt aber auch diese Linie an, in das andere Spektrum 
iiberzugreifen, d.h. die Punktsymmetrie wird sogar triklin. Hierbei wird 
die Abweichung von der Hexagonalitat so groB, daB in der blauen 
Gruppe 7F,->*D, ein weiterer Ubergang mit schwacher Intensitat 
erlaubt wird, und zwar handelt es sich um drei eng zusammenliegende 
Linien. Wegen der drei verschiedenen Ionensorten muB man also wohl 
annehmen, daB es sich bei jedem Ion um den einfachen Ubergang 
My = 0", =0 (uy definiert durch die pseudo-hexagonale z-Achse) han- 
delt. Dasselbe folgt auch aus der Polarisation, da den Linien Dipole 
mit stark tiberwiegender z-Komponente entsprechen. 


5. Die Matrixelemente des elektrischen Kristallfeldes und die thermische 
Kontraktion des Kristallgitters. 


Durch Anwendung der in der Arbeit I fiir zweizahlige Kristallfelder 
entwickelten Methoden auf einen einzelnen Sektor lassen sich auch 
im Eu-Bromat die Matrixelemente des Kristallfeldes experimentell be- 
stimmen und daraus Aussagen z.B. iiber die thermische Kontraktion 
des Kristallgitters oder tiber die Lage der absorbierenden magnetischen 
Dipole gewinnen. Die Darstellung schlieBt sich eng an die Arbeit I an. 
Alle dort unter den Ziffern 5 bis 7 entwickelten Formeln sind nach 
Ersatz von (x, y, 2) durch (x’, y’, 2’) einfach zu itibernehmen. 


Auf Grund der polarisationsoptischen Ergebnisse (s. Fig. 10) miissen 
die Achsen der Indikatrix gerade die x’ y’ 2’-Achsen der Fig. 8 sein. 
Auch aus Symmetriegriinden muB diese Wahl als die richtige angesehen 
werden, denn in dem von der Punktsymmetrie fast realisierten Grenz- 
fall Ds, liegt die y’-Achse in einer vertikalen Spiegelebene und die 
z'-Achse ist zweizaihlig, d.h. das Feld enthalt ein rhombisches Feld 
mit den Achsen x’ y’ 2’ der Fig. 8. 

Aus der Aufspaliung der beiden Terme mit J =1 im zweizahligen 
Kristallfeld ergeben sich (zunichst bei 299°K) nach Tabelle1 die 
folgenden Eigenwerte und Matrixelemente: 


Spektrum und Struktur kristalliner Europiumsalze. II. 99 


Bei °D, (299 °K): 


W, = —2,25 cm7}; Vege Vealoo =—~2,25 cm, 
W, =+ 5,86cm7; Via =—4Xo = (Moly = 1,42 em, | (4) 
Bien —=—3,62em3;. |K.]=—|M%ah-s! =+4,74cm, | 
Bei 7F, (299°K): 
W, = —17,3 cm7; Voo = (Vaodoo =—17,3cm7, | 
W, =+ 34,5 cm; Ki=—4Mo= Wao =+ 86cm, } (5), 
wegeei7gerr ss (Vol! (shes =+ 25,9 cm. | 


Die zugehérigen Zustande nullter Naherung im Kristall sind die in 
Gl. (14) der Arbeit I angegebenen, mit der Quantenzahl jw; an Stelle 
von WU. 

Bei 7# sind [ebenso wie im Chlorid, vgl. I (16/17)] die Energien 
und Matrixelemente betragmaBig gréBer als bei °D,, und zwar V,, und 
V,, um den Faktor 7,68, |M_,| um den Faktor 5,46. Dabei ist aber 
zu beriicksichtigen, daB bei 7F, nicht nur die Aufspaltung gr6Ber ist 
als bei ®°D,, sondern da8 auch die Linienbreite der Gruppe 7F,—*D, 
infolge der relativ groBen Breite der 7#-Terme wesentlich groBer als 
bei 7F,—*D, ist, so daB die schwache Aufspaltung nicht getrennt, 
d.h. W,= W, gemessen wurde}. 

Wie Fig. 11 zeigt, verschieben sich die Linien sehr stark mit sinken- 
der Temperatur, und zwar nach kleineren Wellenzahlen. Die vertikalen 
Striche bedeuten Halbwertsbreiten. Diese nehmen mit sinkender Tem- 
peratur zundchst in der bekannten Weise ab, unterhalb von 150 °K 
jedoch wieder zu, da sich hier die Differenzierung der drei verschiedenen 
Ionensorten bereits bemerkbar macht (s. auch Fig. 4). Die Maxima der 
Linien sind oberhalb von 150 °K durch die Auflésung von Photometer- 
kurven (s. Fig. 4 oben) gewonnen, die Lage der Linien ist also selbst bei 
nicht ganz getrennten Linienpaaren sehr genau bestimmt. 


Die gemessenen Linienverschiebungen sind die Differenzen zwischen 
den Verschiebungen des unteren und jeweiligen oberen Terms. Sie 
lassen sich beim Ubergang 7/,~>*D, aufspalten in die Differenz der 
Verschiebungen des einfachen unteren Terms 7/ und des Schwer- 
punktes der 3 Komponenten von *D, einerseits und die Verschiebung 
der Komponenten von *D, gegen ihren Schwerpunkt andererseits. 
Letztere liefert die Temperaturabhangigkeit der Matrixelemente. Sie 


1 Wegen der Breite und gleichzeitigen Schwiiche der Linien konnten sie aus- 
nahmsweise nicht am 6 m-Gitter, sondern nur an einem Dreiprismenapparat mit 
der Dispersion von 13 A/mm photographiert werden. 

7* 
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ist in Fig.12 wiedergegeben. Wie beim Chlorid! nehmen auch hier beim 
Bromat die Matrixelemente Vj, und V,, beim Abkihlen betragsmaBig 
ab, wihrend |V_,| und damit die Gesamtaufspaltung 2 | V,_,| zunimmt. 


21500 
om” 


Wellenzah/ A” 


50 100 150 200 250 300K 
Temperatur 


Fig. 11. Verschiebung der Absorptionslinien mit der Temperatur. Gestrichelt: Verschiebung des Schwer- 
punktes von 7F,—>5D,. Vertikale Striche: Halbwertsbreiten. Bei den tiefsten Temperaturen 
Differenzierung der drei verschiedenen Jonensorten. 


. 
Auch hier muB also eine starke Anisotropie der Temperaturkontraktion 
angenommen werden. 


Der Knick bei 83 °K in den Kurven der Fig. 12 riihrt daher, daB 
unterhalb 83 °K die zu den drei verschiedenen Ionensorten gehérenden 


Linien schon merklich aus- 
4 einandertreten, ohne jedoch 
od ed Ba bereits aufgelést zu sein 
(s. die Fig. 4). Der Bereich 
unterhalb des Knickes hat 
also fiir den Temperatur- 
gang der Matrixelemente 
keine Bedeutung. 
700 me 200-250 300°K Fig. 11 gibt auch die 
Fig. 12. Abhdngigkeit Rigs eines des elektrischen Verschiebung der Linien- 
Kristallfeldes im Term *D, von der Temperatur. gruppenschwerpunkte wie- 
der, d.h. z.B. die Verschie- 
bung des °D,-Termschwerpunkts relativ zu dem einfachen 7/-Term. 
Die Verschiebung des Termschwerpunkts von 5D, ist leider nicht zu 
bestimmen, da, wie oben gezeigt, nur eine Termkompenente von *D, 
mit 7/) unter Strahlung kombiniert. Doch ist sehr beruhigend, daB 
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1 Siehe die voranstehende Arbeit T. 
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diese eine Komponente sich mit der Temperatur ebenso verschiebt wie 
der Schwerpunkt von *D,. Da anzunehmen ist, daB die Komponenten 
sich bei *D, ebenso wie bei ®D, nur sehr wenig gegeniiber ihrem Schwer- 
_ punkt verschieben, erleiden also die Schwerpunkte von ®D, und 5D, 

dieselbe Temperaturverschiebung, wie es auch beim Chlorid der Fall 
und fir zwei Multiplettkomponenten zu erwarten ist?. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Feld im Bromat und 
Chlorid? besteht darin, daB das Matrixelement Vo, d.h. der Mittelwert 
der von den 4/-Elektronen im Zustand y,, gemessenen Feldenergie (V9) 
des nicht kugelsymmetrischen Feldanteils in einem Fall negativ, im 
andern Fall positiv ist. Wegen des ganz verschiedenen Aufbaus bereits 
der Wasserhiille in der nachsten Umgebung des Eu***-Ions (9 bzw. 
6 H,O) ist das durchaus verstandlich. 


6. Bestimmung der Phasenkonstante 6 des Matrixelementes V,_, 
und der Lage der magnetischen Dipole. 
Die Grundlage fiir diese Bestimmungen ist die Tabelle 4 mit den 
daraus folgenden Gl. (29), (30) in der Arbeit I. 
Die experimentelle Priifung der Gleichungen ergibt bei 299 °K 
folgende Zahlenwerte fiir den Ubergang 7F,>5D, (als MaB fiir die 
- Intensitat ist der f-Wert benutzt, s. Tabelle 1): 


jo = 6,0- 10°*; {2+ fS” = (0,6 + 5,4)-107°, | 


so (6) 
f2) + #5” = (4,4 +.0,6) - 107°, | 

f? { on 6 

a= a =—2i0;44, os : vitae LE (7) 


Die beiden ersten Zahlenwerte in (6) sind tatsachlich gleich, der letzte 
dagegen weicht ab. Diese Abweichung bleibt bei allen Temperaturen 
bestehen, ist also, selbst wenn man einen Fehler von +10% bei der 
Bestimmung der /-Werte fiir méglich halt, systematischer Art. Eine 
wohlbegriindete Erklarung dafiir kénnen wir nicht angeben”. Daraus 
folgen aber tiber (7) auch zwei verschiedene Werte fiir die Phasen- 
konstante 6 des komplexen Matrixelementes V,_, nach Gl. (30) der 
Arbeit I, namlich 

db = 0,70; d-) = 0,64. (8) 


1 Siehe die voranstehende Arbeit I. . 

2 Eine Erklarungsméglichkeit besteht vielleicht darin, daB die /-Werte relativ 
zu der pseudo-hexagonalen Achse bestimmt sind, wahrend die Gl. (6), (7) im 
einzelnen Sektor gelten. Jedoch gibt das sicher keinen Fehler, wenn zu der Ab- 
sorption alle Sektoren gleichmaBig beitragen. Gerade dafiir aber konnte bei den 
Aufnahmen nicht garantiert werden, wie schon die Fig. 9 beweist. Es sind also 
auch hier Experimente mit einzelnen Kristallsektoren notig. 
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Trotz dieser Diskrepanz diirfte die GréBenordnung 0 ~ 0,7 gesichee 

sein. Die Temperaturabhangigkeit des Mittelwertes é= 4 (6) + 6— a 

ist in Fig. 12 wiedergegeben. Ebenso wie der Betrag nimmt auch die 

Phasenkonstante des Matrixelementes V,_, bei sinkender Temperatur zu. 
Die Lage der beiden in 


B25 der x’ y’-Ebene liegenden 
$ magnetischen Dipole wird 
> ebenso wie die Phasenkon- 
al stante 6 aus dem _ Intensi- 
3 tatsverhaltnis zwischen y’- 
) 


: 750 x und x’-Komponente abgelei- 


Temperatur 


Fig. 13. Lage der beim Ubergang 7F, — *D, absorbierenden 
magnetischen Dipole in der x y-Ebene der Indikatrix, in 
Abhangigkeit von der Temperatur. 


tet. Nach der Theorie sollen 
die beiden Dipole aufeinan- 
der senkrecht stehen, d.h. 


der eine (yp9—>“_,) soll den- 
selben Winkel mit der x’-Achse einschlieBen wie der andere (y99—>_,) 
mit der y’-Achse, d.h. es soll sein (Bezeichnungen der Arbeit I) 


OSM): (9) 


tg?g-) = 


Die experimentellen Werte! von #—" und #) - - sind in Fig. 13 als 


Funktion der Temperatur aufgetragen. Es ergibt sich keineswegs fiir 
beide Dipole exakt derselbe 
Winkel, sondern eine merk- 
liche Abweichung und auBer- 
dem eine starke Streuung 
von Temperatur zu Tempe- 
ratur, d.h. von Aufnahme 
zu Aufnahme. Auch dies ist 
eine Folge der ,,Sektoren- 
struktur’’ des Knistalls: An 
Hand der Fig.9 und 10 iiber- 
zeugt man sich leicht, dal 
das gesuchte Intensitatsver- 
haltnis davon abhangt, wie- 
viel und welche der Sektoren 
bei der Aufnahme durchstrahlt werden. Im Mittel zeigt aber Fig. 13 
eine deutliche Drehung des ,,Dipolkreuzes‘ bei der Temperaturanderung. 


Halowertsbreite 


Fig. 14. Linienbreite als Funktion der Temperatur. Die 

Ziffern kennzeichnen folgende Linien: 1 bzw. 3 langwelligste 

bzw. kurzwelligste, 2 mittlere Komponente von *F,—» *D,. 
4 Ubergang *F, > *D,. 


7. Lintenform und Linienbreite. 
Angesichts der bei Abkiihlung beobachteten Aufspaltung der Linien 
in mehrere Komponenten ist die Definition einer ,,Linien“breite nur 


1 Das nach Gl. (9) unbestimmt bleibende Vorzeichen von #- ist willkiirlich 
positiv gesetzt. 
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in bestimmten Temperaturbereichen miéglich. Fig. 14 gibt die Tem- 
peraturabhangigkeit wieder. Die gestrichelten Kurveniste stellen die 
Gesamtbreite der beim Auseinandertreten der verschiedenen Ionensorten 
_entstehenden, aber noch nicht voll aufge- 
lésten Liniengruppen dar, haben also keine 1 
_ physikalische Bedeutung. Die ausgezo- 
genen Kurven dagegen verbinden die unter- 
halb bzw. oberhalb dieses Temperatur- 
bereiches gemessenen Halbwertsbreiten 
der vollstandig getrennten bzw. vollkom- 
men vereinigten Linien der verschiedenen 
Ionensorten. Es ergibt sich ein etwas star- 
ker als linear erfolgender Anstieg der 
Halbwertsbreite mit der Temperatur. Der 
Absolutwert der Halbwertsbreite ist wie 
A ; i Fig. 15. Linienform beim Ubergang 
bei allen Europiumsalzen sehr klein. Suga tsi nemnicatvont Minas 
Dye im Pig? 15 dargestelite Linienform © 7s Gemesener Verlanfder Absorp- 
‘ . a tionskonstanten k(v). Kreise: Aus maxi- 
ist die schon von MEYER! am NdZn- mater Absorptionskonstante k(v,) und 
Nitrat beobachtete: eine an endherte Halbwertsbreite H berechnete Disper- 
; ; : - : § sionsverteilung 
Dispersionsverteilung mit zu schwach ent- k(v) = h(v) rie hoe tee 
wickelten Fliigeln. Dabei kann noch nicht cs 
sicher entschieden werden, ob die Ab- 
weichung von der Dispersionsverteilung reell ist, oder ob beim ,,Ab- 
schneiden‘' der Absorptionslinie vom Kontinuum wahrend des Photo- 
metrierens allgemein eine Tendenz besteht, ,,zu scharf abzuschneiden™. 


1 bei 248 °K, 2 bei 156 °K. 


Géttingen, II. Physikalisches Institut. 


1 Meyer, D.: Ann. Phys. (6) 2, 330 (1948). 
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Zur numerischen Berechnung 
von Temperaturverteilungen 
in wandstabilisierten Bogenentladungen. 
Von 
GEORG SCHMITZ und WOLFGANG HECKER. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. November 1950.) 


Die ELENBAAS-HELLERsche Differentialgleichung fiir die wandstabilisierte Bogen- 

entladung [J], [2], nichtlinear von zweiter Ordnung, wird nicht mehr als ein- 

faches Energieproblem, sondern als Statinaritatsproblem des Energiestromes 

behandelt. Dadurch kann die erste Ableitung der abhangigen Veranderlichen aus 

der Differentialgleichung zum Verschwinden gebracht werden, und die numerische 

Integration der Gleichung wird wesentlich vereinfacht, wie an einem durch- 
gerechneten Beispiel gezeigt wird. 


Die Energiebilanz eines wandstabilisierten Lichtbogens, die im 
stationdren Fall die zur Wand abgeleitete Warmeleistung gleich der 
um die Abstrahlung verminderte Stromleistung setzt, laBt sich immer 
auf eine Differentialgleichung der allgemeinen Form 


on _dy| sk 2 ae ; 
: rat dxf + Crh ¥) + Cefe(y) = 0 (1) 
bringen, wobei es ganz gleichgiiltig ist, ob man den Warmeleitkoeffi- 
zienten x konstant annimmt [3], den Anteil der klassischen Warme- 
leitung durch einen Potenzansatz x =x, 7* in Rechnung bringt [4], [5], 
oder ob man alle klassischen und nichtklassischen Einfliisse beriick- 
sichtigt [6], [7]. C, und C, sind Konstanten, /, (y) und /,(y) Funktionen 
der abhiingigen Veranderlichen y. Die Randbedingungen fiir die Diffe- 
rentialgleichung (1) lauten: 
ay 


x Te ——f f 
: ax 0, 


x=1: y —_ Vy == CORSE. 


Durch quadratische Substitution « —=(C,/4) x2 laBt sich (1) auf ein 
Anfangswertproblem transformieren [2). Man erhalt mit C,/C, =k 


d dy : 
iu ("Gut +O) + FAQ) =0 (2) 
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mit den Anfangsbedingungen 


dy 


“Z—O> y= ; —= 
7 Yo du 


— hf, (¥o) — 8 fa (vo) - 
An der Stelle y=y, ergibt sich 4u,—=C,. 

Die Differentialgleichung (2) stellt gegeniiber (1) schon eine bemer- 
kenswerte Vereinfachung dar; wie bisher vorliegende Ergebnisse aber 
beweisen [3], [5], laBt sie sich gleichwohl nur unter ziemlich groBem 
Zeit- oder instrumentellen Aufwand numerisch integrieren. 

Zu einer wesentlich einfacheren Differentialgleichung kann man 
jedoch gelangen, wenn man zunichst den Warmestrom betrachtet [8]. 
Mit dem Potenzansatz x =x,7™* fiir die Temperaturabhangigkeit des 
klassischen Warmeleitvermégens erhalt man fiir die zur Wand ab- 
flieBende Warmeenergie J im Abstande y von der Bogenachse den Aus- 


druck 
7 OO Rs 
J =— 207 %—- : (3) 


Es 14Bt sich nun fiir jede vorgegebene Achsentemperatur 7) eine Funktion 


G(T) =m f TeaT =, (T4874) (a) 
if f 
so vorgeben, daB = = rs {x9 77} [7]. Dann lautet Gl. (3) mit @eR=r 


(R Rohrradius) und z = In sa o” (D, eine spater noch zu interpretierende 
Konstante) 


Im stationaren Fall mu8B nun in jedem ringformigen Volumenelement 
von der Dicke r,—r,—Ar die Anderung des Warmestromes aus der 
Differenz von elektrischem Energiestrom und StrahlungsfluB bestritten 
werden. Mit © als Feldstarke, 7(T) als Stromdichte und s(T) als 
Strahlungsdichte erhalt man 

— 42 [(Z),—(ae))] = 27 Re (EF —9) de 


5 D 
bzw. unter Beriicksichtigung von z=In m o” und nach dem Ubergang 
zur Grenze 


G(T) : R?* ¢(€-i(T)—s(T)). (6) 


eUa 


Uber die Sana-Gleichung [9], den Ansatz s(T)=Bnge '* 
(e = elektrisches Elementarquantum, e = Basis der natiirlichen Log- 
arithmen) fiir die Strahlungsdichte [7] und unter Beachtung von (4) 
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gewinnt man aus Gl. (6) nach einfacher Rechnung 
1+a fag Ua = 1 
oe ee [D,o-r¢ Uj? Di fee ** | 
dz* D, | (7) 


mit den Konstanten 


| 


1+a R2 G2 pt b,° 7,64° 1019 RL 


+ —« syl+a 
~o ae 


dD 


ita R*Bpk' 


%o (e U;)'** 


D,= 


Bemerkt man weiter, daB 


= qzpite Pe: F dpte| i @pit det 
aetivsr a) dies [© atem®? 7 atey (8) 
und daB man immer 
1 (8) =o (8%); fo(0) = p2(?'*7) 
setzen kann, so hat man schlieBlich die Gleichung 
ad 1+z ; ; 
ae ~¢ |p MO) nO) =O G;0"%) (9) 


zu integrieren. Als Anfangsbedingungen ergeben sich 
e&=O: Pte — Ht 
und durch Einsetzen der Identitat (8) in (9) 


agit 
d {e*} 


a (05°) — 9 (OF); 
1 


v= a, 
ebenso kann man sich auch 


ae te 
d (er? fir C= 0 
verschaffen. 
Eine TayLor-Entwicklung an der Stelle e* =0 liefert fiir die Um- 
gebung dieser Stelle die Funktionswerte #'**(e*) an den in z aquidi- 


stanten Stellen 


I+a, l+a, l+a,. l+a 
a 0,3 ’ a > dv, of 


n—3? 


wobei im allgemeinen <0 genommen werden kann. Fiir die weitere 
Rechnung stehen die Formeln 


Bri =O," + O23 — O25 +4 (5D, +20, 1,450, 2), 
sowie 


Oat = 20,77 —Ott + 4 (O,,,+100,4+0,_,) 


+ > ow mwey 
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zur Verfiigung, von denen die erste eine Extrapolation, die zweite ihre 
iterativen Verbesserungen liefert [70]. Da die Funktion @ (z; 9'+*) nach 
einigen Schritten so klein wird, daB sie auf den Verlauf der Rechnung 
keinen Einflu8 mehr hat, geht die Integralkurve nach Gl. (9) schlieBlich 
in eine Gerade iiber (Fig. 1). 
Wenn zudem, wie es auch fiir die maschinelle Integration uner- 
laBlich ist, die Funktionen q, (#'**) und ,(#'**) bzw. der Ausdruck 


= Q2(0'**) —@,(9'~*) in einer graphischen Darstellung vorliegen, 1aBt 
1 


sich die Integration von (9) schnell und 


008 
ohne groBe Miihe mit der Rechenmaschine zt 
durchfiihren. 
% 496 IN 
3 
s 
§ 904 
5 
8 
z 002 \ 
0 05 10 
_ Abstond von der Rohrachse 
O=~ hadius des Rohres 
Fig. 1. Fig. 2. 


Fig. 1 gibt #** als Funktion von z und Fig. 2 die dazugehorige 
Temperaturverteilung # iiber den Rohrradius. Dabei wurden 


1S o® 


Ca-4- D, 


und die reduzierte Achsentemperatur mit #,=0,077 vorgegeben. 
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Ein Lichtbogen fiir hohe Leistungen. 


Von 
H. MAEcKER, Kiel. 


Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. November 1950.) 


Es wird ein Lichtbogen beschrieben, der im wohldefinierten Kanal eines Wasser- 
wirbels brennt. Die Belastbarkeit dieses Bogens ist auBerordentlich hoch. Bis 
jetzt konnten folgende extreme Bedingungen erzielt werden: Kanaldurchmesse1 
1,4 mm, Lange 13 mm, Stromstarke 250 Amp, Feldstarke 240 V/cm, Leistung fiir 
1 cm Sdulenlange 60 kW/cm, Temperatur 35000° K, Stromdichte 17000 Amp/cm?. 
Die Temperatur und Elektronendruckbestimmung kann durch Ausmessen einer 
Spektrallinie durchgefiihrt werden. Aus diesen und anderen Griinden ist der 
Bogen fiir spektroskopische Messungen besonders geeignet. Verwendet man als 
Elektrode eine durchbohrte Platte, dann schlieBt das aufgeheizte Plasma aus dem 
Kanal durch die Plattenbohrung hindurch und bildet einen nicht stromfihrenden, 
geschlossenen Plasmastrahl von vielen Zentimeter Lange, der fiir Plasmaunter- 
suchungen von Interesse ist. 


I. Einleitung. 

Fur die Mehrzahl quantitativer spektroskopischer Untersuchungen 
bendtigt man eine Lichtquelle im thermischen Gleichgewicht, weil nur 
dann die physikalischen Zusammenhange theoretisch zu iibersehen 
sind. Fiir niedrige, vom Grundzustand ausgehende Ubergange kommen 
dafiir die Flamme und der KinGsche Ofen in Betracht. Zum Studium 
héherer Ubergiinge mu8 man dann schon zum elektrischen Lichtbogen 
iibergehen, der aber eine Reihe unerwiinschter Eigenschaften hat: Er 
brennt ungleichmaBbig, nicht rotationssymmetrisch, auch bei vertikaler 
Stellung, weil er der oberen Elektrode ausweichen muB!; seine Lange 
ist nur in kleinen Grenzen variabel, weil der Bogen bei zu groBer Elon- 
gation an der oberen Elektrode entlang wandert und schlieBlich ver- 
lischt. Auch die Temperaturmessung ist nicht ganz einfach, noch viel 
weniger die Bestimmung des Elektronendrucks. Was der Spektro- 
skopiker braucht, ist ein heiBes Gasvolumen mit einstellbarer und leicht 
meBbarer Temperatur und Elektronendichte, dessen Ausdehnung in 
einer Richtung groB genug ist gegeniiber der dazu senkrechten Rich- 
tung, um die optische Tiefe kontrollieren zu kénnen. Ein wesentlicher 
Schritt in dieser Richtung ist der wirbelstabilisierte Bogen (oder WAlz- 
bogen), der in einem laingeren Rohr brennt2. Das Gas im Rohr rotiert, 


1 HAGENAH, W.: Z. Physik 128, 279 (1950). 
* SCHONHERR, O.: Elektrotechn. Z. 29 (1908). 


Ein Lichtbogen fiir hohe Leistungen. 109 


so daB die heiBe, leichte Bogensaule durch die Zentrifugalkrafte (eigent- 
lich: zentripetalen Auftriebskrafte) in der Achse des Rohres stabilisiert 
wird. So ist bereits das ruhige Brennen, die Rotationssymmetrie, die 
groBe Langenvariation und die sehr verschiedene Ausdehnung in zwei 
zueinander senkrechten Richtungen erreicht. In dieser Form hat der 
Bogen schon zahlreiche Anwendungen gefunden, auch auf spektro- 
skopischem Gebiet. So hat z.B. Verfasser! am_ wirbelstabilisierten 
Stickstoffbogen, derin einem doppel- 
wandigen, wassergekiihltem Quarz- 
rohr von 100 mm Lange und 10 mm 
lichter Weite brannte, durch Quer- 
und beiderseitige end-on-Beobach- 
tung das Kontinuum von frei-frei- 
Ubergangen in Abhangigkeit von 
Temperatur und Elektronendruck 
gemessen. Nachteilig bei diesem Bo- 
gen ist immer noch die Unsicherheit 
in der Gaszusammensetzung, weil 
das Wirbelgas mit dem Elektroden- 
dampf vermischt ist. Hier schafft 
eine Konstruktion Abhilfe, bei der 
das Wirbelgas in der Mitte des Roh- 
res zugefiihrt wird und nach beiden 
Seiten auf die Elektroden zustrémt. 
Dadurch wird das Eindringen des 
neutralen Elektrodendampfesin das Fig. 12 u. b. a Wirbelstabilisierung mit tangen- 
‘ tialen Mittelzufiihrungen. b Wirbelstabilisierung 
Rohr verhindert, so daB nur noch mit geneigten tangentialen Mittelzufiihrungen. 
geringfiigige Verunreinigungen durch 
Ionenwanderung entstehen kénnen. Die Ausfiihrung kann entweder nach 
Fig. 1a durch tangentiale Zufiihrungen oder besser nach Fig. 1b durch 
Zufiihrungen, die in den Tangentialebenen geneigt sind, gemacht werden. 
Die Temperatur dieses Bogens ist in erster Linie durch die Warme- 
leitfahigkeit und die Ionisierungsspannung nach der ELENBAAS-HELLER- 
schen Differentialgleichung festgelegt und kann bei gegebenem Rohr- 
durchmesser nur in engen Grenzen durch Anderung der Stromstarke 
variiert werden. Aber auch die Stromstarke ist nach oben begrenzt 
durch die endliche Temperaturfestigkeit des Rohrmaterials (bei er- 
wahntem Quarzrohr von 10mm % konnte der Bogen mit 70 Amp 
betrieben werden). 
Eine groBere Variationsméglichkeit fiir die Bogentemperatur vor 
allem nach oben hin kann aber durch auBere Kiihlung, d.h. durch Ein- 
engung des Bogens erzielt werden, wozu allerdings kein fester Isolator 


1 Marcxker, H.: Z. Physik 114, 500 (1939); 116, 257 (1940). 
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die notwendige Hitzebestaindigkeit besitzt. Im folgenden soll nun der 
wasserstabilisierte Bogen beschrieben werden, der unserem Ideal einer 
spektroskopischen Lichtquelle schon recht nahe kommt, indem er durch 
Anderung des Rohrdurchmessers und der Stromstarke ein ziemlich 
groBes Temperaturintervall zu iiberstreichen gestattet und dazu noch 
verhiltnismaBig einfache Médglichkeiten zur Temperatur- und Elek- 
tronendruckbestimmung aus seinem Spektrum bietet. 


IT. Der Rohrbogen. 


Wenn man am Prinzip der Stabilisierung durch Wirbel festhalt, 
aber durch die tangentialen Zufiihrungen an Stelle des Gases Wasser 
einstroémen laBt, dann legt sich 
aera ‘ He das Wasser als diinne Haut von 
einigen 1/,,mm Dicke auf die 
Innenwand des Rohres und 
schiitzt dadurch das Rohr vor 
der Hitze des Bogens. Das Rohr 
yt hf kann dann sogar aus Glas sein, 
— on ohne daB auch bei hohen Be- 
lastungen eine Gefahr besteht. 

Fig. 2. Schematische Darstellung des Rohrbogens. Die Einzelheiten einer bewahr- 
ten Konstruktion mégen an 
Fig. 2 (s. auch Fig. 7) erlautert werden. Die Wasserzufiihrung tritt aus 
einem Rohr tangential in den Manteleines flachen, fast ganz geschlossenen 
Zylinders ein und bewegt sich in Spiralbahnen auf die Achse zu. Die 
Endflachen dieser Zylinder-,,Turbine‘‘ haben zentrische Offnungen zur 
Aufnahme der Rohre. Sobald nun das Wasser den Radius der Rohre iiber- 
schritten hat, wird es durch die Zentrifugalkrafte zur Seite gedriickt und 
erhalt zu seiner Rotationsgeschwindigkeit noch eine Komponente in 
achsialer Richtung nach auBen. Es schraubt sich daher als diinne Haut 
auf der Innenwand der Rohre den Enden zu und verlaiBt sie auf einem 
diinnen Wasserkegel. Der halbe Offnungswinkel dieses Kegels ergibt sich 
aus der Uberlegung, daB eine Strémungslinie des Kegels die Resultierende 
aus der Achsialgeschwindigkeit und der tangential gerichteten Rotations- 
geschwindigkeit ist. DemgemaB ist der tg des halben Offnungswinkels 
etwa gleich dem Verhiltnis der beiden Geschwindigkeiten. Bei ver- 
schiedenen Ausfithrungsformen des Bogens lag dieser Winkel immer 
iiber 45°. Der Kegel kann durch geeignete Auffiinger, die an den 
Elektrodenhaltern befestigt sind, erfaBt und das Wasser nach unten 
abgeleitet werden. Die innere Oberflaiche des Wassers im Rohr ist vollig 
glatt, auch iiber die Turbine hinweg. Bei sehr geringen Langen geht 
diese Bogenform in die von GERDIEN! angegebene iiber. 


} . 
CMM 
MMMM 


1 GerpDIEN, H., u. A. Lotz: Wiss. Verdff. Siemens-Werk 2, 489. 
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III. Der Kanalbogen. 
Man kann die Befiirchtung hegen, daB bei sehr kleinen Rohrdurch- 


_ messern von wenigen Millimetern die diinne Wasserhaut stellenweise 
i verdampft oder ihre Schraubenbewegung durch die bei hohen elek- 
_ trischen Leistungen entstehenden Drucke und Strémungen gestort wird. 


Dadurch ware wieder das Rohrmaterial wegen mangelhafter Kiihlung 
gefahrdet. Es ware daher wiinschenswert, wenn man den Bogen in 
einem Kanal brennen lassen kénnte, der nur von massivem Wasser 
umgeben ist, etwa wie der Kanal im Badewannenwirbel. Die Reali- 
sierung dieses Gedankens liegt in kleinem MaBstab bereits bei der 
oben besprochenen Turbine vor: Zwi- 

schen den Endflachen der Turbine ist Soe ron Tarbine” 

der Bogenkanal von massivem Wasser | fo 
umgeben. Es liegt daher nahe, fiir 
extreme Leistungen die angesetzten 
Rohre tiberhaupt fortzulassen und dafiir 
die Turbine langer zu gestalten. Die 
Entwicklung fiihrt zueiner Ausfiihrung, 
wie sie aus Fig. 3 wohl ohne weitere Er- 


lauterung hervorgeht. Fiir den Wasser- eich 
ablauf ist hier die Adhdsion des Was- Fig. 3. Schematische Darstellung des 
sers ausgenutzt worden, indem namlich ea Porc. 


die Endplatten auBen eine Form ahn- 

lich der eines TelephonhGrers erhalten haben, so daB das Wasser 
haftend daran entlang gleitet bis zuriick auf die Oberflache des Mittel- 
zylinders, wo es hinter den Endplatten abflieBen kann, Das Profil 
wahlt man zweckmaBig so, daB sich entlang der Tangente am Loch in 
der Endplatte (Projektion einer Stromlinie auf die Endplatte) die 
Kriimmung der Schnittkurve stetig verkleinert, anfangend mit einer 
Neigung von 45° gegen die Achse. Bei dieser Konstruktion vermeidet 
man die oft stérenden Auffanger. Wenn man den Mittelzylinder aus 
Trolitul fertigt, kann man den Bogen auf seiner ganzen Lange beobachten 
und auch Spektralaufnahmen bis 3000 A machen. Fiir noch kiirzere 
Wellenlangen mu8 ein Quarzfenster eingebaut werden. 

Dieser Kanalbogen miiBte eine fast unbegrenzte Belastungsfahigkeit 
haben, da bei zunehmender Leistung nur immer mehr Wasser ver- 
dampft werden kann, das aber in reichlichem Mae nachgeliefert wird. 
Eine Grenze der Belastung ist erst dann denkbar, wenn die Strahlung 
des Bogens imstande ist, die Endplatten trotz der intensiven Wasser- 
kihlung zum Schmelzen oder bei Verwendung von Kohle zum Subli- 
mieren zu bringen, also in diesem Falle auf 4000° K aufzuheizen. 

Die Elektroden fiir beide Bogenausfiihrungen wahlt man zweck- 
maBig recht dick und versieht sie mit einer weiten achsialen Bohrung, 
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damit der Bogenansatz auBerhalb der optischen Achse liegt und be- 
queme end-on-Beobachtung méglich ist. Zur Ziindung des Bogens fihrt 
man eine diinne Kohle oder Metallstange durch eine Elektrode hin- 
durch bis zur anderen und zieht daran den Bogen zuriick. Bei sehr 
engen Kanalen verwendet man, ohne das Wasser zu beriihren, einen 
Stahldraht, der dann schnell von selbst abbrennt. Bei Beachtung ge- 
nauer Rotationssymmetrie der ganzen Anordnung brennt dann der 
Bogen sehr ruhig unter gleichmaBig zischendem Gerausch. 


IV. Berechnungen zur Wasserfithrung. 


Die Strémungsverhaltnisse in der Turbine des Rohrbogens und im 
Kanalbogen kann man zunachst bei Vernachlassigung der Reibung 
leicht tibersehen: Bezeichnet man mit #,; den 
absoluten Druck in der Zuleitung, mit #, 
den Druck, mit dem die Zentrifugalkrafte 
des rotierenden Wassers auf die Eintritts- 
o6ffnung wirken, und mit #; den Druck auf 
die innere Oberflache des Kanals, dann mu8 
sein (Fig. 4): 


T% dr 


——_— 


v=0, (1) 


NS 


Fig. 4. Zur Turbinenrechnung. PL =A p: ar p, oF 


wobei @ die Dichte und v, die Eintrittsgeschwindigkeit des Wassers ist. 
Ein Wasserring der Dicke dy und der Héhe A an der Stelle 7 erzeugt, 
wenn er sich mit der Bahngeschwindigkeit v dreht, nach auBen einen 
Druck 


bp eo RT yy (2) 


r-2rah r 


2 

p (r) =0 | : adr (3) 
Wegen der Erhaltung des Drehimpulses ist 

PVT Vl 1.9, 
also ie 

8 peeks a 1 1 
p.(r) = overs | 3 ar= = Ua? v <7 (5) 

= : oO r 
Fir r=,r, wird ,= A v5 + —1} und mit Gl. (4) 


1 


> # 2("* 0 2 0 12 
Pr 2 Ya\ 2 prs Lat 3 2 v= PL- Pt =e 
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ferner mit Gl. (4) 


also 
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Danach kann die Bahngeschwindigkeit an der inneren Oberflaiche nur 
durch den Druck, nicht aber durch Formverinderung der Turbine 


beeinfluBt werden. 

Fir kleine Kanaldurchmesser 
ist diese reibungsfreie Rechnung 
sicher nicht mehr ausreichend. 
Vielmehr mu8B man beriicksich- 
tigen, daB ein kleiner, schnell 
rotierender Ring einen Teil seines 
Drehimpulses an den benachbar- 
ten gréBeren Ring durch Reibung 
abgibt, so daB sich in der Mitte 
ein Gebiet mit etwa konstanter 
Winkelgeschwindigkeit 
ausbildet, wahrend auBen weiter- 
hin v-7 konstant bleibt?. 


wr=vr 


Winkelgeschwindigkeit wW—= 


konstanter 
Drehimpuls 


konstante 
Winkelgeschwindigk. 


§ 


Abstand r von der Achse—> 


Fig. 5. Zum Ansatz fiir die Winkelgeschwindigkeit 


uber den Turbinenradius. 


Setzt man daher naherungsweise an (Fig. 5): 


U; 


O,=— zwischen 7; und 7,,, (8) 
i 
w4=-%,* — zwischen 7,, und 7, (9) 
z ah 
und 
O,=O4 be 7 7 (10) 
dann wird nach Gl. (3), (8) und (9) 
Tm Pr 
jen [rar tour [str | 
ae 
= Yh pe oay el ih pee } (14) 
= 3 mM) +, ala — a) | 
Ne a(t 4 ace ve (“ = 
P= 2% lA ) 2 al 2 }; | 
wobei nach Gl. (8), (9) und (40) 
Uj = Ug’ a 
V5 Pe, : 


= Wren-Haros: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 4, Teil 1, S. 131. 1934. 
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Lochdurehmesser 


in Endplatten 


in mm 
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also 


ist. Andererseits soll sein 
0 
b,=b1—hi— >t - (1) 
Daraus wird mit Gl. (11): 
b1—b; = v3 (2 “2 1). (12) 


Konnen die GréBen 0, v;, 7;, Vz, %2, Py, und p; gemessen werden, dann 
laBt sich nach Einsetzen der MeBwerte in Gl. (12) aus dem MaB der 
Ubereinstimmung beider Seiten aussagen, wie weit der Ansatz Gl. (8), 
(9) und (10) die wahren Verhaltnisse beschreibt. 

Fir einen Kanalbogen nach Art der Fig. 3, an dem die Messungen 
vorgenommen wurden, galten folgende gemeinsame Werte: 


p=1- cn”; by — pj = 2,33 ati; p; = 1atm. 


Der Kanaldurchmesser 27; wurde mit dem Mikroskop gemessen. Die 
Eintrittsgeschwindigkeit v, ergab sich aus dem je sec abflieBendem 
Wasservolumen V, dividiert durch den Querschnitt g der Eintritts- 


offnung. Die Geschwindigkeit an der Oberflache des Kanals v;, bzw. 


die Drehzahl 1, = wurde fiir groBe Kanaldurchmesser und ent- 


sprechend kleine Drehzahlen an einem leichten, in den Kanal passenden 
Zylinder mit Spitzenlagerung durch stroboskopische Messung bestimmt. 
Fir diinne Kanale und hohe Drehzahlen zeigte der Ton, den eine diinne, 
in den Kanal eingefiihrte Zelluloidfaser abgab, die Frequenz an. Die 
Daten und Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 


Tabelle 1. 


my in ati 


je sec 


2r; in mm 
in atti 
Wie vor 

fir o~w tir? 
in atti 


Wie vor 


2ra in mm 


leitungsdruck 
nach Gl. (12) 
in ati 


Kanaldurchmesser 
AuBendurchmesser 


fiir 


Einlaufquerschnitt q 
in cm? 
Berechneter Wasser- 
Wie vor berechnet | 


Bahngeschwindigkeit 
Bahngeschwindigkeit 


| 11,4 26 aSfe1 Osa | 201 0,142 1430 
7 


1,48 1,03 4,3 | 2,44 
7.0 26 262 578 170 0,142 1205 47 |) O75 9,4 | 2,42 
4,0 26 314 395 132 | 0,042 957 3,22 | 0,46 18,6 2,38 
oi a5 475 488 43 0,071 605 13,6 O18 20,8 3,05 
25 35 605 446 35 0,071 490 22,2 0,12 26,9 3,16 
1,4 35 |} 7G0 305 28 | 0,071 386 29,5 0,07 48,6 2,96 | 


rm 


| 


Gemessener Wasser 
leitungsdruck 


2,3 
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Die Ahnlichkeit der Spalte 12, die die Zahlenwerte fiir die rechte 
Seite der Gl. (12) enthalt, mit der linken Seite p, —f, = 2,33 atti beweist 
die Brauchbarkeit der gemachten Ansiitze. Hatte man ohne Reibung 

_ mit konstantem Drehimpuls gerechnet (v-r—=v,-r,), dann wiren die 
_ zu groBen Drucke der Spalte 11 entstanden. Auch ein starr mit der 
~ inneren Winkelgeschwindigkeit rotierender Zylinder (sehr groBe Reibung) 
hatte die ebenfalls zu hohen Drucke der Spalte 9 ergeben. Die gleiche 
Rechnung mit der duBeren Winkelgeschwindigkeit @, fiihrt dagegen 
auf viel zu kleine Drucke (Spalte 10). Nachdem sich der gemachte 


a gS 10 ™ F5cem 
7; Abstand r von der Achse —~ 


Fig. 6. Die Druckzunahme in der Turbine fiir verschiedene Kanaldurchmesser, berechnet mit den 
gemessenen Konstanten nach Gl. (11). 


Ansatz als der beste erwiesen hat, kann man nach Gl. (11) durch Inte- 
gration von 7; bis den Zentrifugaldruck #, (rv) in jeder Stelle y berechnen 
und zeichnen. Wie Fig.6 fiir mehrere Innenradien und zwei verschiedene 
AuBenradien zeigt, steigt der Druck besonders bei kleinen Durchmessern 
schnell von der Kanaloberflache her an, was dem Kanal eine hohe 
Stabilitaét verleiht. Wird der allgemeine Gasdruck #; variiert, so andert 
sich nichts an der Form des Kanals, sondern gemaB unseren Berech- 
nungen nur an den Geschwindigkeiten. Wenn dagegen, wie es bei 
intensiven Bégen vorkommt, der Druck in der Mitte des Kanals groBer 
ist als an den Enden des Kanals, dann tritt eine Kanalaufbauchung 
in der Weise ein, daB die Druckerhéhung im Kanal gleich dem Druck- 
verlust wird, den der Zentrifugaldruck durch die Vergr6Berung des 
Kanalradius 7; erleidet. Der Druck in dem rotierenden Wasser wird also 
nicht durch eine Kanalaufbauchung beeinfluBt. Daher kann man an den 
Kurven der Fig. 6 zu jedem durch Aufbauchung entstandenen Radius 
direkt den im Kanal herrschenden Druck ablesen. 
ta 
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V. Eigenschaften des Lichtbogens. 


Der Bogen brennt bei groBen Kanaldurchmessern als diinnes, 2 bis 
3mm starkes Band von rotblauer Farbe, genau in der Achse (Fig. 7). 
Der Kanal wird vom Bogen bei weitem nicht ausgefiillt, auch nicht 
bei hohen Stromstirken. Erst bei Kanaldurchmessern von 4mm und 
darunter, und bei Stromstarken bis 250 Amp ers« heint der Kanal weit- 
gehend vom Bogen erfiillt. Die Strom-Spannungs-{ harakteristiken sind 
bei kleinen Stromstirken, wie iiblich, fallend und verlaufen dann bet 
Kanaldicken tiber 5 mm horizontal, bei kleineren Querschnitten 


dagegen steigend. Die Feldstarke im Bogen steigt mit abnehmendem 


Kanaldurchmesser zu sehr hohen Werten an. Der bis jetzt gemessene 


g.7. B g g 
Extremwert erreicht eine Feldstarke von 240 V/cm bei einem Kanal 
von 1,4 mm und 13 mm Lange und einer Stromstarke von 250 Amp. 


(Uber Einzelheiten der Charakteristikenmessung wird in Kiirze berichtet 
werden.) Die umgesetzte Leistung auf 1cm Bogenlange ist dann 
60 kW/cm oder auf 1 cm*® bezogen 1300 kW/cm*. Diese hohe Leistung 
wird zu einem wesentlichen Teil dazu verbraucht, um Wasser von de1 
Kanaloberflache zu verdampfen, zu dissoziieren, zu ionisieren und das 
so entstandene Plasma auf die vorhandene Temperatur aufzuheizen. 
Durch diesen ProzeB wird natiirlich eine groBe Gasmenge laufend neu 
erzeugt, die den Druck im Kanal erhéht und eine Kanalaufbauchung 
bewirken kann. Da aber fiir eine nennenswerte Kanalaufweitung nach 
ig. 6 schon ein relativ hoher Druck erforderlich ist, konnte eine solche 
erst bei den vorerwahnten, extremen Betriebsbedingungen nachgewiesen 
werden. Andererseits treibt dieser Druck das Plasma aus beiden Kanal 
offnungen heraus. Man sieht daher bei weiten Kanidlen aus den achsialen 
Elektrodenbohrungen fahlgelbe Knallgasflammen heraustreten, wahrend 
bei engen Kanalen ein Plasmastrahl von vielen Zentimetern Lange 
herausschieBt, der genau die Achsenrichtung beibehalt und sich nicht 
mehr um die Lage der Elektroden kiimmert. Nur muB der elektrische 
Kontakt zwischen dem Plasmastrahl und den Elektroden gewihrleistet 
sein, genau wie bei zwei sich beriihrenden Leitungsdrihten. Dies kann 


man zeigen, wenn man die Kanalachse gegen die Achse der Elektroden 


Ss 
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verdreht (Fig. 8). Dann verlischt der Bogen, sobald der Plasmastrahl 
nicht mehr die Kohlen beriihrt. Man kann den Plasmastrahl auch 
nicht-stromfiihrend machen, wenn man ihn durch eine durchbohrte 
Plattenelektrode treten laBt. Dann haben wir es mit einem reinen, 
ungestorten Plasma im v6lligen thermischen Gleichgewicht zu tun, das 
fast nur aus Elektronen und Protonen besteht. Denn nur?! , des Plasmas 
sind Sauerstoffionen. 

Diese Beobachtungen zeigen, daB wir bei diesen Hochleistungsbégen 
eine starke achsiale Komponente des Energietransportes haben und 


Fig. 8. Brennender Kanalbogen, 4 mm lichte Weite, 4 cm Lange, etwa 200 Amp. 


Kanalachse gegen Kohlenachse geneigt 


die ELENBAAS-HELLERsche Differentialgleichung hier keine Anwendung 
finden darf, weil sie nur einen radialen Energietransport erfaBt. Von 
einer Theorie des Hochleistungsbogen, die auf den Elementarprozessen 
aufbaut, sind wir noch weit entfernt, jedenfalls miiBte der Strahlungs- 
diffusion der Lymanstrahlung und der durch die energiereiche Ioni- 
sations- und Dissoziationsprozesse vervielfachten Warmeleitung ein 
wichtiger Platz eingerdumt werden. Auch beim Stromtransport tritt 
ein neuer Gesichtspunkt auf, der sich zu diskutieren lohnt. Bei einem 
ausreichenden Ionisationsgrad namlich wird die Beweglichkeit nicht 
mehr durch den Wirkungsquerschnitt Q der neutralen Teilchen allein, 
sondern auch noch durch den der Ionen gegeniiber den Elektronen Q 
bestimmt. Da nun nach GvosDOVER u.a.! die Elektronenbeweglich- 
keit b- mit der Ionendichte N* (— Elektronendichte n,) abnimmt, die 
transportierte Ladung aber mit der Elektronendichte in gleichem Mabe 
zunimmt, wird die Stromdichte praktisch unabhangig von det Elek- 
tronendichte und bleibt nur noch eine Funktion der Temperatur 7. 


1 RoMPE u. STEENBECK: Ergebn. exakt. Naturw. 18. 
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Im einzelnen ist 
4=e°H,"0 -S, 


3kT | ; ee oe 
Mig ¢ NOQ+NtQ*’ 


nn ager 


/ N* = 
+ ie ee eee 
Mo 2 (kT)? - 


6- = ; w= 


2 e nt ' 
Kann man nun NVQ gegen N*Q* vernachlassigen, dann kiirzt sich , 


gegen N* nach Einsetzen fort und es wird 


e-¢& 


or | 5 m, kT : 


= 


also allein abhaingig von T und ©. Fiir die verbleibende sehr geringe 
Abhangigkeit von der Elektronendichte (dritte Wurzel unter dem log!) 
geniigt eine gréBenordnungsmaBige Abschatzung. Fiir die Stromstarke J 
als Integral der Stromdichte tiber den Querschnitt ergibt sich dann 


R 
J =2x fi(fi) rae. 
0 


Setzt man fiir 7(7,) eine Rechtecksverteilung an, dessen Breite man 
aus dem beobachteten Bogendurchmesser entnehmen kann oder bei 
groBen Stromstarken dem Kanaldurchmesser gleichsetzt, dann ist 


J = 2 sar RE (kT)! 
9 <- e) 
e] 3m, In se 


oder, wenn man den Bruch naherungsweise gleich const setzt, 


ms # s 
kT! = const - ©. R° (13) 


Das 7 unter dem log beriicksichtigt man durch einmalige Iteration. 
Mit dieser Formel kann man die Temperatur in Plasmabégen naherungs- 
weise bestimmen, vorausgesetzt allerdings, daB sich die rein theoretische 
GvospovER-Formel als richtig erweist. Fiir den erwahnten Extremfall 
findet man eine Temperatur von 35Q00° K. 


VI. Das Spektrum. 

Das Spektrum des Bogens zeigt unter normalen Bedingungen (Fig.9) 
oben die BALMER-Serie und einige neutrale Sauerstofflinien. Ganz_ 
schwach angedeutet sind die OH-Banden und einzelne H,-Linien. Die 
BatMeER-Linien sind stark verbreitert und gehen schon hinter H , bis H, . 
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ins Grenzkontinuum iiber, je nach Belastung. Aus den BALMER-Linien 
laBt sich Temperatur und Elektronendichte auf verschiedene Weise 
ermitteln. Die Linienverbreiterung ist eine statistische Starkeffekt- 
aufspaltung in den elektrischen Feldern zwischen den Ionen und Elek- 
tronen. Sie ist daher direkt ein MaB fiir die Elektronendichte (Ho.ts- 
MARK’). Wegen der Verkniipfung der Elektronendichte mit der Tem- 


peratur durch die SAHAsche Gleichung ist damit auch die lFemperatur 


Fig Spektren € sk gens, 2,4 mm Stromstarken von 90 bis 200 Amp 


bekannt. Aus der Form eimey BALMER-Linie ]aBt sich also Elektronen- 
dichte und Temperatur ermitteln. 


Bei nachweislich optisch diinner Schicht fallt die Intensitat in der 
3ALMER-Serie von H, bis einschlieBlich Grenzkontinuum nach der 
30LTZMANN-Verteilung ab, woraus sich eine weitere Moglichkeit zur 
Temperaturmessung und tiber die SAHA-Gleichung zur Elektronendruck- 
messung ergibt. 

3ei nachweislich optisch dicker Schicht (end-on-Beobachtung) in 
einer Linie ist ihre Héhe gleich der der KrRCHHOFF-PLANCK-Funktion 
von Bogentemperatur, so dal eine Absolutmessung in der Linienmitte 
die dritte unabhangige Methode zur Temperatur- und Elektronendruck- 
messung darstellt. (Auch iiber diese Messungen wird noch ausfiihrlich 
berichtet werden.) 

Bei hohen Belastungen, d.h. bei Temperaturen tiber 20000" treten 
die BALMER- und neutralen Sauerstofflinien mehr und mehr zuriick 


und werden von den Linien des ein- und mehrfach ionisierten Sauerstoffs 


1 UnsOitp, A.: Physik der Sternatmospharen, 5. 150 Berlin: Springer 1938 
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abgelést (Fig.9 unten). Hier versagen die aufgezahlten Temperatur- 
meBmethoden, weil die BALMER-Linien zu schwach werden und die 


Empfindlichkeit der Methoden mit steigender Temperatur schnell ab- 
E 


sinkt. |Der iiberall auftretende Term e *! nahert sich fiir hohe Tem- 


peraturen dem Wert 1.) Hier hilft nun eine andere von R. W. LARENZ und 
H. Bartets! angegebene Methode: Die Intensitat jeder Spektrallinie 
durchliuft mit steigender Temperatur ein Maximum und zwar dort, 
wo die steigernden Faktoren: BortzMANN-Faktor und KIRCHHOFF- 
PLANCK-Funktion kompensiert werden durch die Abnahme der Teilchen- 
zahl, die auf Ionisierung (bei Molekiilen Dissoziation) und Gasverdiinnung 
zuriickzufiihren ist. Uberschreitet nun die Achsentemperatur 7, des 
Bogens die Temperatur T,,,,, bei der die Spektrallinie ihre Héchst- 
intensitat erreicht, dann bildet das emittierende Gebiet — iibertrieben 
gesprochen — einen Ring, in dessen Seele die Temperatur T,,,, herrscht. 
Von diesem Fixpunkt aus kann nun der ganze Temperaturverlauf nach 
oben und unten aus dem radialen Intensitatsverlauf der Spektrallinie 
erschlossen werden. Fiir die BALMER- und neutralen Sauerstofflinien 
liegt J,,, bei 16000 bis 17000° K und fiir die O*-Linien bei etwa 
31000° K. Auch bei dieser Methode kann in giinstigen Fallen die Aus- 
wertung eimer Spektrallinie zur gesamten Querverteilung der Temperatur 
im Bogen fihren. 


VII. Anwendungsméglichkeiten. 

Der Hochleistungsbogen kann schon viele Anforderungen an eine 
spektroskopische Lichtquelle erfiillen. Er besteht aus thermisch leuch- 
tendem Gas mit einstellbaren Temperaturen von 10000 bis 35 000° K. 
Temperatur und Elektronendichte lassen sich durch Ausmessen einer 
einzigen Spektrallinie ermitteln. Die optische Dicke kann durch Quer- 
und end-on-Beobachtung kontrolliert werden. Dies ist der wichtigste 
Punkt, in dem der Hochleistungsbogen dem lokal eingeschniirten GER- 
DIEN-Bogen iiberlegen ist. 

Die, Anwendungsméglichkeiten zerfallen in drei Gruppen: 

a) Auf spektroskopischem Gebiet kénnen Ubergangswahrscheinlich- 
keiten héherer Uberginge von Zusatzelementen und deren Ionen ge- 
messen werden, die entweder in meBbaren Mengen eingefiihrt werden, 
so daB man an die Wasserstofflinien anschlieBen kann, oder die in einem 
bekannten Verhaltnis zu einem anderen Zusatzelement stehen, bei dem 
geeignete Ubergangswahrscheinlichkeiten gemessen oder berechnet sind. 
AuBerdem kann das Auftreten und die Intensitat von verbotenen 
Linien in Abhangigkeit vom interatomaren Feld quantitativ verfolgt 
werden, Auch die Verbreiterungsvorginge kann man an den Linien- 


* Larenz, R. W., u. H. BARTELS: Naturwiss. 37, 164 (1950). 
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formen studieren. Dazu miissen natiirlich erst Methoden erprobt werden, 
die eine Beimischung von Zusatzstoffen erméglichen. Gase kénnen z.B. 
in die Turbine eingefiihrt werden, Fliissigkeiten verwendet man direkt 
an Stelle des Wassers zur Stabilisierung und feste Stoffe wird man, 
sofern sie wasserléslich sind, vorher im Stabilisierungswasser auflésen. 
Fiir unlésliche Materialien kehrt man am besten zur alten unsym- 
metrischen Form des Bogens zuriick, indem man z.B. einfach das Loch 
einer Endplatte mit der Elektrode verschlie8t und diese mit dem 
Zusatzmaterial versieht. Dann muB nicht nur das ganze Wasser, 
sondern auch der Dampf des Zusatzstoffes aus dem Loch der anderen 
Endplatte austreten. Die Ausbildung des Kanals wird dadurch nicht 
gestort. Besonders interessant ware es, nach dem theoretisch vorher- 
gesagten Elektronenaffinitatsspektrum des neutralen Wasserstoffatoms 
im Bogen zu suchen. 

b) Auf elektrischem Gebiet ist die Priifung der Formel fiir den 
Ionenquerschnitt von GvOsDOVER, die bereits oben besprochen wurde, 
in ihrer Abhangigkeit von der Temperatur und dem Absolutbetrage 
nach von Bedeutung fiir alle intensiven Gasentladungen. Ferner kann 
der EinfluB der magnetischen Kontraktion der einzelnen Stromfaden 
auf die Bogenentladung untersucht werden, wenn man die radiale 
Verteilung der Stromdichte aus dem Temperaturabfall kennt. Es wird 
sich zeigen, da diesem Einflu8 bei den bis jetzt erreichten Verhaltnissen 
allenfalls die Bedeutung einer Korrektur zukommt. Erst bei Strom- 
starken von etwa 1000 Amp und kleinen Bogendurchmessern ware eine 
erkennbare Kontraktion denkbar, weil dann der Rtickkopplungs- 
charakter des Vorgangs zum Tragen kommt. Denn erst, wenn eine deut- 
liche Kontraktion eingetreten ist, erhOht sich die Stromdichte in der 
Mitte, diese steigert das Magnetfeld und bewirkt eine weitere Kontrak- 
tion usw. bis durch den thermischen Expansionsdruck ein Gleich- 
gewicht erreicht wird. Vielleicht ist so der diinne helle Faden von 
freien 1000 Amp-Bégen zu verstehen?. 

SchlieBlich sind die Leitfahigkeiten des Bogens zum Verstandnis 
der Bogeneigenschaften wichtig. Die bisherigen Messungen lassen ver- 
muten, daB sich ein Plasmabogen etwa wie ein Draht verhalt, d.h. 
daB er etwa das Oumsche Gesetz befolgt. 

c) Als letztes Gebiet soll hier die Plasmaforschung genannt werden. 
Das Plasma hat bekanntlich Eigenschaften, die teils einem Gas, teils 
einem Elektrolyten, teils einer Fliissigkeit und teils einem Metall ahnlich 
sind. Besonders der nicht stromfiihrende Plasmastrahl ist geeignet, 
um daran die Eigenschaften des freien Plasmas zu untersuchen: Ver- 
halten im Magnetfeld, Kohasion, Plasmaschwingungen, Abkiihlungsvor- 


gange u. a.m. 


1 FINKELNBURG, W.: Hochstromkohlebogen, 5S. 193. Berlin; Springer 1948. 
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Auch auf chemischem und technischem Gebiet kénnte der Hoch- 
leistungsbogen und der Plasmastrahl mit der hohen Temperatur und 
dem hohen Gehalt an atomarem Wasserstoff und Sauerstoff Anwen- 
dungsmoglichkeiten finden. 

Herrn Prof. Dr. W. LocHTE-HoLTGREVEN, der diese Arbeit in jeder 
Weise unterstiitzt hat, bin ich zu groBem Dank verpflichtet. 

An den Entwicklungen und Messungen hat Herr cand. phys. F. 
BURHORN wesentlichen Anteil. 

Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft, die den Steinheil- 
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Kiel, Institut fir Experimentalphysik der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 123—139 (1951). 


Uber den Temperatur- und DruckeinfluR 
auf Elektronenterme in Kristallen. 


: Von 
H. K. PAETZoLp. 


Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 19. November 1950.) 


Es wird der Temperatur- und Druckeinflu8 auf Linien des Cr++*+ im Rubin und 
Alexandrit und des Nd*** in Pr(Nd)(NO,);-6H,O untersucht. Durch Druck- 
erhéhung (Verkleinerung der Gitterkonstanten) wird eine Depression der Term- 
schwerpunkte und eine Vergr6Berung der Termaufspaltung erzielt. Da das gegen- 
seitige Verhalten der Temperatur- und Druckverschiebung sich nach den Beob- 
achtungen nicht befriedigend aus einer rein statischen Betrachtungsweise des 
Kristallgitters verstehen zu lassen scheint, wird versuchsweise ein EinfluB der 
thermischen Gitterschwingungen angenommen, der formal durch eine ,,schwin- 
gungsbedingte’* Temperaturverschiebung dargestellt werden kann, die mit stei- 
gender Temperatur nach rot gerichtet ist. — Die Temperaturzunahme der Linien- 
breiten geht wesentlich starker als mit ]/T und kann gut durch eine e-Funktion 
der Temperatur dargestellt werden. Sie la8t sich nicht ausschlieBlich als STARK- 
Effekt des zeitlich variablen Anteils des elektrischen Kristallfeldes deuten, sondern 
erfordert ein stark von der Temperatur und den Termen abhangiges Zusatzglied, 
das in GréBe und Temperaturgang der obigen schwingungsabhangigen Rotver- 
schiebung sehr ahnlich ist. 


1. Einleitung. 


Die Ionen der Seltenen Erden und der Ubergangselemente zeigen 
bekanntlich auch in Kristallen in Emission und Absorption verhaltnis- 
maBig scharfe Spektren. Sie stehen damit in Gegensatz zu den tbrigen 
Elementen, bei denen die Elektronenterme in festen K6rpern zu breiten 
Bandern ,,verschmiert“’ werden, so daB keine detaillierten Auskinfte 
iiber die zwischen Leuchtatom und Umgebung herrschende Wechsel- 
wirkung zu erlangen sind. In den obigen Spezialfallen wird das Leucht- 
elektron durch eine abgeschlossene Schale des Atoms selbst, bzw. durch 
eine Atomgruppe geniigend stark gegeniiber den Stérungen des Kristall- 
feldes abgeschirmt, so daB linienhafte Absorptionsbanden’ auftreten 
k6énnen, die eine feinere Beobachtung zulassen. Andererseits ist aber 
die Koppelung zwischen Leuchtatom und Gitter noch groB genug, so 
daB sich die interessierende Wechselwirkung zwischen beiden in einem 
geniigend starken EinfluB auf die Linien verrat (vgl. [1}). Dieser zeigt 
sich in einer Verbreiterung, Verschiebung und Aufspaltung und in dem 


1 Im folgenden werden nur Absorptionslinien betrachtet. 
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Auftreten neuer Auswahlregeln, die von der Symmetrie des Kristall- 
feldes mitbestimmt werden. 

Eine grundsatzliche Schwierigkeit besteht darin, daB die Linien der 
freien Ionen mit den jetzigen experimentellen Hilfsmitteln nicht beob- 
achtet werden kénnen, da es sich um magnetische oder erzwungene 
elektrische Dipolstrahlung héherwertiger Ionen handelt. Deshalb ist 
eine direkte Beobachtung der Veranderungen, die das Spektrum eines 
Ions beim Einbau desselben in ein Kristallfeld erleidet, nicht médglich. 
Es kénnen nur die Bedingungen im Kristall selbst variiert werden. Daher 
wurden bei den bisherigen Untersuchungen neben einer genauen Term- 
analyse des Kristallspektrums entweder die Spektren eines Ions in ver- 
schiedenen Kristallgittern, zum Teil bei verschiedenen Temperaturen, 
oder die Spektren verschiedener Ionen in demselben Gitter verglichen?. 

Erganzend hierzu wird im folgenden der Einflu8 von Temperatur- 
und Druckanderungen auf die Linien in einem Kristall untersucht. 
Erstere variieren die thermische Energie und den mittleren Gitter- 
abstand, letztere nur diesen, so daB durch Vergleich der beobachteten 
Druck- und Temperatureffekte eine Trennung der verschiedenen wirk- 
samen Komponenten versucht werden kann. 


2. Experimentelles. 

Die benutzte experimentelle Anordnung ist schon in einer friiheren 
Arbeit des. Verfassers beschrieben worden [#). Untersucht wurden 
Absorptionslinien des Cr*** im Rubin (Al,O;) und Alexandrit (BeO- Al,O,) 
und des Nd*** als Beimengung in Pr(NO,) -6H,O in unpolarisiertem 
Licht, so daB die Ubergangselemente und die Seltenen Erden durch je 
ein Element vertreten waren. Bei den untersuchten Linien handelt es 
sich ausschlieBlich um reine Elektronensprunglinien, also um Uber- 
gange, bei denen keine Schwingungen des Kristallgitters beteiligt sind. 
Es wurden Temperaturen im Bereich von 80 bis 300° K und Drucke 
bis 1000 Atm. angewandt. Beim Neodym konnten auch Aufnahmen 
bei 20° K zur Auswertung herangezogen werden?. Die Genauigkeit der 
thermoelektrischen Temperaturmessung betrug + 2°, die der Druck- 
messung +10 Atm. Fiir jeden Wert standen im Durchschnitt 3 Auf- 
nahmen zur Verfiigung. Die Lage einer Linie konnte aus den Photo- 
meterkurven auf etwa 0,03 A genau bestimmt werden, zum Teil genauer. 
Der Fehler der Halbwertbreiten betrug etwa 3%. Die Helligkeit des 
bei einer Autokollimationsaufstellung immer verhaltnismaBig starken 
Streulichtes konnte an den Randern der Spektren bestimmt werden. 
Eine entsprechende Korrektur wurde angebracht. 

1 Eine Ubersicht iiber die Literatur ist zu finden bei G. Joos [2] und bei 
K. H. HELLWEGE (3). 


2 Fiir die Uberlassung der Aufnahmen bin ich Frau Dr. A. M. HELLWEGE zu 
Dank verpflichtet. 
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3. Linienverschiebung. 


Es ist schon lange bekannt, daB die Absorptionslinien von Kristallen 
durch Temperaturveranderungen eine Verlagerung erleiden. Sehr oft 


geht diese bei einer Tempe- 
raturerhdhung nach lange- 
ren Wellen. Manche Linien 
der Seltenen Erden zeigen 
aber ein entgegengesetztes 

- Verhalten oder iiberhaupt 
keine merkliche Verschie- 
bung. Beim Cr***im Rubin 
und Alexandrit verlaufen 
die Verschiebungen mono- 
ton nach rot und lassen 
sich gut durch eine e-Funk- 
tion der Temperatur dar- 
stellen [4], [5], wahrend die 
hier untersuchten Linien 
der Gruppe E des Nd*** 
sich zum Teil nach rot, zum 
Teil nach violett verlagern. 
Das Termschema dieser 
Gruppe und das der roten 
Rubinlinien R, R, sind mit 
dem sich aus den ge- 
messenen Linienverschie- 
bungen ergebenden Tempe- 
raturgang der einzelnen 
Termkomponenten relativ 
zum Grundterm in Fig. 1 
und 2 dargestellt. 

Uber das Termschema 
des Cr*** im Rubin ist 
noch nichts Sicheres be- 
kannt. Fiir die bei Fig. 2 
und im folgenden zugrunde 
gelegte Annahme, daB die 
oberen Niveaus des roten 
Dubletts | Komponenten 
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Fig. 1. Temperaturverschiebung bei p=1 Atm. und Druck- 
verschiebung bei T=80° K der Termkomponenten der Gruppe E 
des Nd*++ in Pr(Nd)(NO;),;*6H,O, Termbezeichnung nach 
Ewa p [6]!. S Teilschwerpunkt des oberen Terms, 471(T, s) 
seine schwingungsabhangige Verschiebung. Die gemessenen 
Druckverschiebungen sind strichpunktiert eingezeichnet. Zum 
Vergleich sind punktiert die theoretisch zu erwartenden Druck- 
verschiebungen gegeben, wenn angenommen wird, daB der 
KompressionseinfluB auf die Termlage unabhangig davon ist, 
ob die Kompression druck- oder temperaturbedingt ist (3a/%= 
—50 Atm./Grad). Man beachte: Zur Erzielung einer gréBeren 
Deutlichkeit sind die Temperaturverschiebungen (ausgezogene 
Kurven) in dreifachem, die Druckverschiebungen in zehn- 
fachem MaBstab wie die Wellenzahlenskala an der Ordinate 
eingetragen. 


os Die Werte bei 20° K wurden an einem anderen Kristall gewonnen wie die 
iibrigen, wobei das Mischungsverhaltnis von Pr und Nd 4hnlich war. Durch einen 
eventuellen Unterschied desselben kann eine Verlagerung der Komponenten von 
héehstens 0,5cm7! bewirkt sein, wie aus dem Vergleich mit Aufnahmen von 


-Kristallen mit sehr geringem Pr-Gehalt geschlossen werden kann. 


g* 
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eines im Kristallfeld aufgespaltenen Terms sind, bietet sich eine Stiitze 
vielleicht darin, daB beide Linien, die nach DEUTSCHBEIN [7] vom Grund- 
zustand ausgehen, in bezug auf ihre Beeinflussung durch Temperatur und 
Druck sehr ahnlich sind, im Gegensatz zu den blauen Linien B,, B,. Auch 
der Umstand, daB der Abstand der roten Linien nach DEUTSCHBEIN [8] 
und SAUER [9] stark von der jeweiligen Kristallstruktur in dem Sinne 
abhangt, daB er in Kristallen mit geringerer Symmetrie gr6Ber als in 
solchen mit hoherer ist, 
wiirde sich gut einfiigen. 
Es ist aber zu betonen, daB 
durch die Unsicherheit des 
Termschemas der Rubin- 
linien wesentliche Schliisse 
im folgenden nicht beriihrt 
werden. 

Wie Verfasser schon 
friiher gezeigt hat, k6nnen 
durch Anwendung von ge- 


niigend hohem Druck eben- 

aster Psi ce ee ree | falls Linienverschiebungen 

0 7000Km «6S Os erzeugt werden [4]. Diese 

aoe ~—fvck sind bis zu Drucken von 
Fig. 2. Temperaturverschiebung bei =1 Atm. und Druck- 


verschiebungen des roten Rubindubletts R, R,, Bezeichnungen 1000 Atm. noch klein, im 
und Eintragungen wie in Fig.1. Man achte besonders auf der GréBenordnung von 
die hier sehr groBe Diskrepanz bei 290° K zwischen gemessener = ‘ 
und berechneter Druckverschiebung (Vorzeichen!). Die Druck- 1cm™, der geringen Kom- 
verschiebungen sind in zehnfachem MaQSstab wie die Tem- pressibilitat fester Korper 
peraturverschiebung und die Wellenzahlenskala tingezeichnet. a 7 : 
(3a/x=— 15 Atm. /Grad.) entsprechend. Die bei 80 
und 290° K  gemessenen 
relativen Termverschiebungen sind zum Vergleich mit den durch Tempe- 
raturinderungen erzielten ebenfalls in den Fig. 1 und 2 aufgetragen. 
Allgemein wird die Verschiebung einer Linie — die ja hier ein Uber- 
gang zwischen Aufspaltungskomponenten der Terme des freien Ions 
im Kristallfeld ist —, bestimmt von den Verschiebungen der Term- 
komponenten, die sich ihrerseits aus den Verschiebungen der Term- 
schwerpunkte und den Anderungen der Termaufspaltung zusammen- 
setzen. Da sich beide Effekte iiberlagern, laBt sich tiber GréBe und 
Gang der resultierenden Linienverschiebung von vornherein nichts 
Naheres aussagen. Unter Termaufspaltungen sind die Abstande der 


Komponenten vom gemeinsamen Termschwerpunkt zu verstehen!; die 


| 
| 
| 
! 
! 
! 
! 
| 
! 
! 
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} Fiir das Nd sind hier die Termschwerpunkte nicht genau gegeben, da der 
untere Term noch weitere Komponenten besitzt [6], die aber bei den fiir aus- 
reichend scharfe Spektren erforderlichen tiefen Temperaturen noch nicht geniigend 
besetzt sind, und da bei dem oberen Term eine Komponente ebenfalls nicht erfaBt 
werden konnte. Es handelt sich also nur um ,, leilschwerpunkte“. 
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Abstande der Komponenten voneinander (in Fig. 1 und 2 mit # bezeich- 
net) ergeben sich aus den Termaufspaltungen additiv. 


Tabelle 1. Linienverschiebung. 


T=80° K T=290° K 


Wellenzahl, @4~* ( em dit 
A*(cm™)| aT aaa) 


Linie 


ad, (=. dat em} 
aT a dp (=) 


og a he No Cage Bree a SS C2 


1c4 44.446 | —3,5-40-" | — 7,5; 407* 
Rubin J 22 14447 | —3,2- 107? | — 6,7°10-*] — 14,1- 10-2 | — 8,3 - 10-4 
1 | 241450 | —2,0 15,0 spp 1.2% 10ge 


"4072 |— 4,0- 40-4 


21 520 


14740 
14777 


— 22,0: 1072 | —1,2*- 1074 


IIa | 19038 

Ia | 19066 | +1,9°-10°2 — 13,6-1074 
Nat++ IIb | 19106 | +6,0-10-? | — 22,6-10- 

Ib |] 19134 | +3,0-10-% | —16,4- 10 

IIc | 194144 | +2,2-1077 |-—15,3-107¢ 

fe | 19172 | —0,7-10* |— 9,1:10-+ 


Alexandrit Rubin 
3(R,—R,) 9 (R,—R,) 


a8 (cm 

or (Gas) +1,0:10-?| +0,3+ 107-2] —0,2+ 107? 
dé (cm 

Ee (nex) +2,8-1074] +0,8-10-4| +1,0° 1074 
oe 

r dp Grad 38 — 20 


In Tabelle 1 und 2 sind die gemessenen Druck- und Temperatur- 
verschiebungen der Linien bzw. die sich daraus ergebenden Anderungen 
der Komponentenabstande zusammengestellt. Aus den Tabellen und 
den obigen Figuren ]48t sich entnehmen, daB durch Druck, also durch 
Verkleinerung der Gitterkonstanten und damit VergréBerung des 
Kristallfeldes, der angeregte Term in Richtung auf den Grundterm hin 
verschoben wird und die Aufspaltungen vergroBert werden, in Uberein- 
stimmung mit anderen Beobachtungen [10]. Ein Vergleich der Mes- 
sungen beim Rubin bei 80° K und Zimmertemperatur zeigt, daB die 
Druckverschiebung nur wenig temperaturabhangig ist. Die kleinen 
Unterschiede der MeBdaten nach Tabelle 1 entsprechen in ihrer GroBe 
dem auch sonst bei festen Korpern festgestellten geringen Ansteigen 
der Kompressibilitat mit der Temperatur. 


* Nach R,, R, extrapoliert. 
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Wenn die Lage der Termschwerpunkte und die Termaufspaltungen 
nur von der Gitterkonstanten, d.h. dem statischen Anteil des Kristall- 
feldes abhangen, so miiBte erwartet werden, daB durch eine Temperatur- 
ethéhung und damit durch die thermische Ausdehnung eine Linien- 
bzw. Komponentenverschiebung in umgekehrtem Sinn erzeugt wird als 
durch Druckerhéhung. Es sollte dann fiir alle Linien eines Kristalls 
das Verhiltnis Druckverschiebung zu Temperaturverschiebung kon- 
stant! und numerisch gleich dem negativen Wert des Quotienten 3/7 
sein, wenn « den mittleren linearen thermischen Ausdehnungskoeffi- 
zienten und y die Volumkompressibilitat bedeuten. Diese Bedingungen 
werden aber von den gemessenen Werten nach Tabelle 1 nicht erfillt. 
Vielmehr unterscheidet sich z.B. bei den roten und blauen Rubinlinien 
das obige Verhaltnis nach Tabelle 1 um den Faktor 4 bis 10, und beim 
Ndt+* miiBte aus dem Verhalten der Komponente Ic im Gegensatz zu 
den anderen auf einen negativen Ausdehnungskoeffizienten geschlossen 
werden (vgl. Fig. 1). Ahnliches gilt beim Rubin (Fig. 2), wo sich bei 
Zimmertemperatur nach Tabelle 1 «/y zu + 50 Atm./Grad (rote Linien 
R, R,) bzw. zu +600 Atm./Grad (blaue Linien B, B,) ergibt, wahrend 
nach direkten Messungen [//] sich ein positiver Ausdehnungskoeffizient 
mit a/y—=—5 Atm./Grad ergibt. Die Rubinlinien zeigen also bei 290° K 
nach den obigen Vorstellungen verglichen mit dem Temperaturgang eine 
um Gr6éBenordnungen zu kleine Druckverschiebung mit falschem Vor- 
zeichen. Das gleiche gilt von den Alexandritlinien. 

Diese Diskrepanzen verschwinden aber, wenn man die Anderungen 
der Termkomponentenabstdnde betrachtet und die entsprechenden 
Verhaltnisse bildet (Tabelle 2). Danach haben diese beim Nd das zu 
erwartende Vorzeichen und den gleichen Betrag innerhalb der MeB- 
genauigkeit. Man erhalt bei 80° K a/y zu —16 Atm./Grad, ein Wert, 
der in der bei festen Kérpern iiblichen GréBenordnung liegt. Beim 
Rubin ist bei 290° K «/y=—7 Atm./Grad in guter Ubereinstimmung 
mit der direkten Messung. Bei 80° K wiirde beim Rubin und Alexandrit 
ein negativer Ausdehnungskoeffizient folgen, wenn sich auch fiir den 
Betrag von «/y ein plausibler Wert von 12 Atm./Grad ergibt (s. unten). 

Wegen des additiven Zusammenhanges ist anzunehmen, daB die 
fiir die Komponentenabstande gefundenen Ergebnisse auch fiir die 
Abstinde der Komponenten von ihrem Schwerpunkt d.h. fiir die Term- 
aufspaltung gelten®. Danach scheint zu folgen, daB die Termau/spaltung 

} Diese Bedingung mii®te auch dann erfiillt sein, wenn die thermische Linien- 
verschiebung durch eine Feldanderung hervorgerufen wird, die durch eine tem- 
peraturbedingte Strukturumwandlung des Kristalls bewirkt wird, wie sie kiirzlich 
von A.M. HeLttwrce und K. H. HELLWEGE beobachtet worden ist {10}. 

2 Leitet man aus den 3 Komponenten a,b, ¢ des Nd*+** einen ,,Teilschwer- 


punkt'’ und die auf ihn bezogenen Aufspaltungsanderungen ab, so ergeben sich 


dieselben Werte des Verhiltnisses Temperatur-/Druckvariation wie bei den Kom- 
ponentenabstanden. 
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hauptsichlich eine Funktion der Gitterkonstanten allein ist, d.h., daB 
es gleichgiiltig ist, ob diese durch Anderung des Druckes oder der Tem- 
peratur variiert wird. Ganz offensichtlich gilt das aber fiir die Verschie- 
bung der Termschwerpunkte nicht, denn diese sind die Differenzen aus 
den Linienverschiebungen und den Termaufspaltungen, und _ erstere 
_ zeigen die oben besprochenen Anomalien. Dieses Verhalten kann einmal 
_besagen, daB bei den Termschwerpunkten, auch wenn der Kristall 
statisch betrachtet wird, eine temperaturbedingte Kompression eine 
_ andere Verlagerung bewirkt als eine druckbedingte. Beim Nd*** miiBte 
dann der obere Term im ersten Fall etwa 5mal starker beeinfluBt werden 
als im zweiten. Aus dem besonders krassen Verhalten der Rubinlinien 
miuBten noch weit gréBere Unterschiede gefolgert werden. Es erscheint 
deshalb angebracht, als eine weitere Méglichkeit den Fall zu diskutieren, 
daB die bisherige rein statische Betrachtungsweise des Kristallgitters 
hier nicht mehr ausreichend ist, sondern daB auch die Gitterschwin- 
gungen von EinfluB sind. Unter Beriicksichtigung des iiber die Term- 
aufspaltung Gesagten kann dann versucht werden, die Temperatur- 
verschiebung formal in einen kompressionsbedingten und einen schwin- 
gungsbedingten Anteil aufzuspalten, wobei der letztere physikalisch ein 
Ma8 fiir den EinfluB der Gitterschwingungen darstellen soll. 
Es sei: 
oe eine feste Ausgangstemperatur, 
(T) die gesamte temperaturbedingte Linienverschiebung, 
Aj41(T, k) ihr kompressionsabhangiger, 
(T, s) ihr schwingungsabhangiger Anteil, 
AA+(p) die druckbedingte Linienverschiebung, 
Ad (p) die druckbedingte, 
Ad (T) die temperaturbedingte Anderung eines Komponenten- 
abstandes. 


Es werde gesetzt: 


AAT, s) =AA1(T) — AAT, ), (1) 
wobei 4/1(T, k) berechnet werden kann durch entweder 
E AA*(p) 
oder 
=~ 7] a a 
di} 7 
e =—— —adT. 2b 
Aia(r,) =F [> (2b) 


0 


Bei den letzten beiden Gleichungen wird vorausgesetzt, daB die Kom- 
pressionsverschiebung als linear mit der Kompression gehend ange- 
nommen werden darf, was nach den Messungen bis zu 14000 Atm. 
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entsprechend einer Temperaturerniedrigung von 25 bis 50° geniigend 
genau erfillt ist. Die in (2b) noch eingehende Temperaturabhangigkeit 
von &/7 wurde dadurch beriicksichtigt, daB nach GRUNEISEN a/y~C, ge- 
setzt und C, nach der Depyeschen Theorie berechnet wurde (vgl. unten). 
Die Druckverschiebung d/4/dp kann hier als temperaturunabhangig 
angenommen werden. GemaB der Tatsache, daB bei allen hier unter- 
suchten Linien (Tabelle 1). durch Druckerhéhung eine Rotverschiebung 
bewirkt wird, folgt aus den Gl. (2a), (2b) bei Temperaturerhéhung 
immer eine Kompressionsverschiebung nach violett. 

Beim Neodym ergibt sich nach beiden Formeln innerhalb von 20% 
fiir die 3 Komponenten a, b, c dieselbe Verschiebung 4/1(T, s) nach 
langeren Wellen (Fig. 1), so daB diese nach den Beobachtungen als 
schwingungsbedingte Verlagerung des Termschwerpunktes aufgefaBt 
werden kann. Bei der Komponente c ist im Gegensatz zu den anderen 
nach den Druckversuchen die Kompressionsverschiebung 4A1(T, k) 
nach violett immer kleiner als die schwingungsbedingte Rotverschiebung 
des Terms, so daB mit wachsender Temperatur eine Rotverlagerung 
resultiert. Ferner kommt das Verhalten der Komponente a, wo nach 
Fig. 1, ausgezogene Kurve, unterhalb von T 80° K ein Vorzeichen- 
wechsel der Temperaturverlagerung eintritt, jetzt zwanglos dadurch 
zustande, daB bei tieferen Temperaturen (T <@,) wegen des Verhaltens 
von a/y die kompressionsbedingte Verschiebung starker mit der Tem- 
peratur anwachst als die schwingungsbedingte, wahrend bei héheren 
Temperaturen das Umgekehrte der Fall ist. 

Beim Rubin und Alexandrit geben die Gl. (2a) und (2b)fiir 444 (T,s) 
einen etwas verschiedenen Verlauf, wenn man fiir «/y den Wert bei 
Zimmertemperatur beniitzt (s. unten). Dies ist aber ohne wesentliche 
Bedeutung, da hier im Gegensatz zum Neodym die — ebenfalls nach 
rot gehende — Schwingungsverschiebung immer stark iiberwiegt und 
so den Verlauf der gesamten Temperaturverlagerung maBgeblich be- 
stimmt (Fig. 2). 

In Fig. 3a sind fiir einige Linien die Kurven 4471(T, s) zusammen- 
gestellt. Da hier angenommen wird, da8 sie durch die Schwingungs- 
quanten des Gitters bestimmt werden, wurde als unabhangige Variable 
nicht T, sondern 7/0, gewahlt. @, ist die charakteristische Temperatur 


des Kristalls, fiir die 0, = a%e gilt, wobei 7, die Grenzfrequenz bedeutet. 


Diese wurde nach verschiedenen Formeln abgeschatzt (EINSTEIN [12], 
BLACKMAN [13]}'). Fiir Rubin (und Alexandrit) erhalt man nach ihnen 
fiir 7, einen Wert von 1,6: 10! sect, waihrend eine RAMAN-Frequenz 


1 Sie gelten streng nur fiir ein kubisches Gitter, kénnen aber hier auch bei 
den vorliegenden Kristalltypen (Rubin, Alexandrit hexagonal, Pr-Nd-Salz mono- 
klin) mit apsreichender Naherung angewandt werden. 
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von 1,4 + 10% sect beobachtet wurde [7]. Fiir das komplizierte Pr-Nd- 
Salz, das vom Idealfall des einfachen Kérpers weit entfernt ist, kann 
die Angabe einer charakteristischen Temperatur nur eine grobe Ab- 
schatzung bedeuten. Hier ergibt sich — die Atomkomplexe als ganze 
Bausteine aufgefaBt! — r, ZU 0,4- 10 sec, wahrend duBere Gitter- 
-schwingungen im Bereich von 0,06 bis 0,9 + 10! sec festgestellt 
wurden [6], [14], [75]. 


a7 G2 G3 GY “a7 G2 98 o4 
(ee) aa (UR aa Ce 


Fig. 3a u. b. Schwingungsbedingte Verschiebung 4 4-1 (T, s) (a) und Temperaturzunahme 4H der Linien- 

breite (b). 1 Nd-Linien; 2 Alexandritlinien R, R,; 3 Rubinlinien R, R,; 4 Rubinlinie B,. Von den an der 

Abszisse in Klammern beigefiigten Temperaturangaben beziehen sich die oberen. auf Rubin und Alexandrit 
(92, 800° K), die unteren auf das Pr-Nd-Salz (Og~200° K). 


Die Annahme einer durch einen EinfluB der Gitterschwingungen 
bewirkten Verlagerung der Terme wiirde also das bisherige Beobachtungs- 
material zwanglos deuten. Da man annehmen darf, daB der angeregte 
Term starker beeinfluBt wird als der Grundterm, so wiirden die Terme 
durch die Gitterschwingungen eine Senkung erfahren, was dem all- 
gemeinen Verhalten von Absorptionsbanden nach der KOENIGSBERGER- 
schen Regel [/6] analog ware. 

Lehrreich ist ferner ein Vergleich des Temperaturganges der Term- 
aufspaltung bei dem Neodymsalz und beim Rubin. Bei ersterem ist 
sie eine monotone Funktion der Temperatur, wahrend sie bei letzterem 
ein sehr flaches Maximum durchlauft (Fig. 4). Dies wiirde bedeuten, 
daB beim Korund etwa ab 200° K durch Temperaturerniedrigung das 
Kristallfeld verkleinert wird, was physikalisch am einfachsten durch 


1 Es werden also nur die 4u8eren Gitterschwingungen beriicksichtigt. 
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die Annahme eines negativen thermischen Ausdehnungskoeffizienten 
(zumindest in einer Achsenrichtung) zu deuten ware, wie er unterhalb 
von 70° K z.B. auch bei der Zinkblende beobachtet wird [17], immer 
unter der noch etwas fraglichen Voraussetzung, daB das rote Chrom- 
dublett wirklich durch Aufspaltung im Kristall erzeugt wird. Auf die 
Frage der Linienverschiebung an sich ist diese Unsicherheit, wie schon 
erwahnt, ohne wesentliche Bedeutung. 


30 


2 
20 60 700 O BO 220 260 “K 300 


Fig. 4. Temperaturgang der Termaufspaltung. 7 Komponentenabstand #, der Gruppe E des Neodym (die 
punktierte Kurve gibt den nach dem Desyeschen K6rper berechneten Verlauf); 2 Komponentenabstand 
von #(R,—R,) beim Rubin. 


Nach den bisherigen Voraussetzungen miiBte weiter fiir die Term- 
aufspaltung genahert gelten (% Aufspaltung bei 7) 


“ 
o=0, + cf as (3) 


da die Aufspaltung nach den obigen Ergebnissen nur von der Kom- 
pression abhangt und a/y~C, gesetzt werden kann. Die Konstante C 
bestimmt sich durch Einsetzen eines Wertes fiir # Nach Fig. 4 stimmt 
der so berechnete Verlauf tiberraschend gut mit dem gemessenen iiberein. 

Der beim Rubin verglichen mit dem SE-Salz sehr kleine Temperatur- 
gang der Aufspaltung (Fig. 4) la8t sich gut durch den sicher mindestens 
um eine GréBenordnung gréBeren Ausdehnungskoeffizienten des letz- 
teren verstehen. 

4. Linienbreite. 


Der im allgemeinen am meisten ins Auge springende Temperatur- 
einflu8 bei Linien von Kristallen ist ihre Verbreiterung mit steigender 
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Temperatur, die zum Teil so stark ist, daB Linien, die beim Siedepunkt 
von Luft oder Wasserstoff eine ausgezeichnete Schirfe aufweisen, unter 
Umstanden schon bei Zimmertemperatur so verwaschen sind, daB sie 
mit ihrer Umgebung verschwimmen. BECQUEREL [18] hat schon friih- 
zeitig aus Messungen bei 2 Temperaturen abgeleitet, daB die Linien- 
breite proportional mit |Z wachst. HeERzFELD [19] hat versucht, 
dieses Ergebnis als STARK-Effekt des von den Warmeschwingungen 
herriihrenden variablen Feldanteils zu deuten. 

Unter der Breite einer Linie wird im folgenden immer ihre Halb- 
wertbreite verstanden. Sie wurde in einem Temperaturintervall von 
rund 200° bei durchschnittlich zehn gleichmaBig verteilten Tem- 
peraturen gemessen, so daB ihr Gang geniigend genau festgelegt werden 
konnte. 

Wie auch die folgenden experimentellen Ergebnisse zeigen werden, 
kann der genauere Mechanismus der Verbreiterung von Linien in 
Kristallen als noch nicht endgiiltig geklart angesehen werden. Allgemein 
unterscheidet man einen temperaturabhangigen und einen temperatur- 
unabhangigen Anteil. Letzterer kann durch keine noch so intensive 
Abkiihlung unterschritten werden und soll durch endliche Lebensdauer 
der Terme, Resonanzeffekte, Nullpunktsschwingung des Gitters und 
eine eventuelle raumliche Schwankung der Lage der Leuchtatome in 
demselben bedingt sein. Diese Restbreite ist teils betrachtlich, teils 
sehr gering wie im Fall des Europiums [20]. Als Ursache fiir die Tem- 
peraturverbreiterung kommen nach den iiblichen, summarischen Vor- 
stellungen Dopplereffekt, St6Be und die von den Warmeschwingungen 
erzeugten Feldschwankungen in Frage. Dabei sollen, wenigstens bei 
tieferen Temperaturen, die Feldschwankungen ausschlaggebend sein, 
wahrend der Dopplereffekt dagegen zuriicktritt. Bei den hier benutzten 
Temperaturen ist das fiir letzteren auch zu erwarten, denn eine Ab- 
schatzung ergab, daB er bei den roten Chromlinien bei 80° K nicht 
mehr als 1/,,, der gemessenen Gesamtbreite ausmachen kann. 

Offenbar hat eine Aussage iiber die Breite und ihren Temperaturgang 
nur dann eine durchsichtige Bedeutung, wenn die betreffciide Linie 
einfach ist und nicht aus mehreren unaufgelésten Komponenten besteht. 
Diese Gefahr ist aber bei Linien von Kristallen besonders zu beachten. 
Es wurden deshalb nur solche Linien beriicksichtigt, die symmetrisch 
waren und deren Form (s. unten) auch bei starkem Temperaturgang 
der Breite erhalten blieb, da dann eine eventueli noch verborgene 
komplexe Struktur ohne wesentlichen EinfluB ist. Ein Beispiel, wie 
durch einen — hier leicht entgehenden — komplexen Linienbau Ver- 
falschungen entstehen k6nnen, geben die roten Rubinlinien. Durch- 
strahlt man namlich den Kristall mit natiirlichem Licht in Richtung 
seiner optischen Achse, beobachtet man also das ordentliche Spektrum, 
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so zeigen beide Linien bei der Temperatur der fliissigen Luft eine deut-— 
liche, wenn auch geringe Asymmetrie und eine etwas andere Linienform 
als bei Zimmertemperatur. Die oben genannten Kriterien werden aber 
gut erfiillt, wenn man senkrecht zur optischen Achse beobachtet, wobel 
zu beachten ist, daB im durchlaufenen Temperaturbereich die Breite 
im Verhiltnis 1:7 variiert. Nimmt man an, da8 im ersten Fall die 
Linien aus je 2 Komponenten bestehen mit einer Breite, wie sie im 
zweiten Fall gemessen wird, so ergibt sich aus der Summationskurve 


Fig. 5. Temperaturgang der Halbwertsbreite H. J Rubinlinien R,, R,; 2 Alexandritlinie R,; 3 Nd-Linie 
Ib. a Jeweils Gang nach der |/ T-Beziehung, b nach dem Desyeschen K6rper. (Temperaturangaben 
wie bei Fig. 4.) 


ein Komponentenabstand von etwa 1 cm in guter Ubereinstimmung 
mit [27]. Danach mu8 die von DEUTSCHBEIN [7] bei Abkiihlung von 
80 auf 20° K festgestellte nur noch geringfiigige Zunahme der Scharfe 
des roten ordentlichen Dubletts wohl hauptsachlich auf seinen komplexen 
Bau zuriickgefiihrt werden!, denn die dortigen Werte fiigen sich gut 
unseren Messungen ein. 


Bei samtlichen hier untersuchten Linien ergab sich nun im Gegensatz 
zu BECQUEREL eine wesentlich starkere Zunahme der Breite als mit 
der Wurzel aus der Temperatur (vgl. auch [22]). Vielmehr wachst die 
Breite analog der schwingungsbedingten Linienverschiebung mit stei- 
gender Temperatur immer starker an, so daB die Breite empirisch mit 
guter. Genauigkeit als e-Funktion der absoluten Temperatur dargestellt 


1 Ist die Linienbreite nicht mehr groB gegeniiber dem Komponentenabstand, 
so fallt dieser fiir den Temperaturgang stark ins Gewicht. 
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erden kann, wie aus Fig. 5 hervorgeht, in der der relative Gang- mit 
der Breite bei 80° K als Einheit- fiir einige Linien logarithmisch wiederum 
sals Funktion von T/O, aufgetragen ist. Bei der Alexandritlinie wiirde 
sich bei nur 2 MeBpunkten bei 80 und 300° K die /T-Beziehung recht 
gut bestatigen, wihrend die dazwischen liegenden Punkte deutlich auBer- 
halb der Fehlergrenze davon abweichen. 


Tabelle 3. Halbwertbreiten. 


x” H (cm) 
Linie —— 


T=180° K | T= 290° K 


Rubin 


Alexandrit R, 


1 hae IIb 


In Tabelle 3 sind als Erganzung die absoluten Halbwertbreiten 
zusammengestellt. Danach zeigen die roten und blauen Rubinlinien 
annahernd denselben Temperaturgang, wahrend die ersteren etwa 6mal 
scharfer sind als die letzteren. Bei den verschiedenen Nd-Linien ist 
die Temperaturzunahme der Breite annahernd gleich groB trotz ver- 
schiedener Scharfe der Linien. Ahnlich ist es auch bei der D- und E- 
Gruppe im Zn-Nd-Doppelnitrat [22]. Der temperaturabhangige Anteil 
AH der Linienbreite lieBe sich in den hier untersuchten Fallen also 
genadhert als Produkt schreiben: 


AH = a(A>) -B(T), (4) 


wobei a (4-1) eine Funktion der beteiligten Terme und 6(7) eine Funktion 
der Temperatur ist. a(A+) wiirde dabei ein Ma8 fiir die GréBe der 
Koppelung zwischen Elektronenterm und Gitter und (T) die von 
diesem abhangigen Stérungsgr6éBen bedeuten. 

Beim Vergleich iiberrascht ferner in Tabelle 3 die Scharfe der Rubin- 
linien gegeniiber denen des Neodym, da das Chrom im Gegensatz zu 
diesem keine abgeschlossene Elektronenschale zum Schutz der Leucht- 
elektronen besitzt. Es liegen hier anscheinend ahnliche Verhaltnisse 
vor, wie beim MnOj;-Ion, wo nach TeLtow [23] die O-Ionen fiir eine 
geniigend starke Abschirmung sorgen. Diese Annahme wird auch 
dadurch gestiitzt, daB das Cr*** nur dann fluoresziert, wenn das Cr,O3 


1 Eingeklammerte Werte bedeuten berechnete untere Schranken. 


Absorption 
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isomorph in ein Gitter eingebaut ist [8]; im anderen Fall sind auch die — 
Linien erheblich unscharfer. Gut fiigen sich hier eigene unver6ffentlichte 
Messungen ein iiber die Haufigkeit der reinen Elektronenspriinge und 
der Ubergainge, bei denen Kristallschwingungen angeregt werden. 
Danach wirkt beim Rubin nur jeder dritte Elektronensprung auf das 
Gitter zuriick, wahrend beim Neodym nach [22] diese Haufigkeit rund 
20mal groBer ist. 

Extrapoliert man den Temperaturgang der roten Rubinlinien nach 
Fig. 5 fiir T<80° K, so ergibt sich in Verbindung mit Tabelle 3 eine 
Restbreite von etwa 0,6cm, wahrend man beim Alexandrit etwa 
4cm erhalt. Der Unterschied ist 
vielleicht zum Teil durch eine gro- 
Bere raumliche Schwankung der 
Chromlagen im Alexandritgitter zu 
erklaren. 

Wie schon’ friiher [4] bei dem 
roten Rubindublett und jetzt noch 
an weiteren Linien nachgepriift 
Fig. 6. Linienform der roten Rubinlinie R, bei Wurde, tritt durch Drucke bis zu 
80° K (Kreise) und 290° K (Kreuze); ausgezogene 4000 Atm. keine meBbare Verbrei- 
Kurve die theoretische Dispersionsverteilung. . a g 
(Wegen Uberlappung mit der benachbarten Linie terung ein, wie es auch plausibel 


R, wurden die Werte bei 290° K am violetten : 
Linienfliigel ab dem senkrechten Strich aus der erscheint. 


Summationskurve gewonnen.) Die Linienform ergab sich inner- 

halb der MeBgenauigkeit bei den 

meisten der untersuchten Linien! als Dispersionsverteilung (Fig. 6) 

ubereinstimmend mit [22]. Da sich die Verschiebungen zum Teil gréBer 

ergaben als die Verbreiterungen und sich die Linienform nicht andert, 

kommen erstere nicht durch eine Verlagerung des Maximums innerhalb 
der Linie zustande. 


5. Diskussion. 


Rihrt die Linienbreite H entsprechend den bisherigen Vorstellungen 
hauptsichlich von den durch die Warmeschwingungen bedingten Feld- 
schwankungen her, so miiBte genadhert gelten: 


Hwcur. (5) 


c bedeutet dabei eine Konstante, die vom Kristallgitter und der Wechsel- 
wirkung zwischen diesem und den Termen abhingt; uy ist die thermische 
Energie der Gitterbausteine*. Denn die Schwingungsamplituden, die 


1 Bei einzelnen Linien des Nd waren zumal bei héheren Temperaturen wegen 
Uberlappung der Linienfliigel keine befriedigende Feststellung der Form méglich. 


* In Gl. (5) wird also die Restbreite vernachlassigt; sie wiirde die folgenden 
Diskrepanzen noch verscharfen. 
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Feldschwankungen und die Verschiebungen der Termkomponenten 
diirfen hier wohl naherungsweise einander proportional angenommen 
werden, da die Amplituden bei den hier verwendeten verhaltnismaBig 
niedrigen Temperaturen (diese lagen unterhalb der charakteristischen 
Temperatur) héchstens einige Prozent der Gitterabstande betragen 
k6nnen. Ferner ist die mittlere Amplitude proportional der Wurzel 
aus der thermischen Energie w;. Berechnet man diese fiir einen DEBYE- 
schen Kérper, so erhalt man fiir H einen Temperaturgang, wie er in 
Fig. 5 zum Vergleich eingezeichnet ist, woraus die starke Abweichung 
zwischen Beobachtung und Rechnung zu ersehen ist, die ein mit der 
Temperatur stark ansteigendes zusitzliches Glied erfordert. Nun ist 
die zugrunde gelegte Desyesche Verteilungsfunktion der Frequenzen 
bekanntlich eine zum Teil recht ungeniigende Naherung, da mehrere 
Maxima und Minima auftreten kénnen. Wegen des von der Nullpunkts- 
schwingung herriihrenden Glieds wachst wu, aber nie starker als mit ]/T, 
so daB sich die Diskrepanz auf diese Weise nicht beseitigen laBt. 


Die Konstante ¢ in Gl. (5) 1aBt sich fiir einen kubischen Ionen- 
kristall (Alkalihalogenid) leicht angeben: Es bedeute A EF die Feldschwan- 
kung, hervorgerufen durch die Amplitude Ay und r die Gitterkonstante. 
Fiir die bei einer Verriickung A,r des Ions auftretende Kraft gilt: 
2,326" Sat 187 


eAER=—Ar—, : i (6a) 


Ferner ist noch: 
(As 2.32 2 ur 


2 ex 2 (6b) 


(Potentielle = halbe Gesamtenergie), so da8 man durch Einsetzen 
erhalt: 


ath) 1 ie 


Esist dabei angenommen worden, daB der untere Term gegeniiber dem 
oberen nur unwesentlich beeinfluBt wird. Diese Voraussetzung braucht 
jedoch nicht streng erfiillt zu sein, da beide Terme sich nur durch 
die Konfiguration von Elektronen gleicher Hauptquantenzahlen unter- 
scheiden, so daB obige Formel nur untere Werte gibt, die fiir die Chrom- 
linien in Tabelle3 in Klammern beigefiigt sind. Die Ubereinstimmung ist 
bei den roten Rubinlinien bei 80° K gut, wahrend bei den blauen groBe 
Unterschiede auftreten. Wegen der sicher zum Teil nur grob erfiillten 
Voraussetzungen von Gl.(7) wird man auf eine Ubereinstimmung 
nicht allzu groBes Gewicht legen; aber man sollte erwarten, daB unab- 
hangig von speziellen Annahmen die Abweichung zwischen Rechnung 
und Beobachtung, mit anderen Worten das Verhiltnis H/c fiir alle 


; Vegi. etwa G. Joos, Lehrbuch der theoretischen Physik, 5. Aufl., S. 501 
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Linien eines Kristalls annahernd gleich ist, was beim Rubin aber in ~ 
keiner Weise der Fall ist. Um unter der Voraussetzung von Gl. (5) 
das Verhalten der Rubinlinien erklaren zu kénnen, miiBte man annehmen, 
daB die blaue Gruppe von einem anderen Grundzustand ausgeht als 
die rote, und daB bei der ersteren dieser und der obere Zustand etwa 
45mal starker gestért werden miiBten. Mit Riicksicht auf das im 
Anschlu8 von Gl. (7) Gesagte erscheint dieser Ausweg physikalisch 
wenig befriedigend, zumal andrerseits nach der gemessenen sehr kleinen 
Druckverschiebung der untere und obere Zustand bei den blauen 
Linien praktisch gleich stark beeinflu8t werden miissen. 

Diese Schwierigkeiten im Verein mit dem Temperaturgang der Ver- 
breiterung legen es nahe anzunehmen, da dieselbe nicht nur durch 
temperaturbedingten Feldschwankungen bedingt wird, sondern daB noch 
ein zusiatzlicher wichtiger EinfluB besteht!, der stark von den Termen 
abhangt, der mit einer hdheren Potenz der Temperatur zunimmt (nach 
den Beobachtungsdaten mindestens mit 7?) und deshalb — wenigstens | 
in dem oberen Bereich der hier benutzten Temperaturen — haupt- 
sdchlich die Zunahme der Linienbreite bewirkt. Dieselbe ist in Fig.3b 
noch einmal fiir einige Linien zusammengestellt. Ein Vergleich mit der 
danebenstehenden Fig. 3a zeigt, daB die Zunahme der Linienbreite und 
die schwingungsabhangige Temperaturverschiebung einander in GréBe 
und Verlauf sehr ahnlich sind. Beide Effekte wiirden demnach in 
annahernd gleicher Weise von der Koppelung zwischen Gitter und 
Leuchtatom abhangen. Gut scheint sich hier auch die Beobachtung 
einzufiigen, daB die Linien des Europiums mit steigender Temperatur 
ausschlieBlich nach kiirzeren Wellenlangen verschoben werden [20], was 
auf einen tberwiegenden Kompressionseinflu8 hindeutet. Und andrer- 
seits ist hier die thermische Zunahme der Linienbreite absolut betrachtet 
sehr gering, so daB nach der obigen Parallelitat auch wirklich nur eine 
sehr kleine Schwingungsverschiebung zu erwarten ware. 

Aus der auch bei tieferen Temperaturen — weit unterhalb der 
charakteristischen Temperatur, wenn also die schnelleren, optischen 
Schwingungen fast vollstaéndig eingefroren sind — _betrachtlichen 
Temperaturabhiangigkeit der obigen Effekte darf vielleicht entnommen 
werden, daB fiir dieselben die kleineren Frequenzen, also die akustischen 
Gitterschwingungen maBgebend sind. 


Die verwendeten Aufnahmen wurden in den Jahren 1939 und 1940 
im II. Physikalischen Institut der Universitat Géttingen, zum Teil 
wahrend Feldurlaubs gemacht. Ich habe zu danken Herrn Prof. G. Joos 
fiir die Férderung der experimentellen Arbeiten, Herrn Prof. E. REGENER 
fiir die Méglichkeit der spaiteren Auswertung, Herrn Prof. K.H.HELL- 
WEGE fiir wertvolle Diskussionen. 


} Er ist beim Crt** (Rubin) wesentlich gréGer als beim Ndt+++ (vgl. Fig. 3). 
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Ein Beitrag zur Temperaturbestimmung 
im wandstabilisierten Quecksilberhochdruckbogen. 


Von 


O. Kocu und H. DunstApTER, Darmstadt. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 24. November 1950.) 


In der vorliegenden Untersuchung wird die Achsentemperatur im wandstabilisierten 
Quecksilberhochdruckbogen in Abhangigkeit von Druck und Stromstarke aus der 
ElektronenstoBverbreiterung starkeffektempfindlicher Spektrallinien bestimmt. 
Es wird gezeigt, daB bei gleicher zugefiihrter Leistung der Wechselstrombetrieb 
gegeniiber Gleichstrombetrieb zu hdheren Achsentemperaturen fiihrt. — Ein 
direkter Vergleich der Ergebnisse fiir den Gleichstrombogen mit Messungen der 
Gastemperatur, die sich auf eine Dichtebestimmung mittels Réntgenstrahl- 
absorption und Anwendung der Gasgesetze bei bekanntem Druck stiitzen, ist 
auch bei genau gleichen Versuchsbedingungen nicht mdéglich, weil die in die 
Uns6Ltpsche Formel der ElektronenstoBverbreiterung eingehende Starkeffekt- 
konstante des untersuchten 3 D-Terms aus der des 4.D-Terms extrapoliert werden 
mu8. Prinzipielle Bedenken gegen die Berechnung der Starkeffektkonstanten 
werden noch durch die Beobachtung unterstiitzt, daB ganz im Gegensatz zur 
Messung der Starkeffektkonstanten an den 4 D-Termen der 3 D-Term im Singulett- 
system starker verbreitert wird als im Triplettsystem. — Der naheliegende Versuch, 
nunmehr an Stelle des 3D-Termes den 4D-Term als Ausgangsterm zu benutzen, 
scheitert daran, daB die unerwartet starke Verbreiterung dieses Terms eine weitere 
merkliche Verbreiterungsursache vermuten laBt. 


Einlettung und Problemstellung. 

Im Zusammenhang mit der Begriindung und Weiterentwicklung der 
thermischen Lichtbogentheorie sind mehrere Methoden zur Messung 
von Bogentemperaturen bekanntgeworden. Unter anderem ist die 
Bogentemperatur schon spektroskopisch aus der Intensitatsverteilung 
im Linien- oder Bandenspektrum [/] bis [5], aus dem Intensitats- 
verhaltnis der Linien in und auBerhalb der Bogenachse in Abhangigkeit 
von der Anregungsspannung [6] und der ElektronenstoBverbreiterung 
der Spektrallinien bestimmt worden [7] bis [73]. Eine neuere Methode 
benutzt die Konturen geeigneter selbstumgekehrter Linien!. Daneben hat 
die direkte Messung der Gastemperatur bei bekanntem Druck mit Hilfe 
einer Dichtebestimmung aus der Réntgenstrahlabsorption [14), (15) fiir 
die Messung des radialen Temperaturverlaufs im wandstabilisierten 
Quecksilberhochdruckbogen [16] besondere Bedeutung erlangt. Je nach 
der zur Messung herangezogenen Energieform muB zundchst zwischen 


' Bartecs, H.: Z. Physik 127, 243 (1950); 128, 546 (1950). 
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Gas-, Elektronen-, Anregungs- und Ionisationstemperatur unterschieden 
werden, denen solche Werte zugelegt werden, daB sie in einem System 
im thermischen Gleichgewicht die beobachtete Geschwindigkeitsver- 
teilung im Neutralgas, der Elektronen, die Termbesetzungszahlen oder 
_ den Ionisationsgrad richtig wiedergeben wiirden [17]. Die Voraussetzung 
_ der Giiltigkeit des BortzMannschen Prinzips und des thermischen Gleich- 
gewichts kann erst durch die nachtragliche Ubereinstimmung der Ergeb- 
nisse aller MeBverfahren unter sonst gleichen Versuchsbedingungen 
erschlossen werden. 


Bei den im vorliegenden interessierenden wandstabilisierten Queck- 
silberbégen [7/8] haben sich die Verfahren der Dichtebestimmung und 
der Messung von ElektronenstoBbreiten besonders zweckmaBig erwiesen. 
Wahrend die Auswertung der Réntgenabsorptionsmessung bei gréBerer 
experimenteller Schwierigkeit lediglich auf die Benutzung der Zustands- 
gleichung fiir ideale Gase angewiesen ist, baut die spektroskopische 
Methode auf experimentell einfacheren, aber theoretisch komplizierter 
erfaBbaren Voraussetzungen auf. — Nach Untersuchungen von Uns6LD 
und LinpHOLM [19], (20) gilt fiir die Halbwertsbreite [cm] einer 
Spektrallinie bei Ionen- oder ElektronenstoBverbreiterung [13] 


und bei gleichzeitiger Elektronen- und I[onenstoBverbreiterung im 
Plasma des Quecksilberhochdruckbogens 

6 = ber + bron =1,97- 108 TECH N*-(2igrad-h. (2) 
In den Gleichungen bedeuten: Tabs. Temperatur, C =« ¢?, e Elementar- 
ladung [cm! g! sec], « Konstante des quadratischen Starkeffektes 
[em g+sec], uw, Atomgewicht des strahlenden Atoms, u, Atomgewicht 
des stoBenden Ions oder Elektrons, N* Elektronen- oder Ionendichte. — 
Wie bereits gezeigt werden konnte [8] resultiert die Breite der Linien 
5770/5791 A (21P,—33D,, 21P,—3%D,) aus der Elektronen- bzw. 
IonenstoBverbreiterung der 3 D-Terme und der Eigendruckverbreiterung 
des 21P,-Terms. Die Eigendruckverbreiterung kann aus den Uber- 
gingen 21P,—21S, und 21P,—31S, (A=10140 bzw. A=4916 A) 
bestimmt und fiir die Rechnung in Abzug gebracht werden. Dagegen 
wird die zur Berechnung der Elektronendichte erforderliche Starkeffekt- 
konstante der 3D-Terme noch aus der der 4D-Terme [27] unter Zu- 
grundelegung der wahren Quantenzahlen mit der Unsoip-Formel 
extrapoliert [22], [8], obwohl der Giiltigkeitsbereich der Formel bet 
hohen Ordnungszahlen bereits tiberschritten erscheint [23]. — Da die 
Temperatur nach Gl. (1) nut mit der sechsten Wurzel in die Berechnung 
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der Elektronendichte eingeht, geniigt zunachst ein roher Naherungs- 
wert, der sich spater schrittweise verbessern 1aBt. Unter Voraussetzung 
thermischen Gleichgewichts ist dann die Temperatur aus der Elektronen- 
dichte tiber die SauHA-Gleichung leicht zu berechnen. Fiir den Ioni- 
sationsgrad x des Bogengases gilt 


PY _ GG, kT (20kT m)*-e 


1 3 
1—# D% h 


er. (3) 


Darin ist: # der Druck, k die Bortzmannsche Konstante, U; die wirk- 
same Ionisierungsspannung; 0y,0;,0,, sind die Zustandssummen der 


neutralen Atome, Ionen und Elektronen mit %i% _4 Bei den in 


0 
Hochdruckentladungen vorkommenden Temperaturen (x*< 1) verein- 
facht sich die Formel fiir den Ionisationsgrad zu 


é Ui 


a RE We Coul \ 
x4 = 4-4,75 “AFF ] -¢ Atm. (<=) (4) 
und 
as eu; 
N* p-3 = 844-1018 Tie 2*T (cm? Atm.-$ grad-4) (5) 


mit N*=N-x (N Anzahl der Atome/Volumen und # Druck). Der 
Zusammenhang von Elektronendichte, Druck und Temperatur ist in 
Fig. 1 fiir eine wirksame Ionisie- 
rungsspannung U, =10,0 V, die sich 
aus neueren Untersuchungen [24] 
ergibt, dargestellt, wahrend er fiir 
U;=9,7 V bereits vorliegt [18]. 
Die bisherigen Versuche zur Elek- 
tronenstoBverbreiterung im Queck- 
silberhochdruckbogen wurden in 
Entladungsrohren mit konstanter 
Gasmenge angestellt. Dabei muBte 
der Nachteil einer unsicheren Druck- 
bestimmung und ein Druckanstieg 
mit wachsender Leistungszufuhr in 
gh __ __ Kauf genommen werden. Im folgen- 
Eocene Y ae den soll die Achsentemperatur einer 
Fig. 1. Zusammenhang von Elektronendichte, wandstabilisierten Quecksilberent- 
roarvatentndtae te cies ehekteee ee. ladung bei Konstantem Druck von 
sierungsspannung Uj =10,0 V [nach Gl. (5)}. 0,8 bzw. 1,6 at* und 142mm Rohr- 
durchmesser aus der ElektronenstoB- 
verbreiterung ermittelt und mit dem bereits vorliegenden Ergebnis einer 
Bestimmung an demselben Brenner nach dem Absorptionsverfahren [16] 
verglichen werden. Der Brenner, dessen Konstruktion und Anordnung 
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bereits beschrieben ist, wird mit Gleichstrom betrieben und nur in einem 
Fall werden die Anderungen bei Anlegen von W echselspannung untersucht. 


Versuchsanordnung zur Messung der Linienbreiten. 
Um die Form der durch ElektronenstoB und Eigendruck verbreiterten 
_ Linien 5770A (21P, — 38D,), 5791 A (2'F — 31D,) aufzulésen, wird wegen 
der hohen erzielbaren Dispersion wie frither [7] ein Konkavegitter, 
diesmal 3 m-ROWLAND-Gitter in zweiter Ordnung und Eaciescher 
Aufstellung bei einer Dispersion von 2,63 bis 2,72 A/mm, verwandt. 
Der Anteil der Eigendruckverbreiterung wird jetzt aus der Linie 4916 A 
(214 —31Sp) an Stelle der infraroten 10140A (21P, —21S,) ebenfalls aus 
Gitteraufnahmen entnommen. Eine Untersuchung der Linie 4347 und 
4339 A, die 21P,— 41D, und 21P, — 4 8D, Ubergingen zuzuordnen sind, 
war in dieser Anordnung wegen Stérung durch RowLaAnp-Geister der 
intensiven Linie 4358 A (2°R—23S,) nicht méglich und muBte an 
einem Dreiprismen-STEINHEIL-Glasspektrographen GH mit 0,65 m Kolli- 
mator- und 1,6m Kamerabrennweite und der Grtlichen Dispersion 
4,72 A/mm verlegt werden}. — Die Achse des Lichtbogens war bei den 
Gitteraufnahmen scharf auf den Spalt des Spektrographen abgebildet, 
wobei auf gut parallele Justierung geachtet wurde. Zur Erzeugung 
definierter Schwarzungsstufen stand eine Rasterblende nach HANSEN [25] 
in der von P.ScHuiz benutzten Aufteilung, die bereits geauBerte 
Bedenken([ 26] beriicksichtigt, im Strahlengang am Ort der zweiten 
Brennlinie vor dem Spalt. Jedenfalls zeigte eine 180°-Drehung der 
rein mechanisch aus Messingblech hergestellten Blende sowie die mehr- 
malige vollkommene Neujustierung keine Veranderung der Versuchs- 
ergebnisse. Ohne Raster war die Lichtintensitat langs der ganzen 
Spektrallinie nach Ausweis photometrisch ausgewerteter Platten kon- 
stant, weil der Astigmatismus des Gitters von selbst kleine értliche 
Schwankungen der Spaltbeleuchtung (UngleichmaBigkeiten in der Durch- 
lassigkeit der Quarzwand) ausgleicht. — Beim Glasspektrographen wurde 
der Astigmatismus kiinstlich durch Zwischenschalten einer passenden 
Zylinderlinse am Kondensor erzeugt und die Schwarzungsstufen durch 
einen rotierenden Sektor am Spalt festgelegt.. Der bei der Verwendung 
des rotierenden Sektors zu beriicksichtigende SCHWARZSCHILD-Exponent 
der Photoplatte kann durch den gleichzeitig auftretenden Intermittenz- 
effekt als einigermaBen ausgeglichen gelten [27]. Die Auswertung der 
Aufnahmen (Agfa ,,Spektral rot hart‘ und ,,blau rapid“) erfolgte an 
einem ZeEIssschen Registrierphotometer und wurde dadurch erleichtert, 
daB sich von den Stufen der Raster- bzw. Sektorblende je zwei auf- 
einanderfolgende wie 1:2 verhielten. Damit waren zusitzliche Kontroll- 
' mdoglichkeiten gegeben. Die gemessenen Halbwertsbreiten sind stets 


ar" Spaltbreite in beiden Fallen 0,01 mm. 
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sehr groB gegeniiber der ,,Apparatebreite’, so daB sich eine besondere 
Korrektur eriibrigt [28], [29], (30). 


Ergebnisse. 

Die Halbwertsbreiten der Linien 5770, 5791, 4916, 4347, 4339 A 
sind in den Fig. 2 und 3 als Funktion der Stromstarke J bei Drucken 
von 0,8 und 1,6 at* aufgetragen. Man erkennt, da als wesentliche 
Ursache der Verbreiterung der Linien 4916 A nur der Eigendruck in 
Frage kommt. Lediglich ein schwacher Anstieg mit wachsender Strom- 
starke 148t auch auf Beeinflussung durch StoB geladener Teilchen 
schlieBen. — Wie die Dia- 
gramme weiter zeigen, sind 
die Linien 5770 und 5791 A 
und damit die Terme 3 *D, 
und 31D, verschieden stark 
2 verbreitert. Das friiher ver- 
—— bia dffentlichte Zahlenmaterial 
(9) gibt diesen Sachverhalt 
bereits andeutungsweise 

Stromstarke I im 4g-Bogen wieder, doch konnte wegen 
Fig. 2. Gang der Halbwertsbreiten der Linien 5770/91, 4916 A der ungiinstigeren Ver- 
mit der Stromstarke im Quecksilberbogen bei einem Druck 1s w 
von 0,8 at und 12mm Rohrdurchmesser. suchsbedingungen (hoherer 
Druck, geringere Disper- 
sion) dieser nicht ausdriicklich festgestellte Unterschied damals noch 
durchaus innerhalb der Fehlergrenzen liegen. Theoretisch konnte er 
erwartet werden, da der Ausgangsterm 31D, der Singulettlinie 5701 A 
von dem nahe benachbarten Term 3'P, gest6rt werden kann, und 
ganz allgemein die Starkeffektkonstante mit abnehmender Energie- 
differenz zum Stérterm anwichst. AuBerdem ist die ungleiche Verschie- 
bung der Linien 5770/91 A in der Hochdruckentladung bereits experi- 
mentell festgestellt [37]. Die starkere Verbreiterung und Verschiebung 
des 3D-Terms im Singulettsystem steht allerdings im Gegensatz zur 
Messung der Starkeffektkonstanten an den 4D-Termen, die im Triplett- 
system eine gréBere Aufspaltung erwarten lassen, wenn man die Stark- 
effektkonstanten der 3D-Terme aus ihrem vermuteten Gang mit der 
Hauptquantenzahl errechnet. — Extrapoliert man in den Diagrammen 
linear auf die Stromstirke J =-0, so wird der vom ElektronenstoB her- 
riihrende Anteil der Verbreiterung praktisch Null. In Fig.2 sind weiter 
bei einem Druck von 0,8 at und 4,3 Amp. Stromstirke die Linienbreiten 
fiir Wechselstrombetrieb eingezeichnet. Die Breite der Linie 4916 A 
schlieBt sich ohne weiteres an die fiir Gleichstrom gemessenen Werte an 
(Eigendruckverbreiterung). Die Linien 5770 und 5791 A sind stirker ver- 
breitert und lassen damit auf eine gegeniiber dem Gleichstrombetrieb 
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gleicher Leistung wesentlich erhéhte Achsentemperatur schlieBen, die 
eventuell auf die hdheren Momentanwerte der Stromstirke zuriick- 
gefiihrt werden kann. 
Obwohl mit diesen Ergebnissen grundsiatzlich bereits eine Temperatur- 
bestimmung méglich ist, wurde vergleichsweise noch die Breite der 
_Linien 4347 und 4339 A bestimmt. Es bestand dabei die Absicht, die 
Zulassigkeit einer Extrapolation der an den 4D-Termen gemessenen 
Starkeffektkonstanten auf die 3.D-Terme nach der UNSOLD-Formel zu 
tiberpriifen, da sie durch 
die im Singulett- und 
Triplettsystem festgestellte 
ElektronenstoBverbreite- 
rung der 3D-Terme stark 
in Frage gestellt wird. Die 
Verbreiterung durch Elek- 
tronensto8 ist diesmal fiir 
beide Linien die gleiche 
und nimmt auch im Gegen- 
satz zu der der Linien 
5770/91 A, wenn sie linear 
auf die Stromstarke J =0 
extrapoliert wird, einen von 
Null verschiedenen Wert 2 ; vA 
an, der wohl] nicht allein auf Stromstirke I im tg-Bogen 
MeBungenauigkeiten Zu- Fig. 3. Gang der Halbwertsbreite der Linien 5770/91, 4347/39, 
os as 5 " 4916 A mit der Stromstarke im Quecksilberbogen bei einem 
riickgefiihrt werden kann. Druck von 1,6 at und 12 mm Rohrdurchmesser. 
Man gewinnt den Eindruck, 
daB ein zusatzlicher Verbreiterungseffekt vorliegt, der seine Deutung 
in der einerseits geringen Differenz zwischen der Anregungsspannung 
des 4D-Terms (9,4 V) und der Ionisierungsspannung und der anderer- 
seits hdheren mittleren kinetischen Energie des Plasmas finden kénnte. 
Wie sich aus Aufnahmen des Gesamtspektrums fiir den untersuchten 
Bogen ergibt, die die Linie 3906 A (2!P,—51D,) noch zeigen, liegt 
die wirksame Ionisierungsspannung in Ubereinstimmung mit neueren 
Untersuchungen [24] bei etwa 10,0 V. 
Unter der Voraussetzung einer Starkeffektkonstanten Cyp = 
4,1 - 107-44 [em sec] fiir die 3D-Terme [8] ist in Tabelle 1 die Bogen- 
temperatur als Funktion der Stromstarke berechnet worden, wobei ein 
gemittelter Wert aus der Verbreiterung der Linien 5770/91 A benutzt 
wurde. Besondere Beachtung verdient die Tatsache, da die Tem- 
peratur eines Wechselstrombogens (@) um mehrere hundert Grad hoher 
liegt als die eines Gleichstrombogens (=) gleicher Leistung. Deshalb 
ist bei dem Vergleich der zunachst nur fiir Gleichstrom aufgestellten 
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Tabelle 1. 


Elektronen- | Ionisations- | Gastemperatur 
Druck | Stromstarke Smittel dichte temperatur nach [16] 
{em~*] N*-107-*¢ (°K] [°K] 
0,8 = 1,5 0,24 0732. | O28 4 Ato2s 5770 5640 + 300 
= 2,0 0,3 0,42..| 0,36; -},, 0,36 |} -S910 
= 2,5 0,37 | 0,51 | 0,44 | 0,44 | 6030 
= 3,0 0,43 061 | 0,52 “Tf , 0,529 TT eise 5770 + 300 
25/35 0,49 0,70 | 0,60 0,60 6220 
=—70 0,56 0,80 0,68 | 0,68 : 6300 
0,8 4,3 1,24 1,52 1,38 | 1,38 || 6845 
1,6 = 1,5 0,38 | 0;53 7. UA 0,45 || 5840 5340 + 300 
= 2,0 0,54 0,70 0,62 | 0,62 6020 
== 12,5 0,69 0,89 | 0,79 0,79 || 6170 | ‘ 
= 3,0 0,85 | 1,07 | 0,96 0,96 | 6300 5540 + 300 
== 3,5 4:00 [4,25 1,13 1,13 6410 
= 40) 1,16 1,42 1,29 1,29 | 6490 | 


ELENBAAS-HELLERschen Theorie [32] bis [35] mit Messungen am 
Wechselstrombogen Vorsicht geboten. — In der letzten Spalte sind 
einige Temperaturwerte eingetragen, wie sie sich aus einer direkten 
Messung der Bogentemperatur bei Gleichstrombetrieb mit dem Réntgen- 
verfahren unter genau gleichen Ver- 
suchsbedingungen vor kurzem _ erga- 
ben [1/6]. Bei Beriicksichtigung der 
Fehlergrenzen des DichtemeBverfah- 
rens legt der Vergleich annaherndes 
thermisches Gleichgewicht nahe. Ein 
strenger Beweis verlangt noch die ex- 
perimentelle Bestimmung der Stark- 
effektkonstanten und die nahere Prii- 
fung der bereits mehrmals verbesserten 
Fig. 4. Zusammenhang von Achsentemperatur SAHA-Gleichung und insbesondere der 
und Leistung bei zwei verschiedenen 
Drucken (0,8 und 1,6 at). UNSOLD-Formel fiir die Elektronen- 
stoBverbreiterung. Uber den Gang der 
ElektranenstoBverbreiterung mit hdheren Quantenzahlen bei bekannten 
Starkeffektkonstanten ware deshalb mehr experimentelles Material 
wiinschenswert. 


TemperaturT 


0 10 20 30 4 W/cm 
Leistung/cm. Bogenlange 


Um zu zeigen, wie das eigenartige Ergebnis, daB die Temperatur 
bei konstanter Stromstirke mit dem Druck wachst, durch die gleich- 
falls zunehmende Leistungsaufnahme bedingt ist, ist in Fig. 4 die 
Temperatur tiber der Leistung aufgetragen. Der Druck ist Parameter. 
Man erkennt, daB, wie es die Theorie des Quecksilberhochdruckbogens 


verlangt [34], [35], die Temperatur bei konstanter Leistung und zu- 
nehmendem Druck fallt. 
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Untersuchungen des diuferen Photoettektes 
am Kupferoxydul und am Kupferoxyd. 


Von 
LuisE MEYER-SCHUTZMEISTER, GOttingen. 
Mit 9 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 27. November 1950.) 


In einer kugelsymmetrischen Photozelle wurden mit Hilfe von auswechselbaren 
Kathoden Stromspannungskurven des auferen Photoeffektes von Halbleiter- 
kathoden und Metallkathoden miteinander verglichen. Es zeigte sich, daB im 
Gegensatz zu Metallkathoden, die eine vom Material unabhangige Bremsspannung 
haben, wenn stets die gleiche Photonenenergie und die gleiche Anode benutzt 
wird, die Halbleiterkathoden eine vom Material abhangige Bremsspannung haben. 
Allerdings konnte insbesondere fiir das Cu,O kein konstanter Wert der Brems- 
spannung angegeben werden, der fiir das Material charakteristisch gewesen ware. 
Zum Beispiel ergab beim Cu,O eine leichte Erwarmung der Schichten, neben 
der Veranderung der Austrittsarbeit auch eine Veranderung der Bremsspannung. 
Die Bremsspannungsverschiebung der Cu,O-Kathode gegeniiber einer Metall- 
kathode betrug 0,05 bis 0,19 V. Fiir die CuO-Kathode wurden dagegen Ver- 
schiebungen von etwa 0,55 + 0,05 V gefunden. Stets waren die Verschiebungen 
des Cu,O kleiner als die des CuO. Diese Bremsspannungsverschiebungen deuten 
darauf hin, daB die Energieniveaus der energiereichen Elektronen, die durch den 
auBeren Photoeffekt abgelést werden, im Halbleiter, im Cu,O, etwa 0,1 V und 
im CuO etwa 0,55 V, tiefer liegen als im Metall, unter der Voraussetzung, daB die 
Elektronen keinen Energieverlust beim Durchgang durch das Material erleiden. 
Das Cu,O zeigt ein weiteres charakteristisches Merkmal in seiner Stromspannungs- 
kurve, einen langsamen Abfall des Elektronenstroms in der Nahe der Brems- 
spannung, der beim CuO nicht gefunden wurde. 


$1. Einleiiung. 

Im Gegensatz zu den Metallen sind an den Halbleitern jahrzehnte- 
lang keine photoelektrischen Messungen angestellt worden trotz mancher 
Hinweise, daB solche Untersuchungen unsere Kenntnisse iiber die 
Halbleiter vermehren kénnten [/], [2]. Erst in neuerer Zeit, nachdem 
die Bedeutung der Halbleiter betrachtlich angewachsen ist, sind wieder 
einige wenige Arbeiten tiber photoelektrische Messungen an Halbleitern 
gemacht worden [3]. Diese Untersuchungen erfolgen wie bei den 
Metallen im allgemeinen mit der LENARDschen Gegenfeldmethode [4] 
in einer kugelsymmetrischen Photozelle, wie sie in Fig. 1 schematisch 
dargestellt ist und in der vorliegenden Arbeit auch verwendet wurde. 
Die Kathode dieser Photozelle besteht aus dem zu untersuchenden 
Material, die sich leicht von auBen, wie man aus Fig. 1 ersieht, durch 
eine andere ersetzen lit. Es kénnen deshalb die Stromspannungs- 
kurven zweier verschiedener Kathodenmaterialien bei gleicher Anode 
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und bei gleichbleibender Energie der auf die Kathode auftreffenden 
Photonen miteinander verglichen werden. In Fig. 2 ist je eine solche 
Stromspannungskurve, wie sie hier an einer Ag- und einer Cu-Kathode 
gewonnen wurde, eingetragen. Auf der Ordinate ist der Photostrom i 
im Verhiltnis zum Sattigungsstrom i, eingezeichnet, auf der Abszisse 
die zwischen Anode und Kathode angelegte Spannung U, die Werte 
‘ groBer als 0 hat, wenn die Kathode positiv gegen die Anode aufgeladen 
ist. Kurve A’ zeigt die wirklichen MeBwerte der Ag-Kathode, aus 
denen bei starker verzégern- 
den Spannungen U einerseits 
die Abnahme des Photostroms 
und andererseits die Zunahme 
des Riickstroms zu ersehen 
sind. Zur Korrektur dieses 
Riickstromes [5], der durch @ 
Elektronenentstand, die durch 
_Streulicht an der Anode aus- 
gelést wurden, muBte seine 
Abhangigkeit von der Span- 
nung U- gemessen werden. 
Dazu wurde die Anode be- Fig. 1. Schematische Darstellung der Photozelle. Die 
strahlt, so daB der Riickstrom grofe Kugel ist mit einem Uberzug von Pt ausgekleidet. 
Bee serblagpetendl war, De tee nit ie Siocets aseeetesh ve 
Es zeigte sich, daB in dem be- Ofen bedampft werden. Die Ofen bestehen aus elektrisch 
trachteten Spannungsbereich  fin'Sciten sind durch gewolbte Metallbleche abgeschirmt. 
und in der verwendeten An- Im Innern der kleinen Kugeln befinden sich Heizvorrich- 
: - tungen. Ihre Zuleitungen sind mit den Zahlen 1 bis 4 
ordnung dieser Riickstrom bezeichnet. Die Zuleitungen 1 und 3 steben in leitender 
innerhalb der Fehlergrenze Verbindung mit den Oberflachen der kleinen Kugeln. 
linear von der Spannung U 
abhangig war und durch die Gerade « (Fig. 2) dargestellt wird. Kurve A 
zeigt die vom Riickstrom befreite Stromspannungskurve der Ag-Kathode, 
Kurve B die der Cu-Kathode. In den weitaus meisten Fallen betrug 
der Riickstrom in der Nahe der Bremsspannung nur 1 bis 3% des 
Sattigungsstromes 7). Bei allen hier durchgefiihrten Messungen zeigten 
alle sauberen Metallkathoden als charakteristisches Merkmal bei gleicher 
Anode und gleicher Photonenenergie dieselbe Bremsspannung V, (Fig. 2\, 
Dieses Ergebnis ist seit langem bekafint und immer wieder hestatigt 
worden [5], [6], [7]. 


MILLIKAN [6] hat als erster Strbmspannungskurven am CuO ge- 
messen und sie mit denen an Metdllen verglichen. Er berichtet, daB 
die Bremsspannungen des CuO stetg kleiner als bei den Metallen waren, 
Der Grund dafiir blieb offen. Da Hie MeBergebnisse sich mit der Zeit 
verdnderten, vermutete er, daB di¢ kleineren Bremsspannungen durch 


7 
é 
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Verunreinigungen an der Oberflache gegeben waren. Eine vor kurzem 
erschienene Arbeit [3] beschaftigt sich mit dem duBeren Photoeffekt 
am B, Te und Ge. Auch hier werden kleinere Bremsspannungen ge- 
funden. 

In der vorliegenden Arbeit sind Cu,O- und CuO-Kathoden unter- 
sucht worden. Insbesondere sollte die Anderung der MeBergebnisse 
durch verschiedene Vorbehandlungen der Halbleiterkathoden untersucht 
werden, um festzustellen, wie weit mit reproduzierbaren Ergebnissen 
za rechnen ist. 


<— verzigernde Spannung U 


Fig. 2. Fig. 3. 
Fig. 2. Stromspannungskurven einer Ag- und einer Cu-Kathode. A=2144 A. Kurve 4’ fiir Ag unkorrigiert, 
Kurve A fiir Ag korrigiert, Kurve B fiir Cu korrigiert. 


Fig. 3. Stromspannungskurven einer Kupferkathode. Die Photonenenergie betrug bei Kurve A 6,09 eV; 
bei Kurve B 5,75 eV; bei Kurve C §,33 eV. Die Bremsspannungen (nach Du Brince korrigiert) betragen: 
Kurve A: 1,85 + 0,03 V; Kurve B: 1,53 + 0,03 V und Kurve C: 1,15 + 0,03 V. 


§ 2. Versuchsanordnung und Kontrollmessungen. 


Die zu den Messungen verwandte Photozelle ist in Fig. 1 schematisch dar- 
gestellt. Eine,im Innern platinierte Glaskugel mit dem Durchmesser von 18 cm 
diente als Anode. Durch das aufgeschmolzene Quarzfenster Q drang das ultra- 
violette Licht in die Photozelle ein und beleuchtete die Kathode, eine Ag- bzw. 
Cu-HohIkugel. Beide Hohlkugeln enthielten im Innern eine Chromnickelwendel, 
mit der sie auf 800°C erhitzt werden konnten; ihre Halterungen bestanden aus 
diinnen Pyrexréhrchen von 0,6cm Durchmesser, auf die Glanzgold eingebrannt 
war, um elektrische Aufladungen zu vermeiden. Sie waren so angebracht, daB 
sie die zu messenden Photostréme weitgehendst unbeeinfluBt lieBen. 

Kine Funkenstrecke zwischen Zn, Au oder Cd-Elektroden mit darauffolgendem 
Doppelmonochromator lieferte das ultraviolette, monochromatische Licht. Da 
die Strahlungsstarke wahrend der Messungen nicht konstant blieb, wurde ein 
diinnes Quarzscheibchen in den Lichtweg gebracht, das einen Teil des Lichtbiindels 
reflektierte und auf eine Vergleichsphotozelle fallen lie8. Der Strom dieser Ver- 
gleichsphotozelle war ein relatives MaB fiir die Bestrahlungsstarke auf den Kathoden. 
Die beleuchtete Flache betrug etwa 0,5 2mm. Der vom monochromatischen 
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Licht an der Kathode ausgeléste Elektronenstrom wurde mit einem Quadrant- 
_elektrometer in Kompensationsschaltung abgelesen. Es konnten Stréme bis herab 
zu 5-10-15 A gemessen werden. Wegen der elektromagnetischen Stérungen der 
Funkenstrecke muBte auf beste elektrostatische Abschirmung geachtet werden. 


Saubere Metallkathoden entstanden durch Erhitzen der Hohlkugeln auf 800° C 
und nachtraglicher Bedampfung mit Ag bzw. Cu. Zur Oxydation der Kupfer- 
_ kugeln wurde O, in das Rohr eingelassen und die Cu-Hohlkugeln auf 750° geheizt. 
Der Sauerstoffdruck wurde durch Regelung der Zufuhr wahrend der Oxydation, 
die etwa 20min dauerte, konstant gehalten. Bei einem O,-Druck gréBer als 
_ 0,3 Torr (mm Hg) entstand das schwarze Kupferoxyd, bei einem Druck kleiner 
_als 0,3 Torr das rote Kupferoxydul. Die verschiedenen Oxydationen fanden in 
einem weiten Druckbereich statt, so daB der aAuBere Photoeffekt sowohl am CuO 
_ als auch am Cu,O gemessen werden konnte. Auf die Art der Abkiihlung nach der 
_erfolgten Oxydation wird in den Ergebnissen eingegangen. In manchen Fallen 
ersetzte ein kleiner heizbarer Cu-Topf von 1,7 cm Durchmesser und 3 cm Lange 
die Cu-Kathodenkugel. Der Deckel des Topfes war ein kleines Hartglasscheib- 
chen, auf das mit der Wendel W verschiedene Substanzen aufgedampft werden 
konnten. 


Das einwandfreie Arbeiten der Apparatur ergab sich aus Messungen an Metall- 
kathoden, die hier kurz mitgeteilt werden sollen. Wie in der Einleitung schon 
erwahnt ist, sind verschiedene Metallkathoden Cu und Ag mit ultraviolettem 
Licht in der gleichen Photozelle bestrahlt worden. Die GréBe der Bremsspannung V, 
blieb unverandert bei gleich groBer eingestrahlter Lichtfrequenz. Um die Tem- 
peraturabhangigkeit dieser Bremsspannung zu beriicksichtigen, wird eine von 
Du Brince [8] angegebene Korrektur angewandt, die gestattet, V, bei der Tem- 
peratur 0° K zu bestimmen. Die so gefundenen Bremsspannungen betragen fiir 
Cu 1,51+0,03 V und fiir Ag 1,50+0,03 V und stimmen gut iiberein. Es soll 
noch betont werden, da8 die Ubereinstimmung der Bremsspannungen unabhangig 
von den Gasbelegungen der Kathode waren, wenn nur die Kathoden metallischen 
Charakter hatten. 

Aus den Stromspannungskurven der Fig. 2 sind die Voltaspannungen zwischen 
der Cu-Kathode und der Anode V,’ und zwischen der Ag-Kathode und der Anode 
V,’ ablesbar. Mit ihrer Hilfe lassen sich die Austrittsarbeiten der Anode ®,4 und 
die der Kathode @, aus den Gleichungen: eV, =®x—D4 und Pg = hv — (V,— V,) e 

- bestimmen, wobei e die Elementarladung ist und hv die Energie der eingestrahlten 
Lichtquanten. Diese hier gemessenen Austrittsarbeiten der beiden Metalle kénnen 
immer noch durch geringe Gasbelegungen an der Oberflache verfalscht sein, 
obwohl beide Kathoden etwa 10 min lang bei einer Temperatur von etwa 800° 
ausgeheizt wurden. 

Zur weiteren Priifung der Apparatur diente eine zweite Versuchsreihe, bei 
der eine Kupferkathode mit ultraviolettem Licht verschiedener Wellenlange be- 
strahlt wurde. Die gemessenen Stromspannungskurven sind in Fig.3 eingetragen; 
die dort angegebenen Bremsspannungen sind nach Du BRIDGE korrigiert. Fiir die 
mit der Anwendung verschiedener Photonenenergien verbundene Bremsspannungs- 
anderung V,,—V2 gilt e (Vj.y—V, )=h (v»,— 1). Wie die Fig. 3 zeigt, ist diese 
Forderung auch fiir die gréBte und kleinste angewendete Photonenenergie (5,33 
und 6,09 eV) innerhalb der Fehlergrenzen erfiillt. Dieses ist nur zu erwarten, wenn 
stérende Streufelder, wie sie z.B. von der Kathodenhalterung ausgehen kénnten, 
auf die Bremsspannungen keinen Einflu8 haben. Die Streufelder machten sich erst 
dann stérend bemerkbar, wenn die aus der Kathode austretenden Photoelektronen 
eine maximale Energie hatten, die kleiner war als etwa 0,4 eV. Alle Messungen 
wurden deshalb nur mit Lichtquanten entsprechender Energie ausgefiihrt. 
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Durch einen Versuch, in dem das erdmagnetische Feld durch HELMHOLTZ- 
Spulen kompensiert war, konnte gezeigt werden, daB das Erdfeld die Stromspan- 
nungskurve und insbesondere die Bremsspannung nicht veranderte. 


§ 3. Messungen am CuO. 


In der Fig. 4 werden in einer ersten Serie von MeBreihen die Strom- 
spannungskurven mehrerer CuO- und einer Cu,O-Kathode mit einer 
Metallkathode verglichen. Bei allen Kurven ist der Riickstrom in der 
gleichen Weise wie bei den Metallen eliminiert. Die Kurve A stellt die 
Messungen an der Ag-Schicht dar, die Kurve B die an der Cu,O-Schicht, 
und schlieBlich zeigen die KurvenC bis H die Ergebnisse mehrerer 
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Fig. 4. Stromspannungskurven einer Ag und einer Cu,O-Kathode und mehrerer CuO-Kathoden. 24=2144 A. 

Kurve A fiir Ag, Kurve B fiir Cu,O, Oxydationsdruck 0,25 Torr. Kurven C bis H fiir CuO, mit den Oxy- 

dationsdrucken 0,7 Torr fiir C, 1,5 Torr fiir D, 3,0 und 6,0 Torr fiir die zusammenfallenden Kurven E und F, 

21 Torr fiir G, 76 Torr fiir H. — Kurve J wie Kurve H, aber nach einem Gliihen in H, bei 0,8 Torr und 
etwa 500°C. 


Fig. 5. Stromspannungskurven einer Silber- und mehrerer CuO-Kathoden. 4=2144 A. Kurve A fiir Silber 

Kurven B bis F fiir CuO, Kurve B Oxydationsdruck 3 Torr, bei C ebenso, aber nach Heizung auf 200 bis 

300°C. Kurve D Oxydationsdruck 3 Torr und Abkiithlung in O,-Gas. Kurve E wie D, aber nach Heizung 
auf 200 bis 300° C, Kurve F wie D, aber nach Heizung auf etwa 500° C. 


CuO-Schichten, die sich durch den O,-Druck wihrend der Oxydation 
unterscheiden. Alle Oxydationen erfolgten an einer einzigen Cu-Hohl- 
kugel; die erste begann mit dem QO,-Druck von 0,25 Torr, bei jeder 
weiterén wurde der O,-Druck, wie aus der Satzbeschriftung hervorgeht, 
gesteigert. Die Abkiihlung nach der Oxydation geschah in der Weise, 
daB das O,-Gas gleichzeitig mit dem Abstellen der Kathodenheizung 
kraftig ausgepumpt wurde. Die Kurve J stellt eine MeBreihe dar, bei der 
eine CuO-Kathode bei einer Temperatur von etwa 500°C in 0,8 Torr 
Wasserstoff gegliiht wurde. Die Stromspannungskurve der Ag-Kathode 
anderte sich wahrend der Oxydation der Cu-Kugel nicht, so daB die 
Kurve 4 als Vergleich fiir alle MeBreihen gilt. 

Um die Bremsspannungen bei den Halbleitern genau zu bestimmen, 
ware eine Korrektur, ahnlich wie bei den Metallen nach Du BRIDGE [8], 


ae 
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notwendig. Welche Korrektur hier anzuwenden ist, ist nach dem 
heutigen Wissen iiber Halbleiter nicht sicher. Die Unsicherheit in der 
Angabe der Bremsspannung wird deshalb nicht gréfer, wenn man V, 
durch Extrapolation der Stromspannungskurve mit Hilfe einer Parabel, 
die durch die letzten MeBpunkte gelegt wird, gewinnt. Beim Vergleich 
der Bremsspannungen einer Metall- und Halbleiterkathode wird in 
beiden Fallen die gleiche Extrapolation angewendet. In der Tabelle 4 
sind die so gewonnenen Bremsspannungsdifferenzen der Cu,O- und der 
CuO-Kathoden gegeniiber der Ag-Kathode und die Voltaspannungen 


Tabelle 1. Bremsspannungsdifferenzen zwischen der Ag-Kathode und den ver- 
schiedenen Halbleiterkathoden aus CuO und Cu,O und die Voltaspannungen zwischen 
den Halbletterkathoden und der Metallanode. 

(Ergebnisse der Fig. 4.) 


O,-Druck bei der Anderung der Voltaspannungen 
Metall-Halbleiter Oxydation Bremsspannung Vp = (®x—a)/e 
Torr Volt Volt 
Ag—Cu,O 0,25 0,04 0,4 + 0,05 
Ag—CuO 0,7 0,40 0,1 =£ 0,05 
Ag—CuO 45 0,51 O,15a= 0,05 
Ag—CuO 3 0,58 O50) 250305 
Ag—CuO 6 0,56 0,0) =--0;05 
Ag—CuO 21 0,60 iO See KOS 
Ag—CuO 76 0,60 — 0,1 = 0,05 
Ag— in 0,8 Torr H, | = 0,08 0,5 + 0,05 


bei etwa 500° C 
reduziertes CuO. 


V,=(®,—@,)/e aus der Fig. 4 eingetragen. Auch hier ist die Austritts- 
arbeit der Metallanode als konstant anzusehen, und die Verdnderung 
der Voltaspannung V, bedeutet deshalb eine Veranderung der Kathoden- 
austrittsarbeit Dy. 

Alle CuO-Schichten haben eine wesentlich kleinere Bremsspannung 
als die Metalle. Die Verschiebung betrug bei den Schichten, die in 
einem O,-Druck gréBer als 2 Torr oxydierten, 0,55 -+ 0,05 V. Nur bei 
kleineren Drucken war die Verschiebung kleiner. So zeigte sich bei 
einem Druck von 0 7 Torr nur ein Betrag von 0,4 V. Es ware méglich, 
daB die Oxydationsdauer hier nicht ausreichte, die aus apparativen 
Griinden nur 20 min anhalten konnte, und bei langerer Oxydations- 
dauer sich ebenfalls eine Bremsspannungsverschiebung von etwa 0,55 eV 
ergeben hatte. 

Die Stromspannungskurven aller untersuchten CuO-Kathoden zeigten 
fiir die schnellen Elektronen einen raschen Abfall der Stromstarke ahnlich 
wie bei den Metallen. Die Energieverteilung bei den schnellen Photo- 
elektronen des CuO scheint demnach der der Metalle zu entsprechen, 
wenn allein Stromstarken bis herab zu 7,/200 beriicksichtigt werden. 
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Um den Einflu8 verschiedener Abkithlungsbedingungen nach erfolgter Oxy- 
dation zu studieren, wurden CuO-Schichten miteinander verglichen, bei denen 
die einen wie bisher durch Abstellen der Kathodenheizung und gleichzeitigem, 
kraftigen Auspumpen des O,-Gases abkiihlten, wahrend die Abkihlung der anderen 
Schichten im O,-Gas stattfand. Weiterhin wurden die Schichten nach leichter 
Erwarmung im Vakuum auf 200 bis 300°C bei Zimmertemperatur untersucht. 
In Fig. 5 sind die MeBergebnisse bei verschiedenen Abkiihlungsbedingungen dar- 
gestellt. Die Kurve A zeigt wieder die Messungen am Ag, Kurve B die an der 
CuO-Schicht, bei der die Abkiihlung wie bisher erfolgte. Die MeBwerte, die die 
gleiche Schicht zeigt, nachdem sie im besten Vakuum auf 200 bis 300° C erhitzt 
wurde und wieder abkiihlte, sind in Kurve C eingetragen. Kurve D stellt das 
Ergebnis der CuO-Schicht dar, die im Sauerstoff abkiihlte. Auch diese Schicht 
wurde im besten Vakuum erhitzt, anfangs auf 200 bis 300° C — die dazugehérigen 
MeBwerte zeigt die Kurve E — und schlieBlich auf etwa 500°C mit der dazu- 
gehorigen Kurve F. 

Eine Erhitzung der CuO-Schicht im Stickstoff auf etwa 500° C brachte keine 
Anderung des Ergebnisses. Die gewonnenen Resultate zeigten sich bei allen 
CuO-Schichten, die bei einem O,-Druck gréBer als 2 Torr oxydiert wurden. Bei 
den CuO-Schichten, deren MeBwerte in Fig. 5 eingetragen sind, betrug der Oxy- 
dationsdruck 3 Torr. 

Die Bremsspannungsdifferenzen, die sich aus den Stromspannungskurven der 
Fig. 5 fiir die CuO-Schicht gegeniiber einer Metallschicht ergeben, zeigt die Tabelle 2. 
Aus ihr geht eindeutig hervor, da8 die Verschiebung der Bremsspannung praktisch 
unabhangig von der Art der Abkiihlung 0,55+ 0,05 V betrug. Selbst bei einer 
Erwarmung der Schicht auf 500°C lag die Veranderung der Bremsspannung 
innerhalb der hier angegebenen Fehlergrenze. 

Im Gegensatz dazu hatte die Art der Abkiihlung und auch die Erwarmung 
der Schicht einen Einflu8 auf die Voltaspannung und damit auf die Austritts- 
arbeit der CuO-Kathode @x. Dieses zeigt die Tabelle 2, in der die Voltaspan- 
nungen (@x — @4)/e eingetragen sind, wobei ®, wieder als konstant anzusehen ist. 
Man sieht, da® die Austrittsarbeit der CuO-Kathode ®y durch eine Abkiihlung 
im O,-Gas erhéht wird. Man wird annehmen miissen, daB Aahnlich wie bei den 
Metallen eine Adsorption von O,-Molekiilen an der Oberflache stattfindet, die 
die Austrittsarbeit erhéht. Bei einer Erwarmung lést sich der Sauerstoff von der 
Oberflache wieder ab, und die Austrittsarbeit wird verringert. 


Tabelle 2. Bremsspannungsdifferenzen zwischen der Ag-Kathode und den CuO- 

Kathoden, deren Abkiihlung nach der Oxydation auf verschiedene Weisen erfolgten. 

Ebenso ist die Voltaspannung dieser CuO-Schichten gegeniiber der Metallanode 
eéingelragen. 

Der O,-Druck wahrend der Oxydation betrug 3 Torr. (Alle Messungen fanden 


bei Zimmertemperatur statt. Ergebnisse der Fig. 5.) 
—.]s SSSSFSFSSSSFSSSSSSSSSSSSSSSSSSSsses 


" Anderung der | Voltaspannung 
Art der Abkiibl 
nach onidiater Cicdatiis coheepigiec ns Vo = (®x—@a)le 
°C Volt Volt 
————————— 
| 
Abschaltung der Heizung keine 0,57 ) 0,00 + 0,05 
geschieht gleichzeitig mit auf 200— 300 0,56 ; —0,4 +0,05 
dem Abpumpen des | 
O,-Gases. 
Abkiihlung im O,-Gas keine 0,57 | 0,05 + 0,05 
| auf 200-300 | = 0,56 | 0,15 +.0,05 
/ auf etwa 500 0,55 p =0,15 46,05 


emerge 
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Es soll noch erwahnt werden, daB die photoelektrischen Messungen an einer 
CuO-Schicht auf Quarz wiederholt wurden. Statt der Cu-Hohlkugel diente der 
Cu-Topf mit Quarzdeckel als Kathode. Dieser Quarzdeckel wurde mit einer relativ 
diinnen Cu-Schicht bedampft und danach vollstandig zu CuO durchoxydiert. Die 
MeBergebnisse hierbei zeigten die gleichen charakteristischen Merkmale wie die 


bisher angefiihrten Messungen, sie waren also unabhangig von der Unterlage der 
CuO-Schicht. 


Am SchluB dieses Abschnittes soll noch die Kurve / der Fig. 4 erwahnt werden. 
Sie stellt die MeBergebnisse einer bei etwa 500° C in Wasserstoff mit einem Druck 
von 0,8 Torr gegliihten Kathode dar. Man wird erwarten, da® ein Teil des CuO 
wahrend des Gliihens zu Cu und Cu,O reduziert wurde, so daB die Bremsspannung 
anwachst und gleich der des Silbers wird. Ebenso wird man vermuten, daB die 
Oberflache der Schicht nach der Wasserstoffbehandlung mit H-Atomen belegt 
sein wird, wodurch die Austrittsarbeit erheblich herabgesetzt wird. Beide Effekte 
lassen sich auch an der zum Teil reduzierten CuO-Schicht nachweisen: 

Die Voltaspannung und damit die Austrittsarbeit ist entsprechend der Tabelle 1 
kleiner geworden, und zwar um den Betrag von 0,4 eV. Die Bremsspannung der 
mit H, behandelten Schicht ist dagegen erheblich angewachsen, und die Brems- 
spannungsdifferenz gegen has Silber betragt héchstens 0,08 V. Eigentlich sollte 
bei Anwesenheit von Cu keine Bremsspannungsdifferenz auftreten, hier ist jedoch 
die Extrapolation, die die Bremsspannung liefert, so auBerordentlich unsicher, da 
die Stromspannungskurven des Cu, CuO und Cu,O iiberlagert sind. Der Wert 
von 0,08 V muB deshalb nicht im Widerspruch zu der Annahme stehen, daB die 
CuO-Schicht durch die H,-Behandlung zu einem Teil zu Cu reduziert wurde. 


§ 4. Messungen am Cu,O. 


Die Stromspannungskurven dreier verschiedener Cu,O-Kathoden 
sind in den Fig. 6, 7 und 8 dargestellt. Die Korrektur des Riickstromes 
ist iiberall bereits durchgefiihrt, da sie von der gleichen Gr6Benordnung 
ist wie bei den Metallen und den CuO-Kathoden. 


In jeder dieser Figuren ist die Kurve A das Ergebnis der Ag-Ver- 
gleichskathode, Kurve B stellt die Messungen der verschiedenen Cu,O- 
Kathoden dar, die etwa 10 min bei einer Temperatur von 750° C und 
bei einem Druck von 0,25 bzw. 0,2 Torr oxydiert wurden. Die Kurve C 
zeigt in jedem Fall die Stromspannungskurve der Cu,O-Schichten, 
nachdem diese im besten Vakuum 20 min lang eine Temperatur von 
200 bis 300° C hatten und danach wieder abkiihlten. Die Photoenergien 
betrugen in Fig. 6 und 7: 5,75 eV, in Fig. 8: 6,09 eV. 

Die Messungen am Cu,O zeigen ein weniger einheitliches Bild als 
die am CuO. Es wird vermutet, daB dies durch den AbkiihlungsprozeB 
nach der Oxydation bedingt ist, der wie bei den CuO-Schichten durch 
Abstellen der Kathodenheizung und gleichzeitigem kraftigen Abpumpen 
des O,-Gases bewerkstelligt wurde. Trotz des raschen Absaugens 
kénnte der O,-Druck bei manchen zu durchlaufenden Temperaturen 
oberhalb des Zersetzungsdruckes sein, so daB ein Gemisch von CuO 
und Cu,O vorliegt. Um diese Umbildung Cu,0— CuO moglichst aus- 
zuschlieBen, wurde bei einer Probe der anfangliche Oxydationsdruck 
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von 0,25 Torr auf etwa 0,01 Torr heruntergeregelt. Die Abkiihlung 
erfolgte danach wie tiblich durch Abpumpen des Restgases und Abstellen 
der Kathodenheizung. Das MeBergebnis ist in Fig. 8 gezeigt. 


Trotz der groBen individuellen Unterschiede bei den Cu,O-Mes- 
sungen kénnen aber doch gemeinsame Merkmale angegeben werden, 
durch die sich die Cu,O-Kurven von den CuO-Kurven unterscheiden. 
So sind zundchst die Bremsspannungsverschiebungen gegentiber den 
Metallkathoden, die fiir alle hier dargestellten Cu,O-Kathoden in 


h4 40 96 g2V 42 08 oF OV 16 12 98 gev 
—— verzigernoe Spannung U 
Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8. 


Fig. 6—8. Stromspannungskurven einer Silber- und einer Kupferoxydulkathode. In Fig.6 und 7 

a=2144 A, in Fig.8 A=2026 A. Oxydationsdruck in Fig. 6: 0,25 Torr, in Fig. 7: 0,2 Torr, in Fig. 8: 

0,25 Torr mit nachfolgender Druckabnahme auf etwa 0,01 Torr. Kurven 4 fir Silber, Kurven B fiir Cu,0, 
Kurven C fiir Cu,O nach Heizung auf 200 bis 300° C. 


Tabelle 3 eingetragen sind, kleiner als die der CuO-Kathoden. Sie 
betragen fiir die Schichten, die nach der Oxydation keine weitere Be- 
handlung erfahren haben, 0,04 bis 0,08 V. Im Gegensatz zu den CuO- 


Tabelle 3. Bremsspannungsdifferenzen zwischen der Ag-Kathode und den ver- 
schiedenen Cu,O-Kathoden und die Voltaspannungen zwischen diesen CusO-Kathoden 
und der Metailanode. 


(Die Messungen erfolgten alle bei Zimmertemperatur. Ergebnisse der Fig. 6, 
7 und 8:) 
Fi- oT O,-Druck wahrend der | 


Anderung der Voltaspannungen 


ae Bay hsones Oxvdation | Bremsspannung | Vy = (®x—@y)/e 
( Torr . Volt Volt 
_—,: eee ee 
6 keine 0,25 0,04 } 0,4 + 0,05 
auf 200— 300 0,19 0,25 re 0,05 
7 keine 0,20 0,05 } 0,2520,05 
auf 200— 300 0,12 i) 45 + 0,05 
, , wT “aie ’ 
8 : keine anfanglich ©,25 Torr 0,08 0,95 + 0,05 
auf 200— 300 lanac i e weitere | 7 ss. 
3 danach ke weitere | 0,17 | 0.55 + 0,05 
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Kathoden veranderten sich im allgemeinen die Bremsspannungsver- 
schiebungen nach der Erwarmung auf 200 bis 300°C ein wenig, sie 
wurden gréBer und hatten einen Betrag von 0,12 bis 0,19 V, waren 
aber noch immer nicht halb so groB wie die der Kupferoxydschichten. 

Weiterhin sind der Tabelle 3 die Werte (0, —@,)/e und damit die 
Austrittsarbeiten zu entnehmen. Ein Vergleich der Tabellen 2 und 3 
zeigt, daB die Austrittsarbeiten x aller hier dargestellten Cu,O-Ka- 
thoden, auch die, die auf 200 bis 300° C erwarmt worden waren, gréBer 
waren als die der CuQ-Schichten. 

Ein weiteres Merkmal aller Cu,O-Schichten, das auch nach der Er- 
warmung erhalten blieb, ist der lange Auslaéufer der Stromspannungs- 
kurve, der eine relativ kleine Anzahl vo schnellen Elektronen zeigt, 
und der sich besonders stark in den Kurven B und C der Fig. 8 aus- 
pragt. Ein gleiches Ergebnis haben L. APKER und Mitarbeiter [3] z.B. 
an Proben des Ge gefunden. 


$§ 5. Diskussion. 

Bei einer theoretischen Deutung der MeBergebnisse muB gréBte 
Vorsicht angewendet werden, da die in Fig. 9 dargestellten Elektronen- 
energieschemata, die sich nach der Theorie der Metalle und Halb- 
leiter [2], [9] und [10] ergeben, ganz wesentlich durch elektrische 
Oberflachenladungen verzerrt sein kénnen, wie BARDEEN [//] naher 
ausgefiihrt hat. Er zeigte, da8 Oberflachenladungen auf Halbleitern 
eine Raumladung entgegengesetzten Vorzeichens verursachen k6nnen, 
die mit zunehmender Entfernung von der Oberflache im Halbleiter- 
innern abnimmt, um schlieBlich in einer Tiefe von 10~® bis 107> cm 
ganz zu verschwinden. Da diese Raumladungen die Energieschemata 
verschieben, wird je nach der Eindringtiefe der Photonen die maximale 
Energie der abgelésten Elektronen verschieden sein. Die gemessenen 
Stromspannungskurven kénnen also nur mit groBer Vorsicht mit denen, 
die sich aus den Energieschemata der Fig. 9d und e und die in 9c 
eingezeichnet sind, verglichen werden. 

Eingehende Untersuchungen am Kupferoxydul [/2], [13] haben 
gezeigt, daB das Kupferoxydul ein Defektleiter ist, fiir den wir ent- 
sprechend der Fig. 9c eine Stromspannungskurve mit nur kleiner 
Bremsspannungsdifferenz gegeniiber dem Metall [6=V,—V,(III)] zu 
erwarten haben. Tatsdchlich hat der gemessene Wert auch einen Betrag 
von nur 0,05 bis 0,19 V. ; 

Fiir die von den Metallen abweichende Elektronenverteilung bei 
den Stromspannungskurven des Cu,0, die sich in dem langen Auslaufer 
der Kurve ausdriickt und die auf-eine relativ kleine Anzahl von schnellen 
Elektronen hinweist, sollen zwei mégliche Begriindungen angegeben 
werden: 

11* 
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1. Im Innern des Cu,O, nahe an der Oberflache, liegt eine Raum- ‘ 
ladung, die durch eine Oberflachenladung verursacht ist und die die 
Energieniveaus der abzulésenden Elektronen beeinfluBt?. 


Fig. 9a—e. Die aus der Theorie der Metalle und Halbleiter ([2], [9] und [J0)) sich ergebenden Elektronen- 
energieschemata bei Photozellen sind in 9a, b, d unde eingetragen. Die Elektroden liegen auf gleichem 
Potential. wx bzw. 44 bedeuten die Frermi-Kanten der Kathode bzw. der Anode, ®x bzw. @,4 die 
Austrittsarbeit der Kathode bzw. der Anode. Ar ist die Energie des eingestrahlten Lichtes. — 
Fig. 9a u. b. Metallkathoden, a: Ox <@®4; b: Ox > @y. Bei Lichteiastrahlung kénnen alle Elektronen 
die Kathode verlassen, deren Energie £’>¢x+@x ist. Fir die Voltaspannung V, und die Bremsspannung 
Vp gilt: Vy = (®x—@4)/e und Vp = (h y—@4)/e. Folglich ist Vp unabhangig vom Kathodenmaterial und 
fiir alle Metalle gleich groB. — Fig. 9c. Es sind die zu den Fig. 9a, b, d und e gehérenden Strom- 
spannungskurven eingezeichnet. Der Strom ist in Einheiten des Sattigungsstromes auf der Abszisse, die 
Spannung U mit der Elementarladung multipliziert auf der Ordinate abgetragen. — Fig. 9d. Die Kathode 
ist ein Stérstellenleiter mit Defektleitung, dessen vollbesetztes Band 4 von den elektronenfangenden 
Stérstellen S um den Energiebetrag E (einige Zehntel eV) und von #4 um den Betrag 6<E entfernt sei. 
Falls bei Lichteinstrahlung die Elektronen nur aus dem vollbesetzten Band A abgelést werden, gilt fiir die 
Bremsspannung Vy (III) =(hv—d—@4)/e, die beim Halbleiter durch die GréBe 6 vom Kathodenmaterial 
abhangig wird. Die Verschiebung der Bremsspannungen von Metall- und Halbleiterkathoden betragt 
Vp —Vp (UI) =0, Weiterhin ist Vp = (®x—@®4)/e und hrg=Ox +4, Die photoelektrische Grenzenergie hig 
ist im Gegensatz zu den Metallen nicht mit der Austrittsarbeit ®xK identisch. — Fig. 9e. Die Kathode 
ist ein Stérstellenleiter mit UberschuBleitung, dessen leeres Band B (Leitungsband) von den elektronen- 
spendenden Stérstellen S um den Energiebetrag E (einige Zehntel eV) und von dem vollbesetzten Band A 
um den Energiebetrag Ey (einige eV) entfernt sei. Falls bei Lichteinstrahlung die Elektronen nur aus 
dem vollbesetzten Band 4, das um den Energiebetrag 6 (6>F,—E) tiefer liegt als «4, abgelést werden, 
gilt wie bei Fig. 9d Vy (IV) =(hv—8—@y4)/e. Vp =(OK—Py4)/e und hrg=Px+6. Da 6 die GroBenordnung 
von etwa 1 eV oder mehr eV hat, wird man erwarten, da® Vp (JV) um etwa 1 V oder mehr kleiner ist als Vp. 
In der Fig. 9 sind alle GréBen WV, und Vy, mit ¢, der Elementarladung, zu multiplizieren. 


2. Die Energieverteilungen der Elektronen, die in den betreffenden 
Materialien durch auBeren Photoeffekt ausgelést werden, zeigen im 


' Wie schon oben gesagt wurde, kann durch die Oberflachenladung in der 
Nahe der Oberflache eine Raumladung entstehen, die die maximale Energie der 
abgelésten Photoelektronen von der Eindringtiefe der Photonen abhangig macht. 
Da die Photonen nun in verschiedenen Tiefen abgelést werden, ware es méglich, 


daQ eine Kurve resultiert, die gleich der MeBkurve den auffallig langen Schwanz | 
in der Nahe der Bremsspannung zeigt. 


ie 
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Innern des Cu,O und des Metalls die gleichen Unterschiede wie die, 
die aus den dazugehérigen Stromspannungskurven gewonnen werden}, 
Eine Diskussion iiber die verschiedenen Moglichkeiten, die den 
Auslaufer der Stromspannungskurve verursachen, scheint nach den 
augenblicklichen Kenntnissen tiber Halbleiteroberflaichen verfriiht zu sein. 
Im Gegensatz zum Cu,O ist der Leitungscharakter des CuO nicht 
eindeutig klar. So folgt aus magnetischen Messungen [14], in denen 
die GréBe und die Temperaturabhangigkeit der Suszeptibilitat bestimmt 
wurde, daB einerseits das CuO als Ionenbindung vorliegt, und daB es 
andererseits keinen metallischen Charakter hat. Eine metallische Leit- 
fahigkeit wiirde man bei einer Ionenverbindung des CuO zunichst 
vermuten, da das Cu**-Ion 9 AuBenelektronen hat, die keine abge- 
schlossene Schale, wie man sie bei einem Halbleiter erwartet, bilden 
kénnen. Gegen diesen metallischen Charakter sprechen nun aber 
Untersuchungen [15], [16], [17] iiber die Leitfahigkeit, die beim CuO 
auf einen elektronischen Halbleiter hindeuten, dessen Leitfahigkeit mit 
zunehmender Temperatur in bekannter Weise exponentiell anwdchst. 
Allerdings steht trotz der oft angestellten Messungen nicht fest, ob 
den reinsten CuO-Proben die gréBte oder kleinste gemessene Leitfahig- 
keit zuzuordnen ist und ob der hohe spezifische Widerstand nicht durch 
diinne schlechtleitende Schichten im Material vorgetaéuscht wird. 


Von dem Mechanismus der Halbleitung beim CuO machen sich 
WAGNER und Mitarbeiter [17] folgende Vorstellung, die auch von 
DRESSNANDT [15] eingehend betrachtet wurde: 


Im Gegensatz zu den Materialien mit metallischer Leitung ist das 
auBere Valenzelektron des Cu**-Ions beim CuO so fest an den Atom- 
rumpf gebunden, daB die Voraussetzungen fiir seine freie Beweglichkeit 
durch den Kristall nicht erfiillt sind, obwohl eine nicht abgeschlossene 
Schale vorliegt. Vielmehr bilden einige Cu**-Ionen, wenn ihnen die 
nétige Energie von einigen Zehntel Volt zugefiihrt wird, Cu*- und 


1 Ist die Wahrscheinlichkeit W, mit der das Photon das Elektron aus dem 
betrachteten Material befreit, bei Metallen und Halbleitern gleich groB und liegen 
keine st6renden Oberflacheneffekte vor, dann weisen Unterschiede bei den Strom- 
spannungskurven auf unterschiedliche Energieverteilungen der Elektronen in 
Halbleiter und Metall hin. Nimmt man an, daB die 4uBeren Photoelektronen 
beim Cu,O aus dem vollbesetzten Band A stammen, so werden die energiereichen 
Elektronen aus Energieniveaus nahe dem oberen Rand dieses Bandes ausgelést, 
im Gegensatz zum Metall, bei dem die energiereichen Elektronen aus der Mitte 
des oberen Bandes stammen. Am oberen Rand eines Bandes soll nach theoretischen 
Uberlegungen die Elektronendichte kleiner sein als in der Mitte des Bandes. Dies 
bedeutet, daB im Halbleiter die Zahl der energiereichen Elektronen relativ zu 
der Gesamtzahl der emittierten Elektronen kleiner ist als bei den Metallen. Die 
in der Stromspannungskurve gemessene kleine Anzahl schneller Elektronen beim 
Cu,O wiirde dann auf die kleine Anzahl von energiereichen Elektronen im Halb- 


leiter selbst deuten. 
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Cu***-Ionen, durch die dann die elektronische Leitfahigkeit zustande ~ 
kommt. Messungen des Halleffektes am CuO, die ein normales negatives — 
Vorzeichen der Hallkonstante ergeben, zeigen, daB vorwiegend negative ~ 
Ladungstrager fiir die Leitfahigkeit verantwortlich sind. 

Da die Ergebnisse des auBeren Photoeffektes am CuO eine Brems- 
spannungsverschiebung gegen eine Metallkathode zeigen, wird man das 
CuO als Halbleiter ansprechen miissen. Selbst schlechtleitende dine 
Schichten in dem betreffenden Material kénnen namlich eine solche 
Verschiebung der Bremsspannung nicht hervorrufen. Gegen das Cu,O, 
ein Stérstellenleiter mit Defektleitung, ist die Bremsspannungsverschie- 
bung des CuO, die etwa 0,55 eV betragt, groB, sie ware jedoch gegen 
einen Stérstellenleiter mit UberschuBleitung klein, wie aus dem Elek- 
tronenenergieschema mit den dazugehérigen Stromspannungskurven 
(Fig. 9) hervorgeht. Wegen der méglichen Raumladungen nahe an der 
Oberflache 1aBt sich aber aus der GréBe 6 =0,55 eV iiber den Leitungs- 
charakter des CuO keine Aussage machen. Beachtenswert ist noch, daB 
die Stromspannungskurve des CuO nicht wie das Cu,O den langen 
Auslaufer zeigt. Auf eine Diskussion hieriiber soll ebenfalls verzichtet 
werden, da alle anzustellenden Vermutungen zu unsicher sind. 


Herrn O. KRENZIEN verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit 
und wertvolle Ratschlage wahrend ihrer Durchfiihrung. Ferner danke 
ich Herrn Prof. Dr. W. R. Pout fiir die Bereitstellung der nétigen Mittel. 


Die Arbeit wurde im I. Physikalischen Institut der Universitat 
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Theorie der Polarisation des Kanalstrahllichtes. 


Il. Berechnung der Polarisationswerte 
und Vergleich mit den Messungen. 


Von 
GUNTER ECKER. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 2. Dezember 1950.) 


Unter Verwendung der im ersten Teil der Arbeit berechneten Besetzungswahr- 
scheinlichkeiten lassen sich die Polarisationswerte fiir die experimentell unter- 
suchten Serien der Alkalien und des Wasserstoffs als Funktionen tabellierter 
Gr6éBen ausdriicken. Die Untersuchungen werden jeweils fiir vier charakteristische 
Stérungsvorgange durchgefiihrt, die einen Vergleich mit den Experimenten ge- 
statten. Die beobachteten Gangerscheinungen entsprechen den theoretischen 
Erwartungen. Die quantitative Ubereinstimmung ist innerhalb des Giiltigkeits- 
bereiches der Berechnungen befriedigend. 


Um von den im ersten Teil //) berechneten Besetzungswahrschein- 
lichkeiten Schliisse auf die gemessenen Polarisationserscheinungen ziehen 
zu k6nnen, werden wir zunachst fiir die experimentell untersuchten 
Serien der Alkalien und des Wasserstoffes den Zusammenhang zwischen 
der Polarisation und der Besetzung der einzelnen Niveaus formelmaBig 
erfassen. 

Entsprechend den Ergebnissen der Diracschen Strahlungstheorie 
wird die Intensitat des in den réumlichen Winkel dw ausgestrahlten 
Lichtes von der Polarisationsrichtung e durch die Formel 


2 ak 
Inv = 22 (et, 4) N, do | (1) 


beschrieben, wo t,,,, das Dipolmoment des Uberganges  —n’ bezeichnet 
und N, die Zahl der im Ausgangszustand m befindlichen Atome angibt?. 
Wir legen die z-Richtung eines Koordinatensystems in die Richtung 
des Kanalstrahles, wahrend wir als Beobachtungsrichtung die y-Achse 
wahlen. Dann gilt fiir die Intensitat des parallel zum Strahl polari- 
sierten Lichtes (elektrischer Vektor parallel zur Strahlrichtung) die 

Beziehung 
7 a ee dy (2) 


i Unter dem Quadrat des Matrixelementes ist hier und im folgenden stets 
das Quadrat des Absolutbetrages zu verstehen. 
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und fiir die entsprechende GréBe des senkrecht zum Strahl polari- 
sierten Lichtes die Formel 
le dels . (3) 
nn ton L 

Im AnschluB an die Mehrzahl der vorliegenden Experimente soll als 
MaB fiir die Polarisation das Verhaltnis der GréBe (2) zu (3) benutzt 
werden. 

Fiir einen Ubergang zwischen einem nichtentarteten Ausgangs- und 
Endzustand ergibt sich damit 


zi2- 
fe a (4) 


unabhangig von der Besetzungszahl des Ausgangszustandes ». Dieser 
Fall ist jedoch ohne Interesse, da bei den beobachteten Spektren der 
Alkalien und des Wasserstoffs immer Entartung vorliegt. 

Fiir die Spektren vom Alkalityp lautet infolge der Richtungsent- 
artung der Energieniveaus die allgemeine Beziehung 


nim nt ml?) tm’ 
Pog (5 


Pe eR 
2m 2m Naim ntonL* lym’ 


wahrend fiir die Wasserstoffserien entsprechend dem héheren Entartungs- 
grad n—1.1 nw’—1, 41’ 


eta a | 
Lim 2 m’ Naim niml2)n't'm 
0,—/1 0, —I’ 


P= n—l1,i n’—1, —I’ (6) 
yi m Lm’ Naim ntml*ly't'm’ 


0, —i 0, -—’ 


gilt. Es ist bemerkenswert, da8 der Polarisationsgrad (5) und (6) nicht, 
wie z.B. beim Starkeffekt, durch eine Veranderung der Eigenfunktionen 
selbst, sondern vielmehr durch die verschiedene Besetzungsstarke der 
Niveaus entscheidend bestimmt wird. Die Entartung ist daher fiir die 
beobachteten Erscheinungen von hervorragender Bedeutung. 

Die GréBen N,;,, unterscheiden sich von den in I! berechneten 
Besetzungswahrscheinlichkeiten [I; Gl. (12), (27), (34), (59a), (68), (73) 

78 

ce " N ®lm = Crlm Cote (7) 
nur durch einen konstanten Faktor, so daB wir in (5) und (6) auch diese 
Wahrscheinlichkeiten an Stelle der Besetzungszahlen einfiihren kénnen. 
Um den Anschlu8 an die Messungen zu gewinnen, ist dabei noch zu 
beachten, daB die Experimente eine Mittelung sowohl iiber die ver- 
schiedenen Orientierungen der in I beschriebenen StoBvorginge, als 


''s. [7], im folgenden stets mit I bezeichnet. 
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auch tiber den Verlauf der zeitlichen Anderung der Besetzungswahr- 
scheinlichkeiten vornehmen. Die Art dieser Mittelung hangt natiirlich 


von dem Charakter der MeBvorrichtung ab. Da nicht P, sondern Z 


nn’ 


und X,,,, getrennt gemessen werden, ist in (5) und (6) Zahler und Nenner 
getrennt zu mitteln, so da8 sich schlieBlich 


und 


a) 
I 


+7 +1 
yn ym’ w 
—/i —!l’ 
+] Al’ 
Yim Ym’ oT, 
kaoy Jaan © 


r.72 
nimnim [2] I'm’ 


a. 
nimnim\*in' Um’ 


at—1, +2 »’—1,+/' 


eet ee 
>! - a! ‘ag “nim nlm In’ i'm’ 


0,—1 0,—1 


— 2 
or “nlm nimL*] nim’ 


(9), 


ergibt. Dabei bezeichnet der Querstrich die Mittelung sowohl iiber die 
Orientierung der St6rvorgainge als auch iiber die Zeit. 

Die Formeln vereinfachen sich fiir die einzelnen Serien betrachtlich. 
Verwenden wir die Beziehung 


ray beef tS z 


und die Abkiirzung 


Le Sa the he EMS | fo zT.2, —Ms, (10) 


ee Fy | i 2 
Wylm (2) erm’ = Wnrlm niale lal ae , 


(11) 


so ergeben sich unter Beriicksichtigung der Auswahlregeln fiir die 
Serien der Alkalien die folgenden Formeln 


Hauptserie: 
I, Nebenserie: = 


Ii. Nebenserie: 4, => 


Byst see pa (12a) 
2 yl ‘n’00 
— 2 
1 Wy20 in 10 + 2Wyoy [4], 11 (12b) 
IES P73 | ee en Ie a 2 , } 
2 Wyeo*lwir + Ones [*lwio 1 Ynee [¥ Vora 
Z\c, 
noo in’10 (12c) 
2 Ei 
noo -n’11 


Beim Wasserstoff beziehen sich alle vorliegenden Experimente auf die 
Linien der BAtmer-Serie. Es gilt entsprechend: 


1 w, 


[ 


y12 
10 \*-200 | 


— ) =e 12 rie =. er a: 2 
2 Wyog (*)e1a + rr l*)e00 + Snor (Jaro + Mnoe lars 


_ roi2 _ y|2 
+ Gy 00 [2]10 + 2 nai [Jo11 


(13) 


Damit ist die Polarisation der interessierenden Serien formelmaBig 
erfaBt und wir miissen die mittleren Besetzungswahrscheinlichkeiten 


w, 


nim 


unter Verwendung der in I erzielten Ergebnisse berechnen. Dabei 


164 GUNTER ECKER: 


wiire es unzweckmabig, Bezug auf die sehr verschiedenartigen Versuchs- _ 


bedingungen der Experimente zu nehmen. Wir wollen vielmehr im 
folgenden diejenigen Falle behandeln, die mit den in I berechneten Mo- 
dellen erfaBbar sind. Es wird sich spater zeigen, daB ein groBer Teil der 
beobachteten Erscheinungen mit Hilfe geeigneter Kombinationen dieser 
Modelle erklart werden kann. 

Die folgenden Stérungsmechanismen sollen fiir den Fall des Alkali- 
sowie des Wasserstoffatoms untersucht werden: 

A) Das Atom befindet sich vor Beginn der Stérung im Grundzustand. 
Die Anregung der unbesetzten Niveaus erfolgt durch die Passage eines 
geladenen Elementarteilchens oder eines Ions. Bis zu Beginn der 
Lichtaussendung soll das Atom keiner weiteren Stérung unterworfen 
. sein (Anregungspolarisation). 

B) Die beiden stoBenden Atome befinden sich vor Beginn der Passage 
beide im Grundzustand. Durch die gegenseitige Wechselwirkung er- 
folgt ene Anregung der unbesetzten Niveaus beider Atome. Nach der 
Anregung soll bis zum Augenblick der Lichtaussendung keine ander- 
weitige Stdérung auf die beiden Atome wirken (Anregungspolarisation). 

C) Das betrachtete Atom werde durch einen der im Punkt A bzw. B 
beschriebenen Prozesse angeregt. Im Gegensatz zu den dort gemachten 
Voraussetzungen sollen jedoch bis zum Augenblick der Lichtaussendung 
noch N, geladene Partikel und N, neutrale artfremde Atome sekundlich 
das angeregte Atom innerhalb des ,,polarisierenden Bereiches“ passieren. 
Die artfremden Atome sollen ihren Zustand dabei nicht verandern. 


D) Das betrachtete Atom werde nach der Anregung bis zum Augen- 
blick der Lichtaussendung sekundlich von N, geladenen Partikeln und 
N, gleichartigen Atomen innerhalb des ,,polarisierenden Bereiches‘ 
passiert. Fiir die gleichartigen Atome wird die Zustandsinderung nicht 
ausgeschlossen. 

Um fiir diese Falle die Polarisation an Hand der Formeln (12) 
und (13) bestimmen zu kénnen, ist es notwendig, zunachst die in Teil I 
berechneten Werte der w,,;,, tiber alle Orientierungen der StoBvorginge 
sowie tiber den zeitlichen Verlauf zu mitteln. Dabei tragt die mit 


f(t) bezeichnete Zeitabhangigkeit sowohl der Abklingung infolge der — 


Strahlungsemission als auch den Veranderungen infolge der entarteten 
Ubergiinge Rechnung. Kennzeichnet 9, den Abstand der Bahn ent- 
sprechend dem Gebrauch in I, so wird der Mittelwert durch das Integral 


rar) 4 , , ~ 
@nltm =Cf Wim, 40, f f(t) dt (14) 
RX 0 


beschrieben, wo ¢ einen nicht interessierenden konstanten Faktor und 
bzw. K und Q die untere und obere Grenze des Wirkungsbereiches der 


ai 
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stoBenden Partikel bezeichnen. Die riumliche Mittelung bereitet fiir 
die Anregungspolarisation einige Mithe, indem sie auf Integrale von 
der Form 


= Q’ 
Hy 4 | -! |H' sm) (.0,) 20, do, (15) 


fihrt. Da die Anregungswahrscheinlichkeit exponentiell mit @, ab- 
nimmt, kann man die obere Grenze nach © verschieben. Das Integral 
(15) laBt sich dann wie folgt umformen 

ay (R’)? 


Ham) = 3 {| A amj1 (@R’)| + | His m1 (i R’) |Hiami@R’)F}. (16) 


Durch wiederholte Anwendung der Rekursionsformel 
| Hts (é x) |—|Hta (i x)| = 2" |G x) (17) 


ist es méglich, die H,,,,, auf die tabellierten Funktionen Hi tnd Hi 
zurtickzufiihren. Da fiir die spateren Anwendungen nur das Verhiltnis 
von vier dieser Funktionen zu einer fiinften von Interesse ist und sich 
die GréBen H,,,,, in der Form 


Hiam TT xs Ro (18) 


schreiben lassen, geniigt es, die Funktionen H,,,,. zu ermitteln. Die 
entsprechenden Formeln lauten 


4a? 
Bi { att. 19) 
a 32a? p2euli-+w) +50) te 
A= { ut (x? —1) of 
Poy Dual | eal 44 B ot St 2u* 1 
Ha= {rege aay lo? (wt + 120? + 48) + 60 (w? + 8) +1 w}-+ 4} 
mit 
_ |AYGR’) ) 
& = THAR) (20) 


und w=R’. Hier wie im folgenden bringt es keinen Vorteil, diese 
Werte der H, aus den Gl. (19) in die Polarisationsformeln einzusetzen. 
Die Ergebnisse wiirden im Gegenteil ganzlich uniibersichtlich, so daB es 
zweckmabig erscheint, die Polarisation durch die H, selbst auszudriicken. 
Da die maschinelle Tabellierung dieser Funktionen mit geringer Mithe 
méglich ist, lassen sich dann alle interessierenden Werte bestimmen. 
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§1. Anregungspolarisation durch geladene Teilchen (A). 

Wie bereits in I, § 3 erwahnt wurde, bewirkt ein geladenes Atom 
ohne eigene Zustandsanderung eine Anregung, deren Formeln sich von 
denjenigen eines geladenen Elementarteilchens nicht unterscheiden. Die 
folgenden Beziehungen gelten daher sowohl fiir ein geladenes Elementar- 
teilchen, als auch fiir ein Ion mit unverandertem Eigenzustand. Fir 
die Ermittlung der numerischen Werte allerdings ist die Unterscheidung 
von Bedeutung, da die untere Grenze R des Wirkungsbereiches verschie- 
den groB ist und daher unterschiedliche Werte des Arguments von P 
bedingt. Dies werden wir jedoch erst spater beriicksichtigen. 

Bei der Anregungspolarisation ist die Zeitabhangigkeit /(/) lediglich 
durch die Abklingung bestimmt. In der zweiten Naherung der Drrac- 
schen Strahlungstheorie ergibt sich fiir die w, die Beziehung 


dw : 
-—* = DiwAjn— > sp Ars: (21) 


j>k s<k 


die unter Vernachlassigung der kaskadenartigen Ausstrahlungsprozesse in 


du, | — ee 
aie 2 Aas — oe % (22) 
tibergeht, woraus fiir die Zeitabhangigkeit 
f() =e" (23) 


folgt. JZ, bezeichnet die mittlere Lebensdauer und ist, wie man zeigen 
kann, nur von Haupt- und Nebenquantenzahl abhangig. Daher iibt die 
zeitliche Veranderung der Besetzungswahrscheinlichkeiten infolge der 
Abklingung lediglich auf die BALMER-Serie einen EinfluB aus. Die An- 
regungspolarisation der Haupt- und Nebenserien der Alkalien ist zeit- 
unabhiangig. 


Fir die Polarisation der Hauptserie ergibt sich damit aus Gl. (12a), 
(14), (148) und I, (27) 


92 2 
O\"6n'10 -noo 
P. = — ————— 
An it ~ Tri? ey] . 24 
2° ol Iwaa poo Aa ( ) 


Hier und im folgenden kennzeichnet in der Schreibweise ;P, der Index 7 
den Stérvorgang, waihrend der Index & die betrachteten Serien angibt. 
Die Radialanteile der Matrixelemente heben sich in (24) heraus. In 
die Winkelanteile gehen nur die Kugelfunktionen ein. Unter Verwendung 
der im Anhang zusammengestellten Formeln ergibt sich dann 


2 
aly = HH,’ (25a) 
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Fiir die I. Nebenserie findet man analog aus (12b) 


2 f-12 a eee Fate 
P 0“ -n’20 “Jn10 a Sols *In?or 2 Jn11 (26) 
A*]T RT) aT —& Tea Tare. 0 on 272 p : = 
2° alt Tneao [¥Jnaa + Sole *)ivas [¥]5 19 + 2014 Iwao naa 


Die Radialanteile der Dipol- und Quadrupolmomente heben sich auch 
hier weg und wir erhalten wiederum unter Verwendung der im Anhang 
zusammengestellten Beziehungen 


ae 16 + 36 Hy 
ehh 4+ 18H, + 9H,’ aly 
wahrend sich aus (12c) fiir die Polarisation der II. Nebenserie 
any =1 (25c) 


ergibt. 

Das Licht der II. Nebenserie ist unpolarisiert. Da wegen der feh- 
lenden Entartung des Ausgangsniveaus die Besetzungswahrscheinlich- 
keit sich heraushebt, gilt diese Aussage nicht nur fiir die Anregungs- 
polarisation, sondern unter allen Umstanden. 


Die Berechnung der Polarisation der BALMER-Serie ist durch zwei 
Umstande erschwert. Einerseits heben sich die Radialanteile der ein- 
zelnen Koordinatenglieder nicht heraus und andererseits bedingt die 
verschiedene Abklingdauer der in der Nebenquantenzahl unterschiedenen 
Niveaus eine Zeitabhangigkeit des Polarisationswertes. Wir geben die 
umstandliche Berechnung nicht explizit wieder, sondern fihren nur 
das Resultat an. Fiir den Mittelwert der Anregungspolarisation gilt: 


300 + (16 + 3534) & 


= : d 
al 150'H, + (44+ 18H, + 9H) G (25d) 
mit 
= 10'n2| | neler | The 
_—— — : OH 
? 10%n1 ° n1"20 f an ( ) 


Die Groen T,, bezeichnen die Lebensdauer eines Niveaus mit der 
Hauptquantenzahl » und der Nebenquantenzahl k und rihren von der 
Mittelung iiber die Funktionen (23) her. Wir verwenden die Abkiirzung 


v,=— (28) 


Uy 


mit v)=c/a, wo c die Lichtgeschwindigkeit und « die Feinstruktur- 
konstante bezeichnen. Damit ergibt sich die Formel 


Be 2A Ty 2 (29) 


Die zeitliche Abhangigkeit der Polarisation der BALMER-Serie infolge 
der unterschiedlichen Lebensdauer der verschiedenen Niveaus ist von 
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Bedeutung fiir die Untersuchung des reinen Abklingleuchtens. In diesem 
Fall entspricht die Polarisation im Abstand d hinter der Kathode dem 
zeitlichen Mittelwert des Intervalls t; ce, wo ¢, durch die Beziehung 
t,—d/v definiert ist. Man rechnet leicht nach, daB fiir die Polarisation 
des Abklingleuchtens im Abstand d hinter der Kathode wiederum die 
Formel (25d) gilt, wo allerdings in diesem Fall an die Stelle von c, die 
GréBe 


a (30) 


tritt. Die Polarisation des Abklingleuchtens wird damit abhangig vom 
Abstand hinter der Kathode. 


Zusammenfassung. 
: 2 
Hauptserie: gu Fi, 
a2 16+ 36H, _ 
I. Nebenserie: = 4+18H,+9H,’ (25) 
II. Nebenserie: ay =1, 


300 + (16+3 Hj) & 


bed ies Ayes —, 
BALMER-Serie 4¥s= 507, + 44189, + 90RD 


§ 2. Anregungspolarisation durch neutrale Atome (B). 
Die Wahrscheinlichkeit eines gleichzeitigen Uberganges zweier Atome 
aus ihrem Grundzustand in den Zustand y,, bzw. z,, infolge ihrer gegen- 
seitigen Wechselwirkung wird durch die Formel [I, § 3, (34)] 


Wr, ky = |Ryo|? Ham |Ma,o|?> | Mi, o}* (31) 


beschrieben. Wollte man die Polarisation des Lichtes berechnen, dessen 
Anregung auf derartige St6Be zweier neutraler Atome zuriickzufiihren 
ist, so miiBte man die Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir das Atom 4 
an Hand der Formel 


Wa, = Dh Wr, by (32) 


berechnen. Man sieht sofort, daB eine Auswertung der Summe auf 
uniiberwindliche Schwierigkeiten st68t, da die Anwendung von Summen- 
sitzen wegen der Faktoren ‘H,,,,, nicht méglich ist. Wir wollen daher 
die Polarisation des Atoms 1 bei vorgegebener Veranderung des Atoms 2 
berechnen. Hierdurch werden wir in die Lage gesetzt, den EinfluB dieser 
Anregungsprozesse abzuschatzen. Wir kénnen uns mit diesem Ver- 
fahren um so mehr begniigen, als neutrale Atome ohne eigene Zustands- 
danderung unter den von uns betrachteten Bedingungen entsprechend I, 
§3 nur in héherer Naherung zur Anregung beitragen, wahrend die 
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Anregungen mit gleichzeitiger Zustandsinderung beider Atome nur 
von untergeordneter Bedeutung sind. 

Die Gl. {I, § 3, (34), (36)] lassen erkennen, daB der EinfluB einer 
bestimmten Zustandsinderung des Atoms 2 auf die Polarisation des 
Atoms 1 formelmaBig nur durch das Glied H im) Seinen Ausdruck 
: findet. Ist Am, fiir die Zustandsinderung des Atoms 2 gegeben, so laBt 
sich dementsprechend die Polarisation des vom Atom 1 ausgestrahlten 
Lichtes aus den Formeln des § 4 entnehmen, indem man jeweils die 
GroBen 2-H, durch Hy4m,+,.) + H, Am,—»} ersetzt. 

Erfolgt die Anregung des Atoms 1 durch ein neutrales Atom 2, das 
gleichzeitig eine eigene Zustandsanderung erfahrt, die mit einer Ande- 


rung Am, der magnetischen Quantenzahl verbunden ist, so ergeben 
sich die Formeln 


HMauptserie: phy = 4-————*_, 


a5 ws 

I. Nebenserie: ,3 =—— fl ss) a Che ED 

a ~ Be o > 
5 Th sg ee Teale TOPE ete 


II. Nebenserie: ,/{; =1, 


600 Hi 4 m,| + Se {32 Hy 4m, + 36H 4m, +1|} 


BALMER-Serie: ,2, =—— 2 
B 150 4 pny) + &2 {8 Hy gm.) + 18H 45a) t 9A am, 2 


Bow 
ee) 


§ 3. Die Polarisationsverh4ltnisse 
unter Beriicksichtigung polarisierender StéBe geladener Teilchen 
und neutraler artfremder Atome (C). 

Der wesentliche Unterschied aller folgenden gegentiber den voran- 
gegangenen Prozessen besteht in der Annahme einer erneuten St6érung 
zwischen Anregung und Lichtaussendung. Dies hat zur Folge, daB die 
zeitliche Veranderung der Besetzungswahrscheinlichkeiten nicht mehr 
ausschlieBlich durch das Abklingen bestimmt ist, sondern von. der 
weiteren St6érung abhangig wird. Fiir unseren Fall ist zunachst zu 
bemerken, daB die Passage der neutralen artfremden Atome, wie bereits 
in I gezeigt wurde, ohne Bedeutung ist. Der Einflu8 der polarisierenden 
St6Be geladener Partikel wird durch die Ergebnisse I, § 4 erfaBt. Benutzt 
man die dort gegebenen Bezeichnungen, so erhalt man unter gleichzeitiger 
Beriicksichtigung der Abklingung fiir die Zeitabhangigkeit der entarteten 


Niveaus eines Alkaliatoms das Gleichungssystem 
t 


wy (t) =e Te {E,(1—e- 954) 4 wh (1 + 2-e- 344}, 
t 


v(t) =v%°e Iz, (34) 


t 
si) ape Ete Eun —e yy | 
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mit 

wy = wo (0), v=W41+_1, owe ee 
Wie diese Formeln unmittelbar erkennen lassen, ist der EinfluB der 
polarisierenden StéBe fiir die Hauptserie und die II. Nebenserie der 
Alkalien ohne Bedeutung. 

Die Polarisation der I. Nebenserie wird dagegen zeitabhangig. 
Berechnet man die GréBen @), 7 und — an Hand der Gl. (34), so ergibt 
sich fiir den meBbaren Mittelwert 
w®-8-(1+ S)+v9-6-(1+3S)+&°8°S 


? est. 
c= Boe 3 (t+ 7S) +e 31435) +89 (64 145)’ 


(36) 


WO 


S=I,tes (37) 


ein MaB fiir die Stérung wahrend der mittleren Lebensdauer ist. 
Hier und im folgenden setzen wir fiir den Anregungsmechanismus 

stets den Fall A voraus. Die Anregungsvorgange (B) brauchen aus den 

bereits erwahnten Griinden nicht mehr diskutiert zu werden. Dann gilt: 


0 1 H, wo He 
Wy ~™ 45° ya: an s 60 (38) 
und es ergibt sich 
16(1-+ S) + 36H, (1 + 3S) + 24H, 5S 
Pe ead i a Be aA A a te Hh (39a) 


4(1+75) + 18H, (1+ 35) +9Ae (t+ ¥5) © 


Der Vergleich mit Formel (25), § 4 zeigt unmittelbar, daB mit abneh- 
mender Zahl der polarisierenden St6Be (bzw. mit abnehmender Lebens- 
dauer) die Polarisation wieder in die Anregungspolarisation wbergeht, 
wahrend mit wachsender Zahl der polarisierenden StéBe eine bestimmte 
Grenzpolarisation erreicht wird. 

Fir die BALMER-Serie ist, wie bereits in I, § 4 erwahnt wurde, eine 
allgemeine Behandlung nicht mehr méglich. Wir behandeln daher die 
beiden fiir die Anwendungen wesentlichen Grenzfalle, woraus sich 
Riickschliisse auf das Verhalten in dem Zwischenbereich ziehen lassen. 
Nach Gl.I (72) ist die Veranderung der Besetzungswahrscheinlich- 
keiten des Niveaus » des H-Atoms durch polarisierende Ubergange wie 
folgt bestimmt 
sel Dy, 1 (@4, 1 — Wi) + Dy, —) (4, 1 — Wt) + 
(40) 


+ Dy) (W-1,1 — Wq1) + Dy, -1 (W-4, ~1 — Opi) — Te ; 


nl 

Das Ghed — w,,,/7,,, tragt der Abklingung Rechnung. Aus (40) ergeben 
sich 2 Gleichungssysteme mit den in I, § 4 beschriebenen Eigenschaften. 
Die beiden uns interessierenden Fille sollen dadurch ausgezeichnet 
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sein, daB fiir alle Zustainde des betrachteten Gleichungssystems entweder 
die ersten 4 Glieder der Gl. (40) gegeniiber dem letzten oder aber das 
letzte Glied gegeniiber den ersten vier zu vernachlissigen ist. 

Im ersten Fall erfolgt die Abklingung gemessen an der durch die 
polarisierenden Einfliisse bedingten Anderungsgeschwindigkeit der Be- 
setzungswahrscheinlichkeiten so schnell, daB die polarisierenden Ein- 
fliisse ohne Bedeutung bleiben. Die gemessene Polarisation wird dann 
durch die in den vorigen Abschnitten behandelte Anregungspolarisation 
beschrieben. 

Die Annahme des zweiten Falles dagegen fiihrt zur Grenzpolarisation. 
Unter diesen Umstanden stellt die polarisierende Wirkung der geladenen 
Teilchen den ihr entsprechenden Endzustand in einer Zeit her, die klein 
ist gegeniiber der kleinsten mittleren Lebensdauer der in dem entarteten 
Niveau erhaltenen Zustande. Wie in I, § 4 gezeigt wurde, entspricht 
dieser Endzustand einer gleichmaBigen Verteilung der gesamten Be- 
setzungswahrscheinlichkeit auf alle Zustande der untereinander in Ver- 
bindung stehenden Niveaus. Unter den obigen Voraussetzungen ist 
dieser Zustand der Gleichverteilung fiir die zusammengeh6rigen Niveaus 
der Gleichungssysteme I und II wahrend der ganzen Abklingdauer 
angenadhert realisiert. Bezeichnen wir die gesamte Besetzung des 
Systems I mit 7; und die entsprechende GréBe des Systems II mit 7,,, 
so ergibt sich durch Addition der Gl. (40) fiir die zeitliche Abhangigkeit 


dn, oe Ty any 4 ir (41) 
dt Ty ‘ dt Ty 
wo 7; und 7, durch die Gleichungen 
n—1 n—1 
1 2 1+1 1 2 1 
—— | ————* = 1 — 42 
T n(n + 1) py ipa Ty n(n — 1) 7 T, ( ) 
0 


bestimmt sind. Fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Niveaus 
gilt also in diesem Fall 


t 0 t 
2k alae gas ape 
- agen wees 
1775 — n-+(n+-1) é I, m4 jz n (n— 1) 1, (43) 
oder iiber die Zeit gemittelt 
0 
a 2m if = te Ty 
15% = (m+ 1)’ ht arrange (44) 


Fithren wir diese GréBen in Gl. (13) ein, so ergibt sich unter Verwendung 
der im Anhang zusammengestellten Formeln 


P= uw* a+: be? 355 + 11 * by* 6 neha ee oe (45) 
OB VO ky by e+ + be b +10" be’ vs 5 + yw by: 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 
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wo die Faktoren b, und b, durch die Beziehungen 
n® a 4-n? 

“42 (n® — 1) ’ 2" 3+ (n® — 4) 

bestimmt sind. An Hand von I, (27) berechnet man fiir die GréBen 7? 

und 7], wiederum unter Verwendung des Anhangs die Formeln 


nt ~ 60- Hy + ae (4 + 3He) (47) 


ee (46) 


und 
n? — 4 
n®- (v,)? * 


no, ~60-+12-a,°H, (48) mit a,=4: (49) 


Fiihren wir die Werte fiir ;w und ,,w aus den Gl. (44) in (45) ein, so 
ergibt sich schlieBlich fiir die Grenzpolarisation der BALMER-Serie 
cP (10 + 12b,) + 10by + 8b, 


= 39b) 
Fn cP 6+ by +10 + 10by + 14d, ( 
mit n—1 
a i414 
60 + 12+ a,-H, ond TnI 0 
ch = = yaaa = (50) 
60H, => dy (4 =~ 3 Hy) » 1 


Es ist bemerkenswert, daB die hier als Abkiirzung verwendete GréBe -P, 
mit der Grenzpolarisation der LyMAN-Serie identisch ist. 


Zusammenfassung. 

Hauptserie: cP = 4Pu 
II. Nebenserie: ,~B,=,F 

16 (1 + S) + 36H, (1 + 3S) + 24° H,°S 
4(1+7S) +18H,(1+3S5) + 9-H: (1+$¢5) ’> (39) 
cPr (10 + 12b,) + 106, + 8b, 

1° 6+ by + 10 + 10, + 14d, 
Ss. (37); 09, bg s. (46); CP, s. (50). 


I, Nebenserie: c= 


BALMER-Serie:  ¢Py = 


§ 4. Die Polarisationsverhaltnisse unter dem EinfluB polarisierender 
StéBe geladener Teilchen und gleichartiger neutraler Atome (D). 
Die nach dem AnregungsprozeB bis zum Augenblick der Lichtaus- 
sendung passierenden Atome werden im Gegensatz zum vorigen Abschnitt 
als artgleich vorausgesetzt. Fiir diesen Fall sind die Ergebnisse aus I, 
§ 5 maBgebend. Wie dort bewiesen wurde, kann die Wirkung des Vor- 
beiganges unangeregter gleichartiger Atome durch die Gleichungen 
tet ~ =3— D1, $1 Wy,1,41, <So ts = —Th2, 2 Wn,2, +2 (51) 


beschrieben werden. 
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Betrachten wir zunidchst den Fall der Alkalien, so ist das Licht 
der II. Nebenserie wiederum unpolarisiert. 

Auf die Polarisation der Hauptserienlinien iiben die polarisierenden 
St6Be geladener Teilchen, wie bereits erwihnt wurde, keinen EinfluB 
aus. Die ,,polarisierenden“ StéBe der artgleichen Atome dagegen be- 
dingen eine Verainderung der Verhiltnisse, die sich am einfachsten 
durch eine verschiedene Abklingdauer der Niveaus mit unterschied- 
licher magnetischer Quantenzahl erfassen liBt. Es ergibt sich ohne 
weitere Rechnung 


= Tn : ae. 
Din = aPa (52) mit Te, =a, tit. (53) 


Hieraus folgt: 

DP = aPy (1+5,) (54a) mit Sy = Lh, 51° Thi, (55) 
S, gibt wiederum ein MaB fiir den EinfluB der gleichartigen Atome an. 

Fiir die Polarisation der I. Nebenserie fiihrt eine Lésung des all- 
gemeinen Problems zu sehr uniibersichtlichen Formeln. Wir behandeln 
daher auch hier die beiden Grenzfalle einer schwachen (N,—0) bzw. 
starken (N,— ov) gleichzeitigen Einwirkung durch geladene Teilchen. 
Die entsprechenden Formeln ergeben sich aus den Gl. (25) bzw. (39) 
unter Beriicksichtigung der veranderten Abklingung der Niveaus m= + 2. 
Fiir den Fall (N, 0) gilt 

a 16+ 35H, 

oe 4+ 138H, + 97,4 + S,) 
Fihrt man an Hand der Formel (41a) den Grenziibergang N, oo aus 
und beriicksichtigt, daB die Abklingung der einzelnen Niveaus von & 
und w, nicht durch den fiir das Niveau /=2 giiltigen Wert T,,, sondern 
durch die GréBe 


(54b) mit Sq =The z2:T,5. (56) 


1 sof an 1 3+2S, (s 
a ee c a Wi 
The 3 te ah 7) Tho 3 ) 
bestimmt ist, so findet man aus der Gl. (41a) die Formel 


) _ 48-1089 (3 + 25,) + 72H 

25 tat Tare 54H, (3 + 25,) + 63 He * (54¢) 

Der Apostroph unterscheidet den Grenzfall (N,-> oe) von dem Fall 

Fiir die BALMER-Serie gelten im Fall (N, 0) zunachst wieder die 

Formeln des § 1. Dabei ist jedoch nunmehr die veraénderte Abklingung 

der Zustande 1=2, m=-+2 und /=1, m=+1 infolge der Passage 

der gleichartigen Teilchen zu beriicksichtigen. Dann ergibt sich aus 
Gl. (25d) fiir die Polarisation der BALMER-Serie 

300 + é, (16 + 36H) - 4d 

ply = 150'H,/(1 + Sy) +22 {4 + 18H, + 9 H,/(4 + So)} ° (5 ) 

12* 
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Ist dagegen im Grenzfall (N,— oo) der EinfluB der geladenen 
Partikel bedeutend, so bleiben zur Bestimmung der Polarisation der 
BALMER-Serie alle Berechnungen von § 3 erhalten. Die neuen Formeln 
tnterscheiden sich lediglich durch die Werte von J, und T,,. Wahrend 
namlich dort die Definitionsgleichungen 


n—1 ; n—1 
4 2 I+4, 1 2 i 
Ty n:(n+41) : : se 4 Ty (n—1) 2? Tht 58) 
galten, lauten die Beziehungen in diesem Fall 
n—1 
m-\o-= 1) 4 Z 3 1+1 
rH Tet ttt tL! ay 
n—1 ; (59) 
oh a) eee a I 
ai Tg ttt Dt 
3 
Benutzen wir an Stelle der Abkiirzung (50) in (39b) die GrdBe 
/ Ty - T;, 
pip = ch, Ta: Ty , (60) 


so bleibt die Formel (39b) fiir die Grenzpolarisation der BALMER-Serie 
erhalten und es gilt 


, Pr (10 + 126,) + 106, + 8d 
P= DS £ 2 0 pat | 
ag pPi* 6+ bg + 10+ 10b, + 148, ° (54€) 
Zusammenfassung. 
(N— 0): 
Hauptserie: phy = aPy (4 +S,), 
I. Nebenserie: PR =——_.° + 1 
4+ 18H,+ 9H,/(1+ S,) ’ 
BALMER-Serie: pP; = — Se tO ee 
150H,/(1 + Sy) + & {4+ 18H, + 9H,/(1 + S,)}’ (54) 


(N,— 00): 

48 + 108 ‘H, (3 + 2S,) + 72H, 
84 + 54H, (3 + 25,) + 63H, ’ 
bP, (10 + 123) + 10by + 8b, 
pPy* 6+ by + 10+ 10b9+ 14B, ’ 


Sy 8. (55); Sg 8. (56); bg, by s. (46); & 8. (29); pRB s. (60). 


I. Nebenserie: )Pi = 


BALMER-Serie: ph; = 


§ 5. Diskussion und Vergleich der theoretischen Ergebnisse 
mit den Experimenten. 
Bei der Berechnung der Polarisationserscheinungen in den voran- 
gegangenen Paragraphen wurde die Mittelung iiber den StoBparameter 
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der Anregungsfunktion bis zu einer gewissen unteren Grenze R durch- 
gefiihrt. Dieses Verfahren findet seine Begriindung in der Tatsache, 
daB bei zentralen StéBen schneller Teilchen, d.h. bei kleinem StoB- 
parameter nach den klassischen Untersuchungen von Bour und den 
quantenmechanischen Berechnungen von Born die Anregung der nie- 
deren Energieniveaus sehr unwahrscheinlich wird. Im einzelnen fillt 
die Anregungswahrscheinlichkeit der Niveaus mit kleiner Anregungs- 
energie schon bei gréBeren Werten des StoBparameters ab, als diejenige 
der Energieniveaus mit gréBerer Anregungsenergie. Das oben ange- 
fihrte Verfahren ersetzt diesen mehr oder weniger steilen Ubergang zu 
dem Wert Null durch einen unstetigen Sprung an der Stelle R. Fiir R 
k6nnen wir Grenzen angeben, zwischen denen die Werte fiir alle Energie- 
niveaus liegen miissen. Da die Polarisationserscheinungen gegeniiber 
Schwankungen des StoBparameters nicht allzu empfindlich sind, ist 
es mOglich, die Polarisationswerte nicht nur in Schranken einzuschlieBen, 
sondern bei entsprechender Zuordnung der Grenzen auch ihre Abhangig- 
keit von der Seriennummer zu bestimmen. Durch dieses Verfahren er- 
setzen wir die miihsame Untersuchung aller Linien einer Serie durch die 
Berechnung der langwelligsten Linie und einer Linie an der Seriengrenze. 


Nach den Vorstellungen Bours und den Ergebnissen der quanten- 
mechanischen Rechnung ist unter einem ,,harten‘ oder ,,zentralen“ 
StoB im oben erwadhnten Sinn ein Sto8B zu verstehen, bei dem wahrend 
der wesentlichen St6rung das Atomelektron praktisch als frei betrachtet 
werden kann. Dies ist immer dann der Fall, wenn die Stérungsenergie 
den Betrag der Bindungsenergie wahrend des StoBes betrachtlich tiber- 
schreitet, d.h. wenn der StoBparameter 9, Werte von der GréBe 795 
annimmt, wenn 7), den mittleren Abstand des Leuchtelektrons im 
Grundzustand bezeichnet. Fir diesen Fall wird die Anregung aller 
diskreten Energieniveaus auBerordentlich unwahrscheinlich und wir 
erhalten fiir R die Bedingung 


R2%t7=R;, (61) 


wenn 7, den mittleren Abstand des Leuchtelektrons der stoBenden 
Partikel kennzeichnet. 

Andererseits ergeben die in I durchgefiihrten Rechnungen innerhalb 
ihres Giiltigkeitsbereiches ein monotones Anwachsen der Anregungs- 
wahrscheinlichkeit mit abnehmendem StoBparameter, so daB R der 
Bedingun 

pier Rsk, (62) 


geniigen muB, wenn R, die Giiltigkeitsgrenze der in I durchgefiihrten 
Berechnungen charakterisiert. Die Bestimmung der GréBe Ry muB fiir 
die verschiedenen Atome jeweils einzeln vorgenommen werden, macht 
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jedoch keine besonderen Schwierigkeiten. Sie ergibt sich aus der Be- © 
dingung, daB fiir den nicht zu vernachlassigenden Anteil des Integrals 
(I, (21), (33)] die Bedingung o<g, erfiillt sein muB. 

Setzen wir entsprechend den oben entwickelten Vorstellungen die 
GréBen R, und R, in die Formeln (25), (33), (39) und (54) ein, so kénnen 
die Polarisationswerte unter Verwendung der Tabellenwerke berechnet 
werden. 

AnschlieBend sollen die Ergebnisse fiir die einzelnen Serien besprochen 
und mit den Experimenten verglichen werden. Bei der groBen Zahl 
der vorliegenden Untersuchungen und der Beschrankung der theo- 
retischen Voraussetzungen kénnen wir natiirlich nicht alle Messungen 
beriicksichtigen, sondern wir werden aus dem vorliegenden Material 
diejenigen Experimente auswahlen, die die Abhangigkeit der Polari- 
sation von den Versuchsparametern am besten beschreiben und bei 
denen die Verhaltnisse durch die von uns besprochenen Elementar- 
prozesse bedingt sind. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB die im Vorgang 
gegebene Theorie fiir die in die Berechnung eingehenden Parameter 
eindeutige Werte voraussetzt. Innerhalb des Kanalstrahles gehorchen 
diese GréBen jedoch gewissen Verteilungsfunktionen, so daB eine neue 
Mittelung erforderlich ware, wobei noch hinzukommt, daB jene Ver- 
teilungsfunktionen in Abhangigkeit von den Versuchsdaten nicht all- 
gemein bekannt sind. Die Diskussion der Experimente mu8 sich aus 
diesem Grunde auf die wesentlichen Punkte beschranken. 

Es erfolgt jeweils zunachst eine kurze Darstellung der theoretischen 
Erwartungen (T) und anschlieBend die Diskussion des experimentellen 
Materials (D), Die einzelnen Serien folgen nach der steigenden Mannig- 
faltigkeit ihrer Polarisationserscheinungen geordnet. 


II. Nebenserie. 


T) Das Licht aller Linien der II. Nebenserie ist unpolarisiert. Diese 
Aussage gilt unabhangig von der speziellen Art der Anregung und irgend- 
welchen polarisierenden Einfliissen. Sie behalt also ihre Giiltigkeit auch 
fiir die Linien der Triplettsysteme, fiir die die Untersuchungen im Teil I 
im allgemeinen nicht mehr brauchbar sind. Ausgeschlossen ist dabei die 
dauernde Einwirkung einer auBeren Stérung, die zu einer Aufhebung 
der Richtungsentartung fiihrt. Die Linien der II. Nebenserie eignen 
sich besonders als Basislinien zur Beurteilung der Apparatureinfliisse. 

D) Messungen der Polarisation an den Linien 4713 und 4121 der 
scharfen Ortho-He-Nebenserie wurden von STARK und ScHON {2] 
durchgefiihrt. Die beiden untersuchten Serienglieder erweisen sich als 
nahezu unpolarisiert. Dies gilt im besonderen MaBe fiir die Linie 4121, 
Den Messungen liegen unpolarisierte Stickstoffbanden als Basislinien 
zugrunde. 
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Hauptserie. 

T) Aus der Fig. 1, die die Polarisation der Hauptserienlinien als 
Funktion der GréBe R’=R/A wiedergibt und aus den Ergebnissen der 
§§ 1 bis 4 liest man fiir die Polarisationsverhaltnisse bei der Hauptserie 
folgende GesetzmaBigkeiten ab: 

Die Anregungspolarisation der Hauptserienlinien nimmt bei der 
Anregung durch eine geladene Partikel mit wachsender Geschwindigkeit 
ab und geht von Langs (P >1)- zu Quer (P <1)-Polarisation iiber. Ist 
das stoBende Teilchen ein Ion, so nimmt die Polarisation mit zuneh- 
mender Ordnungszahl des stoBenden Atoms zu. Erfolgt die Anregung 
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Pig. 1. Anregungspolarisation der Hauptserienlinien beim StoB eines Elementarteilchens bzw. eines Atoms 
mit verschiedener Anderung der magnetischen Quantenzahl A m,. 


durch ein neutrales Atom mit eigener Zustandsanderung, so ist fiir das 
gleiche Niveau die Polarisation um so kleiner, je gréBer die Anderung 
der magnetischen Quantenzahl des stoBenden Atoms ist. Die polari- 
sierenden St6Be geladener Teilchen und artfremder neutraler Atome 
iiben keinen Einflu8 auf die Polarisationsverh4ltnisse aus, Die Passagen 
gleichartiger Partikel bedingen dagegen fiir alle Linien der Hauptserie 
eine Erhdhung des Polarisationswertes. Dabei nimmt, wie eine nahere 
Untersuchung zeigt, der Einflu8 mit wachsender Hauptquantenzahl ab. 
Die Veranderung der Polarisation mit der Seriennummer hangt von 
den speziellen Eigenschaften des beobachteten Atoms ab. 

D) Die Besprechung der wenigen vorliegenden experimentellen Er- 
gebnisse erfolgt zweckmaBig zusammen mit der I. Nebenserie. 


I. Nebenserie. 
T) Aus den Kurven der Fig. 2 und den Ergebnissen der §§ 1 bis 4 
ergibt sich fiir die Polarisation der I. Nebenserie: 
Erfolgt die Anregung des Lichtes durch ein geladenes Elementar- 
teilchen oder Ion, so gelten beziiglich der Spannungs- und Serien- 
abhingigkeit, sowie des Einflusses der Zustandsanderung und der 
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Ordnungszahl des stoBenden Atoms qualitativ die bei der Hauptserie 
gefundenen GesetzmaBigkeiten. Die Passage geladener Partikel wahrend 
der Verweilzeit bewirkt jedoch hier im Gegensatz zur Hauptserle eine 
Verinderung der Anregungspolarisation. Und zwar fiihrt sie in dem 
Gebiet innerhalb dessen unsere Betrachtungen eine brauchbare Naherung 
darstellen, zu einer Erhéhung des Polarisationswertes, so, daB sich in 
dem gesamten Bereich eine nur schwach veranderliche Langspolarisation 
ergibt. Der Einflu8 nimmt mit wachsender Dichte der geladenen 
Teilchen, Lebensdauer und Hauptquantenzahl zu, wahrend er mit 
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Fig. 2. Anregungs- und Grenzpolarisationen der I. Nebenserie. 


zunehmender Geschwindigkeit abnimmt. Enthalt der das Atom pas- 
sierende Teilchenstrom neben geladenen Partikeln auch neutrale art- 
fremde und gleichartige Atome, so verandern die artfremden Atome 
die Polarisation nicht. Die artgleichen Atome dagegen bewirken in 
jedem Fall eine Erhéhung des Polarisationswertes, die um so gréBer ist, 
je gréBer die Dichte der Teilchen und die mittlere Lebensdauer des 
angeregten Zustandes ist. 

D) Es liegen nur wenige Polarisationsmessungen an Haupt- und 
I. Nebenserienlinien vor. 

Eine Messung fiir die Linie 6708 des Lithiums bei 12 bis 14 kV und 
einem He-Druck von 0,14 mm Hg im Beobachtungsraum liefert den 
P-Wert 0,8, wahrend bei der gleichen Entladespannung und einem 
H-Druck von 0,16 mm Hg fiir die Natriumlinie 5889/96 der Wert 0,67 
gemessen wurde [3]. Beide Zahlwerte sind jedoch sehr unsicher, da die 
Autoren die Polarisationswerte zur Ausschaltung der Apparatureinfliisse 
auf die Polarisation des Lichtes der ruhenden Teilchen bezogen haben, 
die sie als unpolarisiert voraussetzen. Diese Intensitat zeigt jedoch 
sowohl nach unseren theoretischen Erwartungen, als auch nach den 
experimentellen Untersuchungen [4] eine nicht unbetrachtliche Polari- 
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sation, so daB die gemessenen Werte eine gewisse Unsicherheit besitzen. 
Fir die Para~He-Hauptserienlinie 5016 wurden 2 Untersuchungen bei 
einer Entladespannung von 16 kV und einem H-Druck im Beobachtungs- 
raum von 0,08 mm Hg und 0,16 mm Hg durchgefiihrt. Die Ergebnisse 
scheinen auf eine Abnahme der Polarisation mit wachsendem Druck 
hinzuweisen, jedoch ist dies keineswegs sicher. 

Eine Messung an der Lithium-Nebenserienlinie 7603 liefert bei den 
oben angefiihrten experimentellen Daten den Wert 0,94 und ist ebenfalls 
mit der erwahnten Unsicherheit behaftet [3]. 

Bei den Linien der I. Para~He-Nebenserie zeigt sich unter den oben 
beschriebenen experimentellen Bedingungen mit wachsendem Druck 
zunachst eine Zunahme und bei hdheren Druckbereichen wieder eine 
Abnahme der Polarisation. Fiir alle gemessenen Druckwerte ergibt sich 
eindeutig eine Abnahme des P-Wertes mit wachsender Seriennummer [2]. 

Druck: [mm Hg]| 4922 | 4388 4144 
0,03 ae? / a Sate 


a (63) 


1,27 


0,08 1,42 | 1,42 


0,16 14,20 | 4,44 | 4,140 


Um den Vergleich zwischen Theorie und Experiment zu erméglichen, 
berechnen wir die oben definierten GréBen Ro und R;, indem wir bei 
den Alkalien die Wasserstoffeigenfunktionen unter Verwendung einer 
aus der Ionisationsspannung berechneten effektiven Kernladung be- 
nutzen. Dieses Verfahren ist, wie der Vergleich der von MAZUMDER [6] 
gegebenen Berechnungen mit den experimentellen Zahlwerten zeigt, 
giinstiger, als die Einfiihrung einer effektiven Quantenzahl. Fir den 
Grundzustand des Heliums verwenden wir die nach der Ritzschen 
Variationsmethode berechnete effektive Kernladung Z* =Z—5/16. Es 
ergeben sich die Werte 


Le Ro = 0,7/v,, R, iF Ps Lee 
Na: Ro = 1,0/2,, Rat 5for, (64) 
He: KR, = 1,6/2,, Ry=0,8/0,. 


Eine quantitative Ubereinstimmung der hieraus berechneten Werte mit 
den Experimenten ist bei der groben Annaherung der Eigenfunktionen 
nicht zu erwarten, zumal bei den benutzten Entladespannungen die 
Konvergenz des Naherungsverfahrens insbesondere fiir die Alkalien 
nicht allzu gut ist. 

Bei der Bestimmung der Teilchengeschwindigkeit ist zu bertick- 
sichtigen, daB nach den Messungen von Déper [6] und den Angaben 
von DASANNARACHYRA [7] die Geschwindigkeit der neutralen Kom- 
ponente des Kanalstrahls nur etwa 68/100 der aus der Entladespannung 
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berechneten Maximalgeschwindigkeit betragt. Damit erhalt man die 


Beziehung 
v= O05 it 108 [cm/sec] , (65) 


wo U die Spannung in kV und A das Atomgewicht bezeichnet. 

Setzen wir die aus dieser Formel berechneten Geschwindigkeiten in 
(64) ein, so entnehmen wir aus den Fig. 1 und 2 im Vergleich mit der 
Tabelle (63), daB die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experi- 
ment bei Beriicksichtigung der polarisierenden StéBe fiir die I. Para~He- 
Nebenserie leidlich gut ist. Die Abweichungen betragen etwa 20%. 
Fiir die Linien der Hauptserie und die Alkalien sind die Unterschiede 
betrachtlicher. 

Aus den Formeln (64) folgt auBerdem, daB die Polarisation der He- 
Linien mit wachsender Seriennummer abnimmt, wahrend die Polari- 
sation der Na- und Li-Linien mit wachsender Hauptquantenzahl zu- 
nimmt. An den Messungen fiir die Alkalien laBt sich die Richtigkeit 
dieser Behauptungen nicht priifen. Dagegen bestatigen die Unter- 
suchungen an den He-Nebenserienlinien eindeutig unsere theoretischen 
Erwartungen fs. (63)]. 

Bereits STARK vermutete auf Grund seiner Beobachtungen, daB die 
Zunahme der Polarisation der I. Nebenserie mit wachsendem Druck 
auf die Zunahme der St6Be geladener Teilchen zuriickzufiihren ist und 
daB die spatere Abnahme bei héherem Druck auf einen ihm unbekannten 
Einflu8 hinwiese. Auch diese Vorstellung ist in guter Ubereinstimmung 
mit dem Ergebnis unserer Rechnung. Die Fig. 2 zeigt, daB der Polari- 
sationswert in dem gesamten betrachteten Bereich mit wachsender Zahl 
der polarisierenden St6Be in der Tat ansteigt. Da die Abnahme bei 
hdherem Druck sowohl bei der Haupt- als auch bei der Nebenserie auf- 
tritt, kann dieser Effekt weder von den polarisierenden St6Ben neutraler 
Atome noch von denjenigen geladener Teilchen herriihren. Diese Er- 
scheinung ist voraussichtlich auf die zunehmende Bedeutung der 
Kaskadenanregung bei héherem Druck zuriickzufiihren. 


BALMER-Serie. 


T) Die Polarisationserscheinungen der BALMER-Serie sind infolge 
des hohen Entartungsgrades des Wasserstoffniveaus auBerordentlich 
mannigfaltig. Nimmt man auch hier die Beschrankung der Polarisations- 
werte durch die Grenzen Rj und R, vor, so ergibt sich zunachst eine 
Schwierigkeit insofern, als die Formeln nicht nur von den GréBen R’, 
sondern auch von bestimmten Parametern (7), ») der Energieniveaus 
abhingen. Dies hat zur Folge, daB die Zuordnung zwischen StoB- 
parameter und Seriennummer, ebenso wie die Zuordnung zwischen 
Polarisationswert und Seriennummer von vornherein nicht eindeutig 
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festliegt. Man kann sich jedoch liberzeugen, daB in allen betrachteten 
Fallen die Einfliisse der genannten Parameter und der Grenzen R’ auf 
die Polarisation gleichsinnig sind, so daB die alte Zuordnung Rj, n=3 
und Bes n—>co sowohl das volle Intervall beschreibt, als ahah die 
_Serienabhangigkeit richtig wiedergibt. 

Da bei allen betrachteten Experimenten der StoBraum mit He 
gefiillt ist, wollen wir die folgenden Berechnungen im wesentlichen fiir 
diesen Fall durchfiihren. Fiir die Grenzen Rj, R’, berechnet man unter 
diesen Umstanden nach dem oben beschriebenen Verfahren 


Helty = 1,6/v,, Helt, = 1,2/v,, (66) 


wahrend bei dem StoB eines Elementarteilchens dieselben GréBen den 
Wert 
ERG = 1,3/, , ER, ea 0,8/v, (67) 


haben. Unter Verwendung dieser Zahlen findet man aus den Formeln 
der §§1 bis 4 und aus den Kurven der Fig. 3 und 4 unter Beriick- 
sichtigung der Beziehungen 


T,;~2 fir «>6 (68) 
und 
Pie =e < Fi1,+1, (69) 
fiir die Polarisationserscheinungen der BALMER-Serie die folgenden 
GesetzmaBigkeiten: 


Infolge der unterschiedlichen Lebensdauer der Energieniveaus mit 
verschiedener Azimutalquantenzahl wird die Polarisation des idealen 
Abklingleuchtens der BALMER-Serie vom Abstand hinter der Kathode 
oder besser, von der Lange des ohne Storung zuriickgelegten Weges 
abhangig. Dabei ist die Anderungsgeschwindigkeit am gréBten bei der 
Linie H, und nimmt mit wachsender Seriennummer und Geschwindig- 
keit rasch ab. Diese Aussagen gelten unabhangig von der speziellen 
Form der Anregung und setzen lediglich ideales Abklingen ohne polari- 
sierende Einfliisse voraus. Erfolgt die Anregung durch den StoB eines 
geladenen Teilchens entsprechend den Untersuchungen in I, so nimmt 
die Polarisation mit wachsendem Abstand von der Kathode fir alle 
Geschwindigkeiten ab, und zwar bis zu einem Grenzwert, der aus der An- 
regungspolarisation der I. Nebenserie (s. Fig. 2) entnommen werden kann. 

Die Anregungspolarisation aller Linien der BALMER-Seric nimmt 
mit wachsender Geschwindigkeit monoton ab und geht von Liangs- zu 
Querpolarisation iiber. Ist die stoBende Partikel ein Elementarteilchen, 
so ergibt sich eine betrachtliche Aufspaltung nach der Seriennummer, 
derart, daB die Polarisation mit wachsender Hauptquantenzahl ab- 
nimmt. Mit wachsender Geschwindigkeit nimmt die Aufspaltung zu. 
Ist die stoBende Partikel kein Elementarteilchen, sondern ein Ion, so 
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bedingt dies eine allgemeine Erhohung der Polarisationswerte und eine 
Verschiebung der Kurven nach gréBeren Geschwindigkeiten. Gleich- 
zeitig nimmt die Aufspaltung nach der Seriennummer ab, wahrend ihr 


q7 


O45 96 G7 O08 0910 12 74 16 78 2 3 g 5 


“oe 70%cm/sec 


Fig. 3. Anregungspolarisation der Hy-Linie beim StoB eines neutralen H-Atoms mit eigener Zustands- 
anderung fiir verschiedene Werte 4m, des stoBenden Teilchens. 


Gang mit der Geschwindigkeit erhalten bleibt. Alle diese Einfliisse 

nehmen mit wachsender Ordnungszahl des stoBenden Ions zu. 
Erfolgt die Anregung durch ein neutrales Atom mit eigener Zustands- 

anderung, so ist bei festem R’ die Polarisation um so kleiner, je gréBer 
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Fig. 4. Anregungs (4 P)- und Grenz (¢P)-Polarisation der Batmer-Serie fiir den Sto8 eines Elementar- 


teilchens (EP) bzw, Heliumions (Hep) in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit und der Seriennummer. 


die Anderung der magnetischen Quantenzahl des stoBenden Atoms ist. 
Bei Beriicksichtigung der Veranderung von R’ kann die Anregungs- 
polarisation eines Atoms mit eigener Zustandsanderung allerdings tiber 
derjenigen des entsprechenden Ions liegen. 
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Die Passage neutraler artfremder Atome nach der Anregung beein- 
fluBt die Polarisationsverhiltnisse nicht. 

‘Die polarisierenden StéBe geladener Teilchen bedingen in ‘dem 
gesamten betrachteten Bereich mit Ausnahme sehr kleiner Geschwin- 
digkeiten eine Erhéhung der Polarisation. Die Grenzpolarisation erhebt 
sich um so mehr iiber die Anregungspolarisation, je gréBer die Ge- 
schwindigkeit ist. Der Charakter der Serien- und Geschwindigkeits- 
abhangigkeit bleibt unverandert. Der Einflu8 nimmt mit wachsender 
Lebensdauer des Energieniveaus und mit wachsender Teilchendichte zu. 

Die Passage artgleicher Teilchen nach der Anregung fiihrt in jedem 
Fall zu einer Erhéhung des Polarisationswertes, gleichgiiltig, ob gleich- 
zeitig polarisierende St6Be geladener Teilchen stattfinden oder nicht. 
Fiir die Grenzpolarisation der geladenen Teilchen belauft sich der Zu- 
wachs im giinstigsten Fall bei der H,-Linie auf etwa 20%, wahrend 
sie fiir die Seriengrenze bis zu 50% betragen kann. 

D) An den Linien H,, H; und H, liegen eine groBe Zahl von Mes- 
sungen vor. ZweckmaBig besprechen wir die Untersuchungen im fol- 
genden nach den Experimenten geordnet: 


a) Ist der Druck im Beobachtungsraum kleiner als 10-? mm Hg und betragt 
die mit Hilfe des Dopplereffektes gemessene Teilchengeschwindigkeit 3 bzw. 
6,4- 107 cm/sec, so miBt der eine fiir das Abklingleuchten der Linien Hg und Hi, 
die Polarisation 


{ { 
Uv P3 Ey U Ps | E, 


3° 107 cm/sec | 1,45 1,42 6,4 + 107 cm/sec 1,56 | 1,49 : 70) 
Dabei 148t sich aus der Versuchsbeschreibung nicht entnehmen, in welchem Ab- 
stand hinter der Kathode die Messung durchgefthrt wurde. AuBerdem liegen 
keine Angaben dariiber vor, inwieweit eine Beriicksichtigung der durch die Appa- 
ratur bedingten Polarisationseinfliisse vorgenommen ist. (Untersuchungen von 
Rupp [8].) 

Bei einem Druck von 0,0015 mm Hg im Beobachtungsraum und einer Ent- 
ladespannung von 16 kV miBt der andere 5 mm hinter der Kathode an der Linie Hg 
den Polarisationswert 1,05. In einem Abstand von 20 mm liefert die Messung den 
Wert 1,17. Unter den gleichen Umstanden ergeben sich bei einem Druck von 
0,08 mm Hg bzw. die Werte 1,11 und 1,25. Die durch die Apparatur bedingten 
polarisierenden Einfliisse wurden eliminiert. (Untersuchungen von Doper und 


Hirscu [9].) 

Auffallend ist an diesen beiden Messungen zunachst die bedeutende 
Diskrepanz bei scheinbar gleichen Versuchsbedingungen, die bereits 
von Doépet und Hrrscu bemerkt wurde. Eine sichere Deutung dieses 
Effektes 1aBt sich ohne eine genauere Untersuchung auch aus dieser 
Theorie nicht geben, jedoch wollen wir darauf hinweisen, daB infolge 
der oben beschriebenen Einfliisse der Abklingzeiten eine starke Ver- 
anderung der Polarisation im anregungsfreien Raum insbesondere fiir 
die Linie H, zu erwarten ist, so daB die Lange des Kanals von ent- 
scheidender Bedeutung wird. So ist fiir den von uns beschriebenen 
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Anregungsmechanismus bei gleichem Druckunterschied am Ende eines 
langen Kanals eine wesentlich geringere Polarisation zu erwarten, als 
am Ende eines kurzen Kanals. Dieser Einflu8 bietet vielleicht eine 
Méglichkeit zur Deutung der Differenzen. 

Die zweite auffallende Erscheinung ist die Zunahme des Polarisations- 
wertes mit wachsendem Druck und wachsendem Abstand hinter der 
Kathode. DépreL und Hirscu geben hierfiir die Deutung einer mit 
wachsendem Druck zunehmende Neuanregung durch die Atome des 
StoBraumes. Diese Annahme ist in Ubereinstimmung mit den theo- 
retischen Ergebnissen. Jedoch istzu bemerken, daB die , polarisierenden‘‘, 
St6éBe gleichartiger Teilchen, wie sie in I, §4 behandelt wurden, bei 
den gegebenen Verhiltnissen ebenfalls zu einer Erhéhung der Polari- 
sation mit wachsendem Druck und Abstand fiihren. Dabei ist dieser 
EinfluB infolge seines gr6Beren Wirkungsquerschnittes der Neuanregung 
erheblich iiberlegen. Er kommt allerdings nur dann voll zur Auswirkung, 
wenn die Intensitat der bewegten Teilchen getrennt von derjenigen der 
ruhenden Teilchen beobachtet wird. 

Im iibrigen sind die beschriebenen Untersuchungen zur Bestimmung 
der berechneten Gangerscheinungen und zum quantitativen Vergleich 
wenig geeignet, da einerseits die gemessenen Unterschiede nach eigener 
Angabe zum Teil innerhalb der MeBgenauigkeit liegen und andererseits 
gerade beim Abklingleuchten der Anregungsmechanismus zum min- 
desten teilweise nicht von unseren Berechnungen erfaBt wird. 

b) Bei einer Entladespannung von 16 kV, einer Stromstarke von 35 mA und 


einem He-Druck von 0,16 mm Hg im Beobachtungsraum werden zur Bestimmung 
der Serienabhangigkeit folgende Werte fiir die Polarisation der ersten Serienglieder 


gemessen: 
FP = 1,18; Py = 1,11; P,, = 1,07; P, = 4; P, = 0,98 (71) 


(Untersuchungen von STARK und VERLEGER [/0)). 


Die Abnahme der Polarisation mit wachsender Seriennummer be- 
statigt die theoretischen Erwartungen. Um die quantitative Uberein- 
stimmung nachzupriifen, ist zu beriicksichtigen, daB die oben ange- 
gebenen Messungen auf die Polarisation der entsprechenden Linien 
ruhender Wasserstoffatome bezogen sind. Wie bei allen Untersuchungen 
festgestellt und wie auch von STARK und VERLEGER selbst bemerkt 
wurde, zeigen auch diese Linien eine schwache Langspolarisation. Diese 
Erscheinung ist nach den gegebenen Betechnungen als Anregungs- 
polarisation zu deuten. Der Unterschied gegeniiber der starkeren 
Polarisation der bewegten Intensitaét entsprache nach unseren Uber- 
legungen dem EinfluB der polarisierenden StéBe geladener Teilchen. 
Diese Annahme wird durch die Untersuchungen iiber den Einflu8 eines 
Magnetfeldes auf die Polarisation des Kanalstrahlleuchtens besonders 
bestarkt. Fiir die Polarisation der benutzteti Wasserstofflinien der 


wee 
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ruhenden Teilchen entnehmen wir der Messung von STARK, RITSCHL 


und BomkE [4] den Wert P = 1,07, womit wir fiir die Serienabhangigkeit 
die korrigierten Ergebnisse 


P= 4;26; Fe=1,19; B=114;5 B=41,07; P=1,05 (72) 
erhalten. 

Da der Druck und der Strom relativ hoch sind, ist zu erwarten, daB 
die polarisierenden St68e zur Geltung kommen. Insbesondere diirfte 
die erste Linie, fiir die der Einflu8 am starksten ist, in der Nahe der 
Grenzpolarisation liegen. Berechnen wir die mittlere Geschwindigkeit 
nach Formel (65), so finden wir aus der Fig. 4 unter Beriicksichtigung 
der polarisierenden St6Be geladener Teilchen das Intervall 


P=1,31—1,09, (73) 


wo die obere Grenze der Grenzpolarisation von H, entspricht, wahrend 
die untere Grenze der Anregungspolarisation der Linien in der Nahe 
der Seriengrenze zugeordnet ist. Die Ubereinstimmung liegt innerhalb 
der durch die MeBgenauigkeit der Versuche bedingten Fehlergrenzen. 
Die Experimente scheinen sogar neben der quantitativen Uberein- 
stimmung der Serienabhangigkeit den mit wachsender Seriennummer 
abnehmenden Einflu8 der polarisierenden StéBe zu bestitigen. 

c) Die Spannungsabhangigkeit der Polarisation gemessen an der Linie Hy, 
bei einer Stromstarke von 4 mA, einem He-Druck von bzw. 0,02 und 0,01 mm Hg 


im Beobachtungsraum und einer Kanalstrahldicke von bzw. 1 und 2 mm gibt die 
folgende Tabelle wieder: 


Speteemg <p 40) [1 O18], 200s} OID hes kV 
ed | = 
@ 1mm 
2°10*mmHg | 1,01 | 1,04 148. bod dG 1,24 (74) 
@ 2mm 
10-2 mm Hg re ae ey a i Pe A Sy Wd 


(Untersuchungen von RIcHTER [/1)). 


Aus der Fig. 4 und der Formel (65) ergibt sich fiir die Abhangigkeit 
der Anregungs- und Grenzpolarisation der Linie H, von der Entlade- 
spannung die folgende Tabelle 


Spannung 40 500 Set 200s ARO NLy) Cars | kV 
4P (Hy) 4,01 1,07 4,125 | 1,28 | 1,37 | (75) 
cP (Ha) 1,18 1,22 | 1,265 | 1,38 1,45 


Die Geschwindigkeitsabhangigkeit der Polarisation wird von der Theorie 
richtig wiedergegeben. Die quantitative Ubereinstimmung ist befrie- 
digend, jedoch ist zu bemerken, daB nach den theoretischen Erwartungen 
der EinfluB der Kanalstrahldicke zu stark erscheint. Die Vermutung 
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SrarKs, da® die Zunahme der Polarisation mit wachsendem Kanal-_ 
strahldurchmesser auf eine Vermehrung der polarisierenden StéBe ge- 
ladener Teilchen zuriickzufiihren ist, wird ebenfalls bestatigt. ? 


d) Fiir die Druckabhangigkeit der Polarisation der Linie Hy miBt der eine 
bei einer Entladespannung von 16kV und einer He-Fillung im StoBraum die 


Werte 
Druck 
: % 


0,003 | 0,02 | 0,04 | 0,08 | 0,16 | 0,3 | 0,6 | mmHg 
|__| | | (76) 


4,03 | 1,07 | 1,2 | 4,24 | 1,34 | 1,32 | 1,16 


0,001 


1,03 


(Untersuchungen von STARK und SCHON [2)). 
Eine entsprechende Messung des anderen bei einer Entladespannung von 5 kV 


ergibt im Mittel die Werte 


(77) 


He-Druck | 0,0025 | 0,012 0,044 | mm Hg 


B 1,89 1,58 1,43 


(Untersuchungen von RIcHTER [/J}). 
Der polarisierende Einflu8 der Apparatur wurde in beiden Fallen eliminiert. 


Diese beiden Ergebnisse scheinen sich zu widersprechen. Ins- 
besondere weisen die Messungen in den gleichen Druckbereichen den 
entgegengesetzten Gang auf. Wenn man nicht die Annahme einer 
Fehlmessung zulassen will, so kann der prinzipielle Unterschied nur 
durch die verschiedene Entladespannung bedingt sein. Hieraus erklart 
sich zunachst die verschiedene GréBe der Polarisationswerte. Die zweite 
Messung ist dabei fiir den Vergleich mit der Theorie infolge der geringen 
Entladespannung nicht absonderlich geeignet. Immerhin ist es be- 
merkenswert, daB die Kurven ,P, und -P, die sich bereits in Fig. 4 
mit abnehmender Geschwindigkeit stark annahern, bei sehr kleinen 
Geschwindigkeiten sich entsprechend den Verhaltnissen bei der I. Neben- 
serie tiberschneiden, so daB in der Tat die Passage geladener Teilchen 
nach der Anregung nicht mehr eine polarisierende, sondern eine depo- 
larisierende Wirkung austibt. Bedenkt man, daB fiir kleine Geschwindig- 
keiten die Inhomogenitat der Kanalstrahlen zunimmt, so erkennt man, 
da nach den theoretischen Gesichtspunkten die beiden Messungen trotz 
ihrer verschiedenen Ergebnisse sich nicht notwendig widersprechen. 
Sowohl die Zunahme, bei der STARKschen Messung, als auch die Abnahme 
bei der Messung von RICHTER 1aBt sich auf den EinfluB der polarisieren- 
den St6Be geladener Teilchen zuriickfiihren. Die zahlenmaBige Uber- 
einstimmung mit der STARKschen Messung ist befriedigend, jedoch ist 
auch hier der EinfluB der polarisierenden St6Be erheblicher, als nach 
der Theorie zu erwarten wire. Erklirt man die Abnahme bei héherem 
Druck analog zu den Verhaltnissen bei der I. He-Nebenserie und Haupt- 
serie, so findet man alle Erscheinungen in brauchbarer Ubereinstimmung 
mit der Theorie. 


Theorie der Polarisation des Kanalstrahllichtes. 1m 187 


e) Um den Einflu8 der polarisierenden StéBe geladener Teilchen abzuschatzen, 
wird die Polarisation der Linien H, und Hg gemessen, wenn einerseits die ge- 
ladenen Teilchen durch ein elektrisches Feld entfernt werden, und wenn anderer- 
sseits die Zahl der polarisierenden StéBe durch zusitzliche AuBere Ionisation erhoht 
wird. Bei einem He-Druck von 0,16 mm Hg, einer Entladespannung von 16 kV 
und einer transversalen Feldstirke von 300 V/cm ergibt sich fiir die Polarisation 
die folgende Tabelle: 


Mit Feld Ohne Feld, ohne Ionisation Ohne Feld, mit Ionisation 


1,14 


Der Versuch zeigt, daB die polarisierenden St6Be der geladenen Partikel ent- 
scheidend sind, wahrend die ,,streifenden‘‘ St6Be neutraler Atome keine Bedeutung 
haben. Die Messungen sind auf die Polarisation des Lichts der ruhenden Atome 
bezogen. (Untersuchungen von Stark und VERLEGER [J0}.) 

Die Experimente bestatigen wiederum die Zunahme der Polarisation 
mit wachsender Zahl der polarisierenden StéBe geladener Teilchen. 
Auch die Bedeutungslosigkeit der polarisierenden St6Be neutraler Atome 
entspricht den theoretischen Erwartungen. 

Vor dem Vergleich der gemessenen Werte mit den berechneten ist 
die Polarisation der Linien der ruhenden Teilchen zu beriicksichtigen. 
Die korrigierten Ergebnisse sind 


Mit Feld Ohne Feld, ohne Ionisation Ohne Feld, mit Ionisation 
| (79) 
Fo 1,09 325 1,29 
P, | 1,08 1,19 1,22 


Entnimmt man der Fig. 4 die entsprechenden Mittelwerte der An- 
regungs- und Grenzpolarisation unter Verwendung der Formel (65), so 


erhalt man 
P=1;15 bzw. P=1,28. (80) 


Vergleicht man diese Zahlen mit der ersten bzw. dritten Spalte der 
Tabelle (79), so erkennt man auch hier die Ubereinstimmung. 
Zusammenfassend kann man sagen, daB alle mit Sicherheit beob- 
achteten Gangerscheinungen des STarK-LUNELUND-Effektes von der 
Theorie richtig beschrieben werden. Die von den Beobachtern auf 
Grund der Experimente angestellten Vermutungen tiber Ursache und 
Beeinflussung der Polarisation lassen sich an Hand der theoretischen 
Erwagungen entweder bestatigen oder beschrankend scharfer formu- 
lieren. In allen Fallen, fiir die unter Beriicksichtigung der benutzten 
Naherungen brauchbare Ergebnisse zu erwarten sind, ergibt sich be- 
friedigende quantitative Ubereinstimmung. } 
Angesichts der zahlreichen und verwickelten Elementarprozesse, die 
sich an der Polarisation des Kanalstrahlleuchtens beteiligen, ist der 
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scheinbare Widerspruch zwischen einzelnen Messungen nicht verwun- 
derlich. Die Beobachtungen sind teilweise unter ziemlich zufalligen 
Bedingungen durchgefiihrt worden, wodurch der Vergleich mit der 
Theorie erschwert wird. Eine detaillierte Untersuchung der von der 
Theorie beschriebenen GesetzmaBigkeiten miiBte von Versuchen aus- 
gehen, bei deren Anlage von vorneherein Riicksicht auf die theoretisch 
zu erwartenden Zusammenhange genommen wiirde. 


Anhang. 


Wir verwenden zur Beschreibung der Wasserstoffeigenfunktionen 
die Formel 


wy =e-** (27)! M (—n,, 21 + 2, 2k) B™ (0) ™?, (81) 


wo M die konfluente hypergeometrische Funktion und #” die zuge- 
ordneten Kugelfunktionen bezeichnet. 7, ist die radiale Quantenzahl 
n—1l—1 und & eine Abkiirzung fiir 1/m a (a= 0,581 - 10-8 cm). 

Die Funktion (81) 1laBt sich in 2 Anteile zerlegen, von denen der 
eine nur von der Radialkoordinate abhangt, wahrend der andere die 
Winkelabhangigkeit durch die Kugelflachenfunktionen beschreibt. Wir 
verwenden diese beiden Bestandteile einzeln normiert. Dementsprechend 
lassen sich die Matrixelemente der Koordinatenmatrizen wie folgt in 
2 Anteile zerlegen: 


2 2 
a = T oy 2 0. 
n,Lm|* jn’ l,m’ “me lim —0, Vm’ 
bzw. 
5 ; . 
222 On 2 (82) 
2 — 2 
a =lnl wl " Ox 
nl, mL2 XJ av im? I,m if 4 


Die Werte der GréBen @ ergeben sich dabei unmittelbar aus den Addi- 
tionstheoremen der zugeordneten Kugelfunktionen. Es gilt: 


3 1+ m-+ 1) (l/ — m+ 1) 
e) rt sa sgh -< a, ‘we 
[Ox]i+1 (21 + 1) (27 + 3) 
2 +m + 1) (i + m-+ 2) 
m 0 m a a : 14 1\/ _ 2 
tm lOe] 41, met 4 (21 + 1)(27 + 3) 
2 + 1)? — m®] ((i + 2)? — m?] 
. O. ‘, = [( T a t be F J 
i,m lO }1-2, m (20+ 1) (224 3)?(2r+ 5)’ (83) 


pit Veviens we Uim+4) dt m+ 3) dim+2)@im+1) 


10 (22 + 1) (2 + 3)? (27+ 5) “4 
tla a ee Gr Or 
21 + 1) (21 + 3)2 (27+ 5) 


Aus diesen Beziehungen lassen sich die Winkelanteile ~ alle nicht 
verschwindenden Matrixelemente bestimmen. , 
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Die Berechnung der Radialanteile von (81) ist nicht ohne Miihe 
méglich. Die Werte n’wy KOnnen wir in allgemeiner Form direkt einer 
Rechnung von GORDON [/2] entnehmen. Die GréBen nly dagegen 
verlangen eine umstandliche Erweiterung der erwahnten Untersuchungen, 
auf deren ausfiihrliche Wiedergabe wir jedoch verzichten wollen. Wir 
teilen hier nur die Ergebnisse mit. Es gilt 


Sa? p= @ a * 1/a + lie Li ri 4nn’ er eens 5 ge 
ete . )t vy n—l—1!n’— 1! ra n+tn’ 


x {Fo (n I—1, n’—l) (Fy) Fee I-10}, 


natn’, 
wl in 4 : 7 , , 142 
a 9 2°(—1 ntiIln’+I! 4nn 
“4 =e : eR a vg 
sedi (27 + 1) | es ee es ear beasaes 
Pe A a a \2 , 
x (2 “| (= “| ‘9 (% l—1i,n’—1 1 
n+n nt+n 


EEE “—li1 j x aI 5 BAC l 
; __ 9 (—1)" / n+lItn’+1—2! (225) x 
mn 120 48Gice 1 ah ile id Nine 


x()"". n- {22% Fa(—I-1,n' 1-1) —2F_ (nL + 1)+ 


n—n 
fe ; n—n’\8 i 
+ (Fear) Fea 142, W141) — (TS) Ran 143, 0 Ha}. 


Hierbei bezeichnet die Abkiirzung 


' . 4-n-n’ 
F, (a, a’) =F (—a,—a',a4+1,—7"*,) 


(n — n’\? 


(85) 


in diesen Formeln die hypergeometrische Funktion. 
Herrn Prof. WEIZEL bin ich fiir seine Unterstiitzung und sein for- 
derndes Interesse zu Dank verpflichtet. 
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Die Neutralgaserwarmung 
der Niederdruckgasentladung. 
Von 
THEODOR WASSERRAB. 

Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 2. Dezember 1950.) 


Nach einer kurzen Ubersicht iiber die bisher verdffentlichten Untersuchungen 
denen fast ausnahmslos eine unzutreffende Energiebilanz zugrunde lag, wird die 
Temperaturerhéhung des Neutralgases in einer stationdren Niederdruckgasentladung 
ermittelt. Die Integration der Differentialgleichung fiir die Warmeleitung kann 
fiir den Fall eines zylindrischen Entladungsrohres nur bei 6rtlich konstanter 
Gasdichte exakt durchgefiihrt werden. Im praktisch wichtigeren Falle der 6rtlich 
verschiedenen Gasdichte kann jedoch diese Formel gleichfalls naherungsweise 
verwendet werden, wie eine Untersuchung des ebenen Problems lehrt. 
Bei der Betrachtung der nichtstationdren Zustdnde ergibt sich fiir das Einschalten 
einer Entladung: anfangs Gaserwarmung bei Grtlich konstanter Gasdichte und 
anschlieBend Gasstr6mungen in radialer und axialer Richtung, um einen 6rtlich 
konstanten Druck herbeizufiihren. Nach dem Ausschalten der Entladung sinkt 
die Gastemperatur praktisch sofort auf die Temperatur der Wandung, wodurch 
gleichfalls Gasstr6mungen verursacht werden, die schlieBlich wieder den Zustand 
6rtlich konstanter Gasdichte herstellen. 


|. Einleitung. 

Seit E. WARBURG |J| 1895 die Temperatur der in GriIssLERschen 
R6éhren leuchtenden Gasen studierte, sind die Erwarmung des Neutral- 
gases und die dadurch verursachten Gasstrémungen in elektrischen 
Niederdruck-Gasentladungen bereits wiederholt Gegenstand theo- 
retischer und experimenteller Untersuchungen gewesen. Nachstehende 
Tabelle 1 enthalt eine Zusammenstellung der wichtigsten Veréffent- 
lichungen. Man erkennt, daB die meisten Autoren die Annahme machten, 
daB sich praktisch die Gesamtverluste in der positiven Saule als Neutral- 
gaserwarmung auswirken wiirden. 

K. SOMMERMEYER [J0)}, (11) hat diese Frage sorgfaltig untersucht 
und konnte durch umfangreiche Messungen zeigen, daB die direkte 
Gaserwdrmung nur von einem Bruchteil dieser gesamten Verluste, 
némlich den elastischen StoBverlusten der Elektronen mit den Gas- 
atomen, den sog. ,,Volumenverlusten‘’ bewirkt wird. Bei niedrigen 
Drucken wird der weitaus gré8te Teil der Verluste in Form von Re- 
kombinations- und Strahlungsenergie an der Wandung bzw. an den 
Elektroden abgegeben und vermag nur auf diesem Umwege eine zu- 
sdtzliche, indirekte Erwérmung des Neutralgases hervorzurufen. Diese 
Temperatur, im folgenden als Wandtemperatur bezeichnet, pflegt jedoch 


en 
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Tabelle 1. 


Temperatur- 

abhangigkeit der | 
Warmeleit- | 
koeffizienten | 


Dampf- | Dampf- 
temperatur|  druck 
[°K] {mTorr] 


Abkuhlungszeit - 


Tahr Gastemperatur 
7 konstante [s] 


errechnet aus 


.. GUNTHER- | 1922 Gesamtverlusten 


I | linear 1000... 300 10-5 
SCHULZE [2] 10000 | 
SIEMENS [3] | 1936 Gesamtverlusten | unabhiangig Oso W130... 0,5 
4 P P 4900 | 
Vv. ENGEL und 1936 Gesamtverlusten | linear > 3000 1 012) 1 
STEENBECK [4] 100 
‘H. Fetz [5] | 4944 Gesamtverlusten | linear | 3700 | 2...416 = 
Deck [6], [7] | 1941 Gesamtverlusten | unabhangig | 5000 | 20 ilar 
7, SCHMALEN- 1943 Volumenverlusten linear |=41100 | 30...50 -= 
BERG [8] | 
PACHNER [9] 1948  Gesamtverlusten linear |~6000, 10 forte? 
Oe Ome 


einige 100° nicht zu wberschreiten und ist deshalb fiir den zu betrach- 
tenden Effekt von untergeordneter Bedeutung. Da alle Autoren, mit 
Ausnahme von W.SCHMALENBERG, die Temperaturerhéhung aus den 
Gesamtverlusten errechnet haben, kann den Ergebnissen nur ein be- 
dingter Wert eingerdumt werden, weil auf diese Weise zu hohe Tem- 
peraturen (A. v. ENGEL und M. STEENBECK tiber 3000°, J. PACHNER 
6000°) ermittelt, bzw. geschaétzt wurden (W. DEcK 5000°). Die Hohe 
dieser Temperaturen hatte allerdings bereits Bedenken erregen miissen, 
da dabei schon Temperaturionisation erfolgt und die Entladung als 
, thermische Saule’ anzusprechen ist, mit Eigenschaften, wie sie Bogen- 
entladungen etwa bei Atmospharendruck zeigen. Insbesondere wiirde 
dabei schon eine merkliche Einschniirung der Entladung auf den heiBen 
Mittelteil des Entladungsrohres zu erwarten sein. 

Wie bereits erwahnt, hat W. SCHMALENBERG die Neutralgaserwar- 
mung aus den Volumenverlusten ermittelt; die Berechnung behandelt 
allerdings nur einen Teil des Problems. Im folgenden soll daher eine 
angenaherte Integration der die Warmeleitung beschreibenden Diffe- 
rentialgleichung durchgefiihrt und auf die Abhangigkeit von Gasdruck, 
Rohrdurchmesser und Stromdichte eingegangen werden. Nach der 
Betrachtung der stationaéren Verhiltnisse sollen anschlieBend die nicht- 
stationiren Probleme beim Einschalten und Ausschalten von elektrischen 
Entladungen und die damit verbundenen Temperatur- und Druck- 
schwankungen bzw. die Dampfstrémungen abgeschatzt werden. 


2. Das stationadre Problem. 
A. Berechnung der Gaserwdrmung. 


Der nachstehenden Betrachtung ist ein kreiszylindrisches Ent- 
ladungsrohr zugrunde gelegt. Seine Linge sei so grob, daB in dem zu 
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betrachtenden Rohrabschnitt der EinfluB der Elektroden vernach- 
lassigt werden kann. Die Leistungsbilanz ist dann in einem Volumen- 
element durch die Warmezufuhr Q [W/cm] und die Warmeabfuhr 
infolge des Temperaturgefalles gegeben und lautet in Zylinderkoordi- 
naten: 

1 d dT rs 

y dy (rx 8 Bs eh 
Indem man fiir den Warmeleitkoeffizienten x im Bereich der klassischen 
Warmeleitung eine lineare Temperaturabhangigkeit annimmt: 


x= AF. 
=y W oo 
MA=4,57 = 10 cm grad ne | (9) 


erhalt man, wie PACHNER [9] gezeigt hat, eine nichtlineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 
Toe 1. Ea a " 2 T \2 Q 


Des; dr rs ae” 


=0, 


welche man nach E. KAMKE [12] dadurch lést, daB man u = 7? setzt 
und damit 


oP ohe dr }} 
Ir) = |c—4 | fo Q(r)rdr) 4 
erhalt, wobei C eine Integrationskonstante und Q(7) die Grtlichen 
elastischen Verluste bedeuten [73]. Unter Beriicksichtigung der in der 
homogenen positiven Saule herrschenden Tragerdichteverteilung 


N. =N (0) Jo (2,47/R) 


sei fiir die Verteilung der Volumenverluste iiber den Querschnitt an- 
genommen: 


r) = Q(0) Jo (2.47/R), 
womit man schlieBlich fiir den Temperaturverlauf 


T(r) =|79(R) + 4 SO Re J, (2,47/R)} 


erhalt, wenn 7(R) die Wandtemperatur bezeichnet. 


Diese Gleichung stellt die exakte Lésung dar fiir den Fall, daB itiber 
den Entladungsquerschnitt eine homogene Neutral gasdichte (N+/(”) 
herrscht. Nun, nachdem die Integration durchgefiihrt ist, kann auch 
Q(0) eingefiihrt werden: 

q, 


Q(0) =3,7-1078 |/T_N (0) -p 


o 
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wobei fiir die Elektronendichte 
Noto} ee 7? ene caeccint 
& N 1Ny ty T AS 4,C 10 -7 (0) T 


und fiir die Neutralgasdichte N =N, p7,/T (VN, =3,56 - 10%* [cm-§] die 
Teilchenzahl bei 1 Torr und der Temperatur 7, =0° C = 273° K) gesetzt 
wird. Dabei ist angenommen, daB der Ionisationsgrad N_/N mit der 
Stromdichte angendhert wie ee ~~ 3- 1078-7 (0) zusammenhingt [74] 
und 7(0) [A/em?] die Stromdichte in Rohrachse bedeutet. 

Damit erhalt man fiir die elastischen Verluste schlieBlich 


Q (0) = 2,8 - 10° //T_ 7 (0) (p/T)? 

und fiir die Temperatur in der Rohrachse ergibt sich 

T (0) = [7 (R) + 6 - 1097 (0) \r( ie 
Betrachtet man dagegen den Fall, daB iiber den Entladungsquerschnitt 
zwar ein konstanter Druck jedoch infolge der Gaserwarmung ungleiche 
Gasdichte herrscht, ] 

QO* (rn) = TQ), 

so lautet die Differentialgleichung fiir diesen Fall (p + f(7)): 


T° Tp ‘ y dr dr Fal =i 


epee Pee ies) Q* (r) 


deren exakte Lésung bisher noch nicht vorliegt. 

In erster Naherung kann jedoch als Lésung die obige Formel fiir 
N=const verwendet werden, weil (wie im Anhang fiir den ebenen Fall 
gezeigt wird) weitgehende Ubereinstimmung fiir die sowohl fiir = const 
als auch fiir N =const ermittelte Temperatur 7 (0) besteht. 

Obige Liésung wurde ausgewertet und das Ergebnis in Fig. 1 graphisch 
dargestellt. Man erkennt, daB die sich einstellende Gastemperatur in 

der Rohrachse T (0) sowohl von Rf als auch von der Entladungsstrom- 
dichte j(0) abhangt. Die Temperaturkurven besitzen einen s-formigen 
Verlauf: sie beginnen bei niedrigen Drucken bei der Wandtemperatur 
T (R) und wachsen schlieBlich bis zur Temperatur der thermischen Saule 
(etwa 6500° K fiir Hg-Dampf [15], [16]) an. Der Ubergang von dem 
ansteigenden in den ,,gesattigten‘‘ Ast ist nur andeutungsweise einge- 
tragen. Zum Vergleich ist auch der Verlauf der Elektronentemperatur 
dargestellt. Die strichpunktierte Linie gilt fiir sehr kleine Strom- 
dichten [74]; sie stellt demnach eine Grenzkurve dar, derart, daB die 
tatsaichlichen Temperaturen stets darunter liegen. Der Kurvenverlauf 
von Gas- und Elektronentemperatur zeigt deutlich den Ubergang vom 
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- & 


nichtisothermen zum isothermen Plasma. Danach erfolgt die Aus- — 


bildung einer thermischen Saule bei um so niedrigeren Drucken je 
hoher die Entladungsstromdichte gewahlt wird. 

Die Trigerdichte der thermischen Saule ergibt sich aus der SAHA- 
Gleichung, welche man fir kleinen thermischen Ionisierungsgrad 
N,/N <1 fiir Quecksilberdampf schreiben kann: 

in 60 240 

Ns 158-1022 e 7 

f Pp 
Die zahlenmaBige Auswertung zeigt, daB der Ubergang von der Diffu- 
sionssaule in die thermische Saule bei Temperaturen iiber 4000° K 
liegt und wie bereits erwahnt, sowohl vom Gasdruck als auch von der 
Entladungsstromdichte 
abhangig ist. Infolge der 
thermischen Anregung 
bzw. Ionisierung ist bei 
diesen hohen Tempera- 
turen auBer der klassi- 
schen auch noch die nicht- 
klassische Warmeleitung 
des Neutralgases [17] zu 
beriicksichtigen. 


T= TJemperotur in der Rahrachse 


B. Die positive Sdule 
bei nichthomogener 
Gastemperatur. 


PR-'g-Damoraruck - Rohrradivs 


Fig. 1. Neutralgastemperatur in der Achse des Entladungs- 
rohres T (0) in Abhangigkeit von Rohrradius R und Quecksilber- Man wird zZwel_ ver- 
dampfdruck p fiir verschiedene Entladungsstromdichten j (0) und ‘ im 

Wanhdtemperaturen T(R) bei ortlich konstanter Neutralgasdichte. schiedene Falle zu unter- 


scheiden haben: 

a) Die Gastemperatur ist nicht so hoch, da8 merkliche Temperatur- 
ionisation besteht [7 (0)<4000°}: dann wird es sich offenbar um eine 
Diffusionssaule handeln, bei welcher radiale Gasdichteunterschiede zu 
beriicksichtigen sind. 

b) Die Gastemperatur ist so hoch, daB merkliche Temperaturioni- 
sation besteht [7 (0) > 4000°]: dann wird sich die Sdule auf den heiBen 
Entladungsteil einzuschniiren beginnen. 

Wahrend der Fall b bereits von W. WeizeL und G. ScuMitz {18} 
behandelt wurde, ist dem Autor fiir den Fall a noch keine Veréffent- 
lichung bekannt. 

Wie schon erwahnt wurde, gilt bei der Betrachtung stationdrer Zu- 
stande fiir das Neutralgas die Bedingung p =const, d.h. der Gasdruck 
wird Grtlich tiberall konstant gesetzt, wobei die Gasdichte gemaB 
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N=p/kT Ortlich durchaus verschieden sein kann, je nach der dort 
herrschenden Temperatur. Bei der Beschreibung der Diffusionssdule 
bildet man bekanntlich eine Tragerbilanz, indem man in einem Raum- 
element die durch Elektronensto8 entstehenden 
Sod N oat eS 

und die abwandernden 

Da,-T ata 

\ 2y-p dx 
Ladungstrager gleichsetzt. 

Damit erhalt man eine Differentialgleichung, die sich durch die Be- 
rucksichtigung der Temperaturverteilung iiber den Entladungsquer- 
schnitt von der bekannten Formel fiir die ScHotrKysche Diffusionssaule 
unterscheidet : 

ree +1 Be] +a 0 

(wobei fir 4A? —S,,N,#?77/D,, und fiir den radialen Temperatur- 
verlauf etwa T(r)» T(R)+T7 (0) [4 —(7/R)?] gesetzt werden kann) 
deren Lésung jedoch hier nicht weiter behandelt werden soll. Solange 
nur durch unelastische Elektronenst6Be Ionen erzeugt werden, wird 
infolge der Gasverdiinnung in der Rohrachse dort auch die Tragerdichte 
verringert, ahnlich wie dies von STEENBECK fir den Fall der Gas- 
verdrangung infolge des Elektronen-Partialdruckes errechnet wurde [19]. 
AuBerdem wird in der Rohrachse die Beweglichkeit und der Diffusions- 
koeffizient der Trager erheblich gréBer sein als an der Wandung. Die 
Einschniirung wird demnach erst bei ttberwiegender thermischer Ioni- 
sierung erfolgen. 


3. Das nichtstationare Problem. 
A. Die Ermittlung der Druckdnderung. 


Schon die Berechnung der stationaéren Verhaltnisse fiihrte auf eine 
nichtlineare Differentialgleichung. Bei der Betrachtung der nicht- 
stationaren Verhdltnisse kénnen jedoch die noch erheblich gréBeren 
mathematischen Schwierigkeiten nur dadurch iiberwunden werden, dab 
der Koeffizient der Warmeleitung bei den Integrationen konstant 
gesetzt [9] und seine Temperaturabhangigkeit erst bei der Auswertung 
beriicksichtigt wird. 

Fiir den Abkiihlungsvorgang des Neutralgases nach dem Abschalten 
der Gasentladung kann fiir das zylindersymmetrische Warmeleitungs- 
problem geschrieben werden: 

ea ke DEO Meme vol 
or mee = Mc ak 


; "| wird als Temperaturleitfahigkeit bezeichnet. 
s 
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Die Lésung lautet bekanntlich [20] 
T (r,t) =T (0,0) + MAnIo(aane™, 


n=1 
wobei a, die Wurzel von J, (a,) =0: 
a,R=2,405, 
a,R=5,520 [21], 


Oly 


und t,—-—*%— die thermische Zeitkonstante darstellen. Es genigt 
x arn 


offenbar das erste Glied der Reihe mit »—1 zu bestimmen, da der 
Absolutwert der weiteren Glieder schnell abnimmt. Da das Produkt 
aus spezifischer Warme und Dichte fiir einatomige Gase oc,=3kN 
betragt, erhalt man zahlenmaBig 


Ws 1 
*. 7 Ae OR ee 
OC Cy = AA 10 N | saa at 
und fiir die thermische Zeitkonstante 
z PR {| sgrad?* 
2 SS aA Se 
R 2,2°10 T? | cm? Torr |’ 


wobei nunmehr die Temperaturabhangigkeit des Warmeleitkoeffizienten 
berticksichtigt ist. Die Abkiihlung erfolgt demnach bei hohen Tem- 
peraturen zuerst schnell und mit zunehmender Abkiihlung immer lang- 
samer. Beim Erwarmen des Neutralgases beim Einschalten einer Ent- 
ladung werden die Verhaltnisse noch schwieriger dadurch, daB mit 
steigender Temperatur sowohl die Warmeleitfahigkeit als auch (bei 
konstantem Volumen) der Gasdruck zunimmt. Da jedoch mit wach- 
sendem Gasdruck auch die Volumenverluste ansteigen, sind damit auch 
bereits die Schwierigkeiten bei der Vorausberechnung des zeitlichen 
Verlaufs des Temperaturanstiegs angedeutet. 

Vir die zu untersuchenden Dampfstr6mungen ist der genaue zeit- 
liche Temperaturverlauf nicht erforderlich, es geniigt die Feststellung, 
daB die Gastemperatur praktisch unverzégert (mit einer ,,mittleren“ 
Zeitkonstante von etwa 10sec) dem Entladungsverlauf folgt. Eine 
Feststellung, die bereits GUNTHERSCHULZE [2] getroffen hat. 


B. Betrachtung der Dampjstrémungen, 

Die Dampfstrémung, welche bei EntladungsgefaBen mit fliissiger 
Hg-Kathode zu den Kondensationsflichen strémt, soll hier unberiick- 
sichtigt bleiben. Unter dieser Voraussetzung ist der stationare Zustand 
dann dadurch gekennzeichnet, daB im gesamten EntladungsgefaéB kon- 
stanter Druck herrscht und keine stationaren Dampfstrémungen be- 
stehen. Bei zeitlich veranderlichen Entladungen wird jedoch sowohl 
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die Gastemperatur als auch der Gasdruck raumlichen und zeitlichen 
Schwankungen unterworfen sein. Als Folge dieser Druckunterschiede 
werden im allgemeinen laminare Dampfstrémungen [6] entstehen fits 
deren Geschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit die natiirliche bbere 
Grenze darstellt. Im Falle unendlich schneller periodischer Strom- bzw. 
_Temperaturanderung werden jedoch die Verhaltnisse besonders einfach 
dadurch, daB dann die Gasdichte praktisch zeitlich konstant bleibt. 
Rein schematisch wird man die Vorgiinge an Hand von Fig. 2 fol- 
_gendermaBen beschreiben kénnen: 
Beim Einschalten der Entladung sei der Gaszustand anfangs durch 
(PR) und T(R), baw. durch den Arbeitspunkt A bestimmt. Sobald 


das Gas durch die Entladung 
erhitzt wird und seine Tem- 
peratur zunimmt, wird auch 
der Druck entsprechend an- 
steigen, da vorerst ein Druck- 
ausgleich durch Dampfstré- 
mung nicht erfolgen soll. Die 
Temperatur steigt dabei so- 
lange bis die fiir eine be- 
stimmte Stromdichte defi- 
nierte stationdre ,,Kennlinie 
fiir konstante Gasdichte“ er- 
reicht ist (Punkt Bb). Auf 
diese Erhitzung (bei konstan- 


Jemperatur T 
y 


70? 
-2 - 
” 0? 70° Torrem 07 
DR=tq -Lompraruck - kohrradivs 
Fig. 2. Temperatur- und Druckanderungen beim Ein- und 
Ausschalten von Entladungen. 


ter Gasdichte) folgen nun Gasstr6mungen, die in EntladungsgefaBen, 
welche auBer dem eigentlichen Entladungsraum noch einen elektrisch in- 
aktiven Raum (,,Kondensraum“, ,,Dom‘‘ usw.) besitzen, sowohl einen 
- radialen Druckausgleich als auch eine Druckabsenkung auf den urspriing- 
lich vorhandenen Druck herbeifiihren (Punkt C). In EntladungsgefaBen 
ohne derartige ,,inaktive‘’ Raume wird nur ein radialer Druckausgleich 
erfolgen (Punkt C’); demgemaB wird in solchen GefaBen schon bei ge- 
ringeren Stromdichten eine Einschniirung der Entladung erfolgen als in 
GefaBen mit Druckausgleichsréumen. Der vorstehend beschriebene Vor- 
gang wird in Wirklichkeit nicht in dieser schematischen Form erfolgen. 
Sicher wird bereits wahrend der Gaserhitzung auch eine gewisse Aus- 
strémung einsetzen und ebenso wird vermutlich, da die Ausstromung 
stoBartig erfolgt, anschlieBend noch eine geringe Riickstromung statt- 
finden. Mit anderen Worten, der Ausgleichsvorgang zwischen den beiden 
durch den gleichen Druck aber verschiedene Temperatur bezeichneten 
Punkten (A und C) wird voraussichtlich nicht langs des vorstehend be- 
schriebenen gebrochenen Linienzuges erfolgen, sondern langs der strich- 
punktiert eingezeichneten Kurve. Beim Abschalten der Entladung kiihit 
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sich das Gas in jedem Falle zuerst gema8 N =const bis auf den durch 
die Wandung bestimmten Temperaturwert ab. Wenn nur ein aktiver 
Entladungsraum vorhanden ist, dann entsteht auch nur eine radiale 
Druckausgleichstromung (C’> A). Sobald jedoch auch noch inaktiver 
Raum zur Verfiigung steht, wird aus diesem solange Gas in den Ent- 
ladungsraum einstrémen, bis im gesamten GefaB ein einheitlicher Druck 
besteht. In Fig. 2 ist dieser 
Vorgang durch die gebrochene 
Linie C—D—A dargestellt. 
7(k)= 300 °K Die Intensitat der Dampf- 
stromungen ist abhangig von 
den Druckdifferenzen, die sich 
infolge der Temperaturande- 
rungen ergeben. Indem man 
die schematische Darstellung 
w0° (300-4 von Fig.2zugrunde legt, erhalt 
_" man fiir die hier interessieren- 
den Druckdifferenzen: beim 
Eredirmen den Druckunter- 
y7 | schied zwischen den Punkten 4 
fl wv? Torcm = und B und beim Abhiihlen den 
, ate ee wien wigan! Druckunterschied zwischen 
Binschalt- (4) und Ausechaltvorgang (4 ,) zum stato. den PunktenC und D. Bei 
naren Druck (p) fiir eine Stromdichte in der Achse des der Betrachtung dieser Druck- 
Entladungsrobres 7(0)=10 Amp/cm? und Wand- ‘ F 
temperaturen T(R)=300° K bzw. 700° K. differenzen ist zu bedenken, 
daB in Fig. 2 ein logarithmi- 
scher MaBstab gewahlt ist, so daB schon aus diesem Grunde der 
Erwarmungsvorgang, welcher immer bei héheren Drucken erfolgt, 
als sie am Beginn des Entladungsvorganges bestanden, heftigere Stré- 
mungen verursacht als der Abkiihlungsvorgang, durch welchen kurz- 
zeitig ein geringer Unterdruck entsteht. In Fig. 3 ist das Verhaltnis 
der maximalen Druckdifferenzen zu den stationdren Druckwerten 
graphisch dargestellt. Aus dem Kurvenverlauf ist klar ersichtlich, daB 
die beim Einschalten auftretenden Druckdifferenzen in jedem Falle 
grOBer sind, als beim Ausschalten, wobei die Wandtemperatur und die 
Stromdichte als Parameter erscheinen. In Fig. 3 ist das Druckver- 
haltnis fiir die axiale Entladungsstromdichte von (0) = 10 Amp/cm?* 
und eine Wandtemperatur von 300 bzw. 700° K dargestellt, wodurch 
die obige Feststellung nochmals bestatigt wird, daB bei kiihlerer Wan- 
dung die ,,Atmung" verstirkt in Erscheinung tritt. In jedem Falle 
werden aber die das Ausstrémen verursachenden Krafte rund eine 
GréBenordnung gréBer sein, als diejenigen, die das Einstrémen hervor- 
rufen. Da andererseits fiir die strémende Gasmenge allein die Dichte- 


70? 


70’ 


7(h)=700 °K 


er 
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differenz zwischen den Punkten 4 und C mabgeblich ist, wird man 


folgern diirfen, daB die Gasmenge beim Ein- und Ausstrémen zwar 


gleich groB, die Strémungsgeschwindigkeit jedoch stark verschieden 
sein wird. Beim Ausstrémen wird man eine sehr heftige Dampfstrémung 
unter Umstanden mit schwingungsartigem Charakter, erwarten miissen, 


_wahrend das Einstrémen im wesentlichen in Form einer langsamen 


Ausgleichsstrémung erfolgen wird. 


Anhang. 


Die Betrachtung des zylindersymmetrischen Falles bei konstantem 
Druck itiber den Entladungsquerschnitt fiihrte auf eine bisher noch 
nicht geléste Differentialgleichung. Im folgenden soll die Zulassigkeit 
der verwendeten Naherungslésung dadurch erwiesen werden, daB der 
gleiche Vorgang als ebenes Problem betrachtet wird, in welchem Falle 
beide Differentialgleichungen lésbar sind. 


a) Homogene Neutralgasdichte. 
Fur den Fall einer tiber den Entladungsquerschnitt konstanten 
Neutralgasdichte erhalt man fiir die Bestimmung der Temperatur- 
verteilung die Differentialgleichung 


zsh =0, 


@T , (dT\2 , Q(x) 
se Fe i ore 
deren Integration fiir eine Verteilung der Volumenverluste gemaB 
Q (x) = Q (0) cos? = durchgefiihrt wird. (Die Berechtigung fiir dieses 


Vorgehen folgt aus der Beobachtung, daB mit zunehmender Neutral- 
gaserwarmung die Entladung sich einzuschniiren beginnt.) 


Mit Hilfe der Substitution «= 7? und den Grenzbedingungen 


aT 
=0:—— =( 
LA 5) = J 
und 
x=1+d:T=T, 


erhalt man fiir die Temperaturverteilung 


\! 
|e 


; ; 3 
T={T + oO |S (! + cos aka t _ 


Fiir die Temperatur in der Symmetrieebene ergibt sich 


w 


alte og Mc pig) te ; 
T (0) =i, $20 B07), 
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und wenn man Q (0) =2,8 - 10? yr 7 (0) (p/T)? setzt 
ae d\2\5 
T (0) = |Zé+ 1,2-10 Tj (0) (2 


bzw. fiir T,< T (0) wn 
T (0) ~ 350 VT_ Vj (0) Vpd. 


b) Konstanter Gasdruck. 

LaBt man bei konstantem Neutralgasdruck als Folge der Temperatur- 
erhéhung radiale Gasdichtedanderungen zu (N = /k T), dann muB dieser 
EinfluB in der 6rtlichen Verteilung der Volumenverluste beriicksichtigt 
werden 


Q() =", 


womit dann die die Temperaturverteilung beschreibende Differential- 
gleichung fiir den ebenen Fall 


(dT  (dT\2] _ Q*(x) 
2 pagenas = ——— 
r\T oe +(a) |+ A 2 
lautet. 
Mit Hilfe der Substitution « = 7? erhalt man u- -. = =-—2 oe : 
x 


deren Lésung gleichfalls sofort angegeben werden kann, wenn man fiir 
die 6rtliche Verteilung der elastischen Verluste wieder 


Q* (x) = Q* (0) cos? — 


annimmt und iiberdies den Einflu8 der Wandtemperatur vernachlassigt 
Damit lautet die Differentialgleichung 


le cee an I cee EF 
dx* A 2d 
und kann mit dem Ansatz: «=A cos = sofort integriert werden = 
2d 1/20*(0) ax |i 
7= : - COs 
x | ian rs] 


Fiir die Temperatur in der Symmetrieebene erhalt man 


5 6 ps) 
T (0) = =350VT_ Vi) Vpd, 


# [ero 


d.h. Ubereinstimmung mit den fiir N —const berechneten Temperatur-- 
werten., 
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Untersuchungen der raumlichen Verteilung 
der R6ntgen-Bremsstrahlung 
einer 5 MeV-Elektronenschleuder. 
Von 
H. KuLENKAMPFF, M. SCHEER und R. SCHITTENHELM. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. Dezember 1950.) 


An der Elektronenschleuder der Siemens-Reiniger-Werke in Erlangen, bei der 
die Elektronen in einem definierten Strahl herausgefiihrt werden kénnen, wurden 
mittels des Kernphotoeffektes an Be Messungen der raumlichen Verteilung der 
Bremsstrahlung verschiedener Antikathodenmaterialien (Al, Cu, W) und bei 
verschiedenen Dicken ausgefiihrt. Die Form der Verteilungskurven und die rela- 
tiven Intensitaten sind in guter Ubereinstimmung mit den Aussagen der Strah- 
lungstheorie bei Beriicksichtigung der Vielfachstreuung der Elektronen in dickeren 
Schichten. 


Einleitung. 

Die Emission der Réntgen-Bremsstrahlung erfolgt bevorzugt in 
Richtung der sie erzeugenden Elektronen; der mittlere Winkel der 
Ausstrahlung, gemessen gegen die Richtung der Elektronen, ist ungefahr 
m c* 

U5 
sehr diinn ist, wird allerdings die Vorzugsrichtung durch Diffusion der 
Elektronen beeintrachtigt, bei mittleren Elektronenenergien so stark, 
daB sich bei einer normalen Réntgenréhre eine nahezu kugelsymme- 
trische Verteilung ergibt. Mit wachsender Energie nimmt aber auBer 
%,, auch der mittlere Streuwinkel der Elektronen in ungefihr gleicher 
Weise ab, so daB bei Energien E, die merklich gréBer als die Ruh- 
energie mc* sind, auch bei Mitwirkung von Elektronendiffusion eine 
erhebliche Konzentration der Strahlung zu erwarten ist. 

Schon die ersten Beobachtungen der Réntgenstrahlung von Elek- 
tronenschleudern (Betatron) haben dies qualitativ bestatigt!. Genauere 
Messungen der Winkelverteilung sind ausgefiihrt worden von ALLEN- 
WILLIAMS und AprPLEYARD? sowie von LAwson® bei Energien von 14 
bzw. 10 MeV; in einer kurzen Mitteilung haben kiirzlich LeEs und 
METCALFE* tiber Messungen bei 24 MeV berichtet. Die Ergebnisse 


von der GréBe #,,, = (oder cos #,, =). Wenn die Antikathode nicht 


1 Zusammenfassende Darstellungen bei: KOPpFERMANN, H.: Ergebn. exakt. 
Naturw. 22, 13 (1949). — Maynrorp, W.V.: Brit. J. Radiol. Suppl. 1950, No 2. 

2 ALLEN-WILLIAMS, D. J., u. R. K. APPLEYARD: Brit. J. Radiol. 22, 106 (1949). 

* Lawson, J. D.: Proc. phys. Soc., Lond. 63, 653 (1950). 

4 Less, D. J., u. L. H. Mercatre: Proc. phys. Soc., Lond. 63, 661 (1950). 
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zeigen die erwartete GréBenordnung der Breite des Strahlungsdiagramms, 
sie lassen aber keine allgemeineren SchluBfolgerungen zu, weil bei den 
verwendeten Beschleunigungsanlagen (Betatron oder Synchrotron) das 
Auftreffen der Elektronen auf die Antikathode hinsichtlich wirksamer 
Dicke und Diffusion der Elektronen schlecht bestimmt ist. Bei diesen 
Anlagen befindet sich namlich die Elektronenquelle auferhalb des 
Sollkreises, auf dem die Elektronen beschleunigt werden; am Ende 
der Beschleunigung werden sie in tiblicher Weise durch eine Stérung 
nach innen oder auBen getrieben, wobei sich jedoch der Bahnradius so 
langsam verandert, da8 die Elektronen nur ganz streifend auf eine 
auBerhalb oder innerhalb des Sollkreises angebrachte Antikathode 
treffen kdnnen. 


Es ist ein besonderer Vorteil der von GuNnD?! bei den Siemens- 
Reiniger-Werken in Erlangen konstruierten Elektronenschleuder, daB 
die Elektronenquelle sich innerhalb des Sollkreises befindet; dadurch 
ist es méglich, mit einer von GuND und ReEIcH? entwickelten Anordnung 
die Elektronen in einem gut definierten Strahl herauszufiihren. Durch 
besonderes Entgegenkommen der Siemens-Reiniger-Werke war es uns 
méglich, an der im Erlanger Werk befindlichen Elektronenschleuder 
bei 5 MeV Messungen der Winkelverteilung der Rontgenstrahlung mit 
Antikathoden aus verschiedenen Materialien (Al, Cu, W) und verschie- 
dener Dicke auszufiihren. Allerdings konnten bei beschrankten Raum- 
verhaltnissen, und weil die Schleuder in der gleichen Zeit auch fiir 
andere Zwecke benutzt wurde, nur einfache MeBanordnungen benutzt 
und keine besonderen Anderungen an der Schleuder vorgenommen 
werden. Infolgedessen haben unsere Ergebnisse noch vorlaufigen Cha- 
rakter; sie sollen trotzdem im folgenden mitgeteilt werden, weil die 
Schleuder inzwischen abgebaut werden muBte und weil es deshalb un- 
bestimmt ist, wann eine wiinschenswerte Wiederaufnahme und Ver- 
vollstandigung der Messungen méglich sein wird. 


I. Versuchsanordnung und MeBmethode. 


Die Versuchsanordnung ist schematisch in Fig. 1 dargestellt. Links 
sind das BeschleunigungsgefaB mit Pumpansatz P und die Lage des 
Eisenjoches Fe der Elektronenschleuder angedeutet. Nach dem von 
Gunp und REIcH (1. c.) entwickelten Verfahren werden die Elektronen 
am Ende der Beschleunigungsperiode durch einen St6rimpuls vom Soll- 
kreis S nach auBen getrieben und gelangen am Rande des stabilisierenden 
Bereiches, wo sich der Bahnradius rasch vergréBert, in das elektrische 


1 Gunp, K.: Nachr. Akad. Wiss. Géttingen, Math.-naturwiss. Kl. 1946, 9. — 
Naturwiss. 34, 343 (1947). — Diss. Gottingen (unver6ff.) 1947. 
2 Gunp, K., u. H. Retcu: Z. Physik 126, 383 (1949). 
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Feld des Ablenkkondensators K, durch den ein definierter Elektronen- 
strahl nach auBen gelenkt wird. Zur Erhdhung der Ausbeute ist in der 
Anordnung von GuND und REIcH in einem bestimmten Abstand vor 
dem Ablenkkondensator eine Streufolie vorgesehen. Da diese eine 
zusitzliche Winkeldivergenz des herausgelenkten Elektronenstrahles 
hervorruft, wurde hier unter Verzicht auf maximale Intensitat die 
Streufolie weggelassen. 


io 
od 


Fig. 1. Schema der Versuchsanordnung. Links Schnitt durch Magnetjoch (Fe) und Vakuumgefa6 mit 

Pumpansatz P der Elektronenschleuder; S Sollkreis; K Ablenkkondensator (schematisch); AK Anti- 

kathode. Rechts MeBanordnung; Be Beryllium-Zylinder; die Rh-Folie befindet sich zwischen diesem und 
dem Paraffin. J.K. Ionisationskammer (Kontroll-Dosimeter). 


An passender Stelle des BeschleunigungsgefaBes ist ein Messing- 
ansatz A Kk angelétet, dessen Stirnseite mit Folien oder Blechen aus den 
gewiinschten Materialien abgeschlossen ist. Diese dienen als Anti- 
kathode, auf die der Elektronenstrahl senkrecht auftnfft. Die Aus- 
dehnung des ,,Brennflecks"* betragt in der Breite (— Zeichenebene) etwa 
12mm, in der Hohe etwa 5 mm. Die Winkeldivergenz des Elektronen- 
strahles in der Beobachtungsebene ergibt sich unter Beriicksichtigung 
der aufspaltenden Wirkung des Magnetfeldes zu etwa -+-1,5°. Das 
Auswechseln der Antikathode erforderte eine gréBere Betriebsunter- 
brechung; da hierbei genau gleichbleibende Betriebsverhaltnisse nicht 
gewahrleistet waren, wurde zum Vergleich der Intensitaten verschiedener 
Materialien ein besonderer Ansatz verwendet, bei dem drei Antikathoden- 
bleche im Vakuum verschoben werden konnten. 
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Zur Messung der Intensitit der Réntgenstrahlung ist eine Methode 
erwinscht, die den langwelligen Teil der Strahlung unterdriickt und 
m6glichst wenig auf begleitende Elektronen anspricht. Es wurde deshalb 
der Kernphotoeffekt an Beryllium benutzt. Dieser setzt oberhalb der 
Quantenenergie von 1,62 MeV scharf ein; bei einer Energie von 5 MeV 
wird also nur der Spektralbereich von der Grenzfrequenz vy bis 7/3 
gemessen. Das Be stand in Form einzelner Scheiben zur Verfiigung, 
aus denen ein zylindrischer Kérper von 25 mm Durchmesser und 8 cm 
Lange zusammengesetzt wurde. Zur Bremsung der ausgelisten Neu- 
tronen ist das Be mit einem Paraffinklotz von 18 cm Durchmesser um- 
geben. Da das R6ntgenstrahlbiindel ohne unerwiinschte Sekundar- 
wirkungen nicht durch irgendwelche Blenden begrenzt werden kann, 
mu8 moglichst vermieden werden, da von der Stirnflache des Paraffin- 
klotzes gestreute Strahlung auf das Be wirken kann. Zu diesem Zweck 
ist der Paraffinklotz vorne kegelf6rmig ausgedreht unter einem Winkel 
von 40°, der so bemessen ist, daB Streustrahlung durch Compron-Effekt 
soviel langwelliger geworden ist, daB sie im Be nicht mehr wirken kann. 
Streng genommen miiBte allerdings der Be-Kérper vor, nicht hinter 
der Spitze dieses Kegels liegen, was jedoch aus Intensitatsgriinden nicht 
moglich war; die hierdurch hervorgerufene Unscharfe ist geringfiigig. 
Der Abstand zwischen Antikathode und dem Be betrug 55cm, die 
Winkelauflésung der MeBeinrichtung demnach + 2°. 


Die Messung der Neutronenintensitat erfolgte in tiblicher Weise durch 
Aktivierung einer Folie aus Rhodium (bei einem Teil der Messungen 
auch Silber). Das Rhodium umgab als zylindrische Folie unmittelbar 
den Be-K6rper; seine Aktivitat wurde mit einem diinnwandigen f-Zahl- 
rohr gemessen. In Vorversuchen wurde die giinstigste Bestrahlungszeit 
zu 60sec ermittelt; in den anschlieBenden 60 sec, beginnend 5 sec nach 
Ende der Bestrahlung, wurde die f-Aktivitat bestimmt. Es ergaben sich 
in dieser Zeit im Maximum der weiter unten wiedergegebenen Kurven 
etwa 200Impulse; der Nulleffekt der Zahlanordnung betrug etwa 
30 Impulse/min. Alle Messungen wurden mehrmals, mindestens viermal, 
wiederholt, in verschiedener Reihenfolge der Winkel. 


Da eine Elektronenschleuder nicht véllig konstant arbeitet, wurde 
als Kontrollinstrument (,,Monitor‘‘) eine Kugel-Ionisationskammer ver- 
wendet, die bei Messung der Verteilungskurven in der in Fig. 1 mit I 
bezeichneten Stellung, jedoch oberhalb der horizontalen Mittelebene, 
angebracht war. Beim Intensitatsvergleich verschiedener Antikathoden 
war dies natiirlich nicht méglich. Bei diesen MeBreihen befand sie sich 
in Stellung II im Bereich der vom Ablenkkondensator kommenden 
Strahlung; dies ist zwar nicht so sicher, aber diese Messungen konnten 
in viel rascherer Aufeinanderfolge ausgefiihrt werden. 


14* 
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II. Ergebnisse. 
1. Allgemeines. 


Bei einer in allen Versuchsreihen festgehaltenen (kinetischen) Energie 
der Elektronen U —5,0 MeV wurden Messungen an 3 Elementen ver- 
schiedener Ordnungszahlen durchgefiihrt und hierfiir ausgewahlt: 74W, 
29 Cu, 13 Al. Diese wurden in einer ersten MeBreihe als ,,dicke Anti- 
kathoden“ verwendet, d.h. in solchen Schichtdicken, daB die Elektronen 
voll ausgenutzt werden; in weiteren MeBreihen wurde bei allen 3 Ele- 
menten die Abhangigkeit der Winkelverteilung von der Schichtdicke 
untersucht, wobei es jedoch bisher 


i nicht méglich war, zu extrem 
00 diinnen Schichten iberzugehen, 
in denen die Diffusion der Elek- 
tronen noch keine Rolle spielt. 
80 : 
Die Messungen konnten nach 
60 der einen Seite nur bis zu einem 
Winkel von etwa 40° ausgefiihrt 
40 werden, weil weiterhin der Pump- 
ansatz der Elektronenschleuder 
20 im Wege ist. Nach der anderen 
Seite konnten sie bis etwa 60° 
0 ausgedehnt werden; bei noch gré- 


W 20 O 2 WY 8° es 2 
—— Winkel 8 —~ Beren Winkeln trat eine zuneh- 


Fig. 2. Beispiel einer MeBreihe. Verteilungskurve mende Stérstrahlung auf, die von 
einer WoLFRAM-Antikathode, dicke Schicht 2 
(1,8mm); U=5 MeV. Elektronen herriihrt, die auf den 
Ablenkkondensator treffen. 

Als Beispiel ist in Fig. 2 die unmittelbar gemessene Verteilungskurve 
an Wolfram in dicker Schicht dargestellt!. Es zeigt sich, daB eine 
allgemeine Strahlung tiberlagert ist, die von rechts nach links zunimmt; 
sie stammt offenbar von Elektronen, die am Ablenkkondensator vorbei- 
laufen und zum Teil auf die Seitenwande des Antikathodenansatzes 
treffen, zum gréBeren Teil, an diesem vorbeilaufend, auf die Seitenwand 
des BeschleunigungsgefaBes, die von fritheren Versuchen her an dieser 
Stelle ein breites, mit Cu-Folie abgedecktes Fenster hat. Es war bisher 
nicht méglich, diese allgemeine Strahlung zu reduzieren oder ihren 
Betrag und Verlauf unmittelbar zu messen; sie muBte deshalb ange- 
nahert durch ein rechnerisches Verfahren in Abzug gebracht werden. 
Hierfiir bieten sich die beiden Anhaltspunkte, daB die wahre Form der 
Verteilungskurven sicher symmetrisch zur Mittellinie und daB der 

* In den Fig. 2—6 sind die Ordinatenwerte (= relative Intensitaten Jy) den 
bei der Aktivitatsbestimmung erhaltenen Impulszahlen proportional gesetzt und 


so normiert, daB sich fiir #= 0° bei der korrigierten Wolframkurve (Fig. 5) J,= 
100 ergibt. 
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allgemeine Untergrund bei verschiedenen Antikathodenmaterialien an- 
nahernd der gleiche sein muB. 

Demgema8 wurden zunachst durch die MeBpunkte ausgleichende 
_ Kurven gelegt, diese durch Mittelbildung zwischen rechter und linker 
Seite symmetrisch gemacht und die Werte fiir Winkel ~ 40° passend 
angeschlossen. Von diesen Kurven wurde sodann ein fiir alle Winkel 
konstanter Untergrund abgezogen. Hierin liegt eine gewisse Willkiir, die 
aber dadurch berechtigt erscheint, daB bei verschiedenen MeBreihen die 
Verteilung der vagabundierenden Elektronen und damit die Winkelver- 
teilung des Untergrundes etwas 
schwankte; die Mittelbildung 
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—— Winkel B —- —=— Winkel 8 —~ 
Fig. 3. Verteilungskurve mit Al-Antikathode, Fig. 4. Verteilungskurve mit Cu-Antikathode, dicke 
dicke Schicht (8 mm); U=5 MeV. 000 MeB- Schicht (2,6mm); U=5 MeV. 000 MeBwerte, nach 
werte, nach Abzug der Nullstrahlung; Abzug der Nullstrahlung; theoretisch berechnete 
theoretisch berechnete Kurve. Kurve; ----- mit Ionisationskammer gemessene Kurve. 


iiber mehrere MeBreihen und iiber die rechte und linke Seite wird also 
einen weitgehend ausgeglichenen Untergrund ergeben. Der Betrag dieses 
Untergrundes konnte angenahert aus der Abhangigkeit der bei gr6Beren 
Winkeln gemessenen Intensitat von der Ordnungszahl und Extrapolation 
auf Z =0 festgelegt werden, und zwar in den Grenzen zwischen etwa 12 
und 16% der im Maximum bei W gemessenen Gesamtintensitat. Inner- 
halb dieser letzten noch verbleibenden Unsicherheit wurde dann die 
Hoéhenlage der Kurven durch moglichst gute Angleichung an die im 
Abschnitt III besprochenen berechneten Kurven festgelegt. SchlieBlich 
wurde hieraus riickwarts wieder der zur Korrektur der einzelnen MeB- 
punkte zu benutzende Verlauf und Wert des Untergrundes bestimmt. 


2. Ergebnisse fiir dicke Antikathoden. 


Da nur Strahlung mit Frequenzen > ¥)/3 gemessen wird, sind Schicht- 
dicken von etwa 2/; der Reichweite der Elektronen ausreichend ; groBere 
Dicken wiirden nur eine starkere Absorption der durchgehenden Roéntgen- 
strahlung bewirken. Die verwendeten Dickend, die zum Teil etwas groBer 
waren, sind zusammen mit den Reichweiten Rk in Tabelle 1 angegeben. 
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In Fig. 3, 4 und 5 sind die Ergebnisse fiir die 3 Elemente dargestellt. 
Die MeBpunkte sind in der beschriebenen Weise korrigiert; die einge- 
zeichneten Kurven sind nach dem im Abschnitt III behandelten Ver- 
fahren theoretisch berechnet. Die relativen Héhen der Kurven sind 
dabei bezogen auf besondere 
Messungen, die nur in der 0°- 
Richtung mit dem oben er- 
wahnten besonderen Ansatz 
zur raschen Auswechslung ver- 
schiedener Antikathoden aus- 
gefiihrt wurden. Um einen 
besseren Vergleich zu ermég- 
lichen, ist in Fig.5 die Al- 
Kurve von Fig. 3 noch einmal 
eingezeichnet. An Cu wurde, 
um den Einflu®B der MeBme- 


60 40 20 0 20 4“ 60° cf 
atk ie ease thode festzustellen, eine Ver- 


Vig. . Verteilungskurve mit W-Antikathode, dicke Schicht  teilungskurve mittels  Ioni- 


(4,8 mm); U=5 MeV. 000 MeBwerte, nach Abzug der be ~ 
Nullstrahlung; theoretisch berechnete Kurve; (zum sationskammer (Kugelkammer 


Vergleich ist die Al-Kurve von Fig. 3 mit eingetragen). eines Dosimeters mit Holz- 
umkleidung) aufgenommen; 

sie ist in Fig. 4 gestrichelt eingetragen. Bei dieser Methode werden in 
weit starkerem MaBe die langwelligen Anteile der Strahlung erfaBt und es 
zeigt sich erwartungsgemaB eine gréBere Breite, weil in diesem Falle 
die stark diffus gewordenen 

Theta ¥ Elektronen mehr zur gemesse- 


| ! nen Strahlungsintensitat bei- 
R fiir 5 MeV a 


Antikathode ei ® tragen. 
mm mm i . . ©, os 
Die relativen Intensitaten 
! . . 
13 Al (4 8 69 23° im der Richtung #=0°, Jy, 
29 23 3,7 2,6 88 27° sowie die Halbwertsbreiten @ 
74 W 2, 8 0 32° : : 
7 1 . 101 32 sind in Tabelle 1 zusammen- 
gestellt?. 


Bemerkenswert ist, daB die Intensitaét in der 0°-Richtung trotz des 
groBen Unterschiedes der Ordnungszahlen verhaltnismaBig wenig ver- 
schieden ist, obwohl die Gesamtintensitat der Bremsstrahlung ange- 
nahert proportional der Ordnungszahl Z zu erwarten ist. Dieses Ergebnis 
ist qualitativ leicht zu verstehen: Der mittlere Offnungswinkel der 
Strahlung ist bei dicker Schicht im wesentlichen durch die Diffusion 
der Elektronen gegeben. Der mittlere Raumwinkel bei der Streuung 


1 Zur genaueren Charakterisierung der Breite geniigt allerdings die GréBe ® 


nicht, weil die mathematische Form der Kurven kompliziert ist; vgl. Abschnitt ITI 
und Anhang B. 
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der Elektronen pro Atom ist proportional Z2, lings der ganzen Reichweite 
(k proportional Z~) oder eines bestimmten Bruchteiles also propor- 
tional Z. Die Z-fache Gesamtintensitit verteilt sich also auf den Z- 
fachen Raumwinkel, so daB in grober Niherung die Intensitat in der 
0°-Richtung unabhingig von Z zu erwarten wire. Zum mittleren Streu- 
winkel der Elektronen kommt jedoch hinzu der elementare Offnungs- 
winkel der Réntgenstrahlung, der unabhingig von Z ist; dies bewirkt 
die etwas geringere Intensitat bei den leichteren Elementen. 

Die gréBere Gesamtintensitit 
bei groBen Z macht sich geltend 
in einer zunehmenden Verbreite- 
rung der ganzen Kurve und vor 
allem in einer Auffiillung der Aus- 
laufer bei groBen Winkeln. Dazu 
sei darauf hingewiesen, daB die 
Kurven die Intensitaten (J;) pro 
Raumwinkeleinheit darstellen, 
daB also zur Gesamtintensitat 
(Jg-sin#) diese Auslaufer ver- 
haltnismaBig viel beitragen. 


0 
BT ae 60° 
Beipraktischen Anwendungen —<— Winkel 8 —~ 


kann es erwiinscht sein nur einen Fig. 6. Verteilungskurven mit W-Antikathoden ver- 
? schiedener Dicke d (ausgeglichene gemessene Kurven) ; 
engen Strahlenkegelzu haben und — U=5 MeV. Kurve 1:d=0,1 mm; Kurve 2:d=0,5 mm; 
oot Ss 2 Kurve 3: d=1,8 mm. (Bei Kurve 7 ist der Anteil der 
es konnte deshalb unter Umstan- direkten Elektronenwirkung abgezogen.) 
den zweckmaBig sein, als Anti- 
kathode nicht ein schweres, sondern ein leichtes Element zu ver- 
wenden. Man verliert dabei in einem engen Winkelbereich nur ver- 
haltnismaBig wenig an Intensitat, aber man vermeidet, daB Strahlung 
unter groBeren Winkeln auftritt, die doch nur mit einem groBen Aufwand 
an Blei weggefiltert werden miiBte. Noch giinstiger ist es allerdings, ein 
leichtes Element auf der Vorderseite mit einer diinnen Schicht eines 
schweren Elementes zu versehen. 


3. Ergebnisse bei verschiedenen Schichtdicken. 


Bei den gleichen 3 Elementen wurden die Verteilungskurven fiir 
verschiedene Schichtdicken untersucht. Sie ergeben qualitativ das 
gleiche Bild, so daB in Fig. 6 nur einige Kurven fir W wiedergegeben 
sind. Der Ubersichtlichkeit halber sind MeBpunkte hier weggelassen 
und nur ausgeglichene Kurven dargestellt; auf einen Vergleich mit 
berechneten Kurven, wie in Fig. 3—5, wurde hier verzichtet, weil bei 
diinnen Schichten bereits der EinfluB der durchgehenden Elektronen 
aus einem Vergleich mit der Theorie entnommen werden muBte. Die 
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diinnste Schicht, mit der eine einigermaBen zuverlassige Messung aus- 
gefiihrt werden konnte, betragt 0,1 mm, d.h. nur rund 5% der Reich- 
weite der Elektronen. Sie liefert in der Vorwartsrichtung bereits den 
gréBten Teil der Intensitaét einer dicken Schicht; die Elektronen sind 
nach Durchsetzen von 0,1 mm W schon erheblich diffus und werden 
weiterhin zunehmend gestreut, so da die Strahlung aus gréBeren 
Dicken im wesentlichen zu einer Verbreiterung der Verteilungskurven 
fiihrt. Eine der Ubersichtlichkeit halber in Fig. 6 nicht eingetragene 
Kurve mit d=1,1 mm ergibt fiir J, einen um 5% grdfSeren Wert als 
die Dicke 1,8 mm; der Abfall bei gréBerer Schicht ist auf die Absorption 
der Réntgenstrahlung zuriickzufiihren. 

Bei den diinnsten Schichten treten die Elektronen mit wenig ver- 
minderter Energie hindurch und tragen zur gemessenen Neutronen- 
intensitat aus dem Be bei, und zwar durch 2 Prozesse: 

a) Die Erzeugung von Neutronen in Be durch ElektronenstoB; 

b) die Erzeugung von Réntgenstrahlung im Be und deren Wirkung 
auf das Be. 

Die Wirkungsquerschnitte fiir beide Prozesse und ihre Energie- 
abhangigkeit sind nicht so sicher bekannt, daB diese Einfliisse daraus 
berechnet werden kénnten. Versuche zur getrennten experimentellen 
Bestimmung konnten mit den anwendbaren einfachen Methoden bisher 
nicht geniigend genau ausgefiihrt werden. Sofern die Wirkung der 
Elektronen insgesamt gering ist, l4Bt sich ihr Einflu8 auf die Form der 
Verteilungskurven aber angendhert angeben. Die im folgenden Ab- 
schnitt III behandelten theoretischen Ansatze ergeben in einfacher 
Weise den Anstieg der Réntgenstrahlintensitat J, allein mit der Schicht- 
dicke der Antikathode. Die Differenz gegeniiber dem gemessenen Wert 
(bezogen auf die gréBte Schichtdicke) ist als Einflu8 der Elektronen 
anzusehen. Im Falle d=0,1 mm W betragt sie bei 0° rund 8% der ge- 
messenen Intensitat. Der mittlere Streuwinkel der Elektronen nach 
Durchsetzen von 0,1mm W betragt 31°, die Winkelverteilung der 
Elektronen muB in sehr guter Naherung eine Gauss-Verteilung sein. 
Danach la8t sich der Anteil der Elektronenwirkung berechnen; sie ist 
bei Kurve 1 in Fig. 6 bereits abgezogen. 

Bei d=0,5 mm W ist der mittlere Raumwinkel der Elektronen- 
streuung etwa 5mal grofer, ihre Energie geringer; die Elektronenwirkung 
ist deshalb hier und erst recht bei noch dickeren Schichten sicher zu 
vernachlassigen. 

Bei diinneren Schichten wachst der Anteil der Elektronenwirkung 
rasch an (vgl. Abschnitt IV 2 und Fig. 7). Es wire in diesen Fallen 
nétig, die durchgehenden Elektronen etwa durch ein besonderes starkes 
Magnetfeld abzulenken; wegen des dafiir nétigen Aufwandes konnten 
Plane dazu bisher noch nicht verfolgt werden. 
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III. Theoretische Betrachtungen. 


Die Verteilungskurven entstehen aus der Uberlagerung der Beitrage 
der einzelnen Schichtelemente, von denen jeder angenadhert durch eine 
»Gauss-Verteilung darzustellen ist. ZweckmaBig wird dabei statt der 
*Schichtdicken (Wegelemente s) das Verhiltnis 

s Schichtdicke 


 —— _ - — —__—___— — 
R Reichweite der Elektronen (1) 


‘benutzt. Im einzelnen erfolgt die Betrachtung am iibersichtlichsten in 
3 Stufen: 


4. Unendlich diinne Schicht: Die exakte Winkelverteilung ist durch 
-die Theorie der Bremsstrahlung nach SCHERZER, SAUTER und SOMMER- 
m c 

E 

@,, ist als lineares Mittel aufzufassen. Da diese Verteilung schon in 
auBerst geringen endlichen Schichtdicken durch Diffusion der Elek- 
tronen beeinfluBt wird, geniigt es, sie durch eine Gauss-Verteilung 
anzunahern, mit dem mittleren Winkel (bzw. Raumwinkel): 


FELD! gegeben, mit einem mittleren Ausstrahlungswinkel #,, = 


ame ee 4 ([mc?\2 
By = 20 = +92, == ("EY (2) 
Weiterhin soll wm, auch die Winkeldffnung des primaren Elektronen- 
strahles und die der MeBanordnung einschlieBen ; Naheres siehe Anhang A. 


2. Schichten geringer Dicke: Die Energieverluste der Elektronen 
k6nnen hierbei noch vernachlassigt werden, folglich auch eine Anderung 
in der spektralen Zusammensetzung der Strahlung. Die Elektronen 
werden gestreut nach den Gesetzen der Vielfachstreuung ; fiir den mitt- 
leren Streuwinkel kann gesetzt werden: 


ot== 2A %. (3) 


Unter Einschlu8 des Winkels nach (2) ergibt sich also fiir den Beitrag 
eines Schichtelementes eine GAuss-Verteilung mit dem mittleren Raum- 


winkel 
O=W+A->x (4) 
und fiir die Gesamtintensitat der Schicht +: 


2 


peas-8 f to as; 6) 
0 


1 SoMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, Bd. II, Kap. 7. Braun- 
schweig 1939. 
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hierin bedeutet S den Bruchteil der Energie, der in Bremsstrahlung. 
umgesetzt wird. Die Integration liefert: 


tem Sif fi) 8a) 


2Wo 


(6) 


Diese einfache Naherung ist brauchbar bis zu einer Schichtdicke von 
etwa x—0,1. Da die beiden GréBen S und A (bei Benutzung der 
Weglangeneinheiten x= s/R) proportional Z sind, ergibt sich in dieser 
Naherung fiir die Intensitat in der Primarrichtung J, bei festgehal- 
tenen x in Abhangigkeit von der Ordnungszahl ein nur langsamer 
logarithmischer Anstieg mit Z. ZahlenmaBig ergibt sich hierfiir etwa 
bei E=5,5 MeV ' 


Jy =const «In (6,7x-Z). 


Qualitativ wird auch fiir dickere Schichten hiermit schon der beob- 
achtete Verlauf angenahert wiedergegeben!. 


3. Fiir gréBere Schichtdicken sind zu beriicksichtigen: 

a) Die Energieabnahme der Elektronen langs ihres Weges. Dadurch 
ist zugleich eine Anderung des erfaBten Frequenzbereiches aus dem 
Spektrum bedingt, ferner eine raschere Zunahme des mittleren Streu- 
winkels der Elektronen a? gegeniiber dem einfachen Verlauf nach (3). 

b) Weiter ist zu beachten, daB die resultierenden Winkel nicht 
mehr klein sind, vielmehr bis nahe an 90° heranreichen; es ist deshalb 
eine Verfeinerung gegeniiber der einfachen Gauss-Verteilung nétig. 


Eine exakte Formulierung unter Beriicksichtigung dieser Verhalt- 
nisse ist nicht méglich. Da jedoch die verlangsamten Elektronen wegen 
des gréBeren Winkelbereiches, und weil durch die MeBmethode die 
Strahlung unterhalb 1/3 abgeschnitten wird, nur wenig beitragen, 
lassen sich ausreichende Naherungen finden, die zur Einfiihrung einer 
Gewichtsfunktion G in (6) fiihren. Man erhalt damit einen allgemeinen 
Ausdruck der Form: 


@, 
. 


1—cos 6 


Jy =const - | - é “  +G(@) da. (7) 


Me 


Einzelheiten iiber diese Verfeinerung und die naherungsweise Darstellung 
der Gewichtsfunktion G (@) sind im Anhang B zusammengestellt, ebenso 
die zur numerischen Auswertung benutzten Zahlenwerte. 


} Vgl. dazu ahnliche Ansiatze bei L. I. Scuirr [Phys. Rev. 70, 87 (1946)] und 
J.D. Lawson [Proc. phys. Soc., Lond. 63, 653 (1950)]. 
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IV. Vergleich mit den Messungen. 


1. Dicke Antikathoden. 

Die hiernach berechneten theoretischen Kurven (fiir dicke Anti- 
kathode) sind bereits oben in Fig. 3, 4 und 5 eingetragen und zeigen, 
daf innerhalb der Streuung der MeBpunkte der beobachtete Verlauf 
gut wiedergegeben wird. 


Fir den Vergleich der relativen Intensititen bei den drei unter- 
suchten Elementen ist noch die Absorption der Réntgenstrahlung zu 
beriicksichtigen, die ja fast durch die ganze Schichtdicke hindurch- 
gehen muB, da der gréBte Teil der beobachteten Intensitat bereits in 
den ersten Schichtelementen entsteht. Die Strahlung unter gréBeren 
Winkeln entsteht allerdings im Mittel erst in etwas tieferen Schichten, 
sie mu8 jedoch bis zum Austritt die Schicht schraég durchsetzen, so 
daB man bei nicht zu starker Absorption mit einem fiir alle Winkel 
konstanten Schwachungsverhaltnis rechnen kann, welches fiir die Primar- 
richtung leicht zu ermitteln ist. 

Die hiernach fiir die Primarrichtung berechneten relativen Intensi- 
taten sind in Tabelle 2 mit den beobachteten Werten zusammengestellt 
und zeigen eine iiberraschend gute Ubereinstimmung. 


Tabelle 2. 


Schichtdicke Relative Intensitat J, 
C. a — = 


Antikathode Absorption 


mm gemessen berechnet (mit Absorption) 


2. Abhdangigkeit von der Schichtdtcke. 


Die gute Ubereinstimmung berechtigt dazu, auch den Verlauf der 
Intensitat J, in Abhangigkeit von der Schichtdicke nach Gl. (7) zu 
berechnen. Dieser Verlauf ist fiir Cu in Fig. 7 als Kurve a dargestellt}. 
Als Kurve } sind die bis 25 p herab durchgefiihrten Messungen einge- 
tragen und als Differenz die Kurve c gebildet, die also der Wirkung der 
durchgehenden Elektronen auf das Be zuzuschreiben ist. Fiir letztere 
laBt sich, wie oben bereits bemerkt, kein genauer Verlauf berechnen ; 


1 Bei Berechnung der Kurve a ist der Unterschied zwischen der Schichtdicke d 
und der Weglange s=x%- R nicht beriicksichtigt; genauer miiBte dazu ein Um- 
wegfaktor eingefiihrt werden. Dieser ist bei kleinem d nahezu st, bel mittleren d, 
wo er an und fiir sich wegen gréBerer Streuwinkel merklich wird, andert sich unter 
den vorliegenden Verhaltnissen, aus dem gleichen Grunde, die Strahlungsintensitat 
nur noch sehr wenig. Deshalb kann auf eine entsprechende Erweiterung des theo- 
retischen Ansatzes verzichtet werden. 
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man kann nur qualitativ folgende Angaben machen: Da der mittlere 
riumliche Streuwinkel der Elektronen angenahert proportional der 
Schichtdicke wachst, muB die Elektronenintensitat pro Raumwinkel- 
einheit mit 1/d abnehmen. Zugleich nimmt aber auch die Energie der 
Elektronen und damit ihre Wirksamkeit in Be ab, besonders da der 
Wirkungsquerschnitt fiir die unmittelbare Wirkung stark mit der 
Energie abnimmt. Die Kurve c muB also, besonders bei etwas groBeren 
Schichtdicken, starker als 1/d 
abfallen; dies ist auch im plau- 
siblen MaBe der Fall. 


Einer Schichtdicke von 
0,1mm W entspricht eine Schicht- 
dicke von 0,43 mm Cu. Hierfiir 
entnimmt man der Fig. 7 einen 
Anteil von 8% fiir die Wirkung 
der Elektronen. Dieser Betrag 
ist oben in Fig. 6 abgezogen wor- 

den unter Annahme eines mitt- 
0 02 Qt 06 8 0 1@ ym °° 
Schichtiicke d —~ leren Streuwinkels der Elek- 
Fig. 7. Verlauf der Intensitat in Richtung #=0°, J,, tronen von > be Fiir das Ver- 
in Abhangigkeit von der Schichtdicke; Cu, U=5 MeV. 5 : ene ’ 
@ berechneter Verlauf der Réntgenstrahlintensitat; haltnis der Intensitat Je bei OF | 

b gemessener Verlauf der Gesamtintensitat; bzw { 8 mm Ww ergeben sich 

c = b—a= Anteil der Elektronen. $ ; , 
dann folgende Werte: 


Beobachtet 0,81, berechnet mit Beriicksichtigung der Absorption 
0,80, also in besserer Ubereinstimmung, als erwartet werden kann. 


3. SchluBbemerkungen. 


Der zur Berechnung benutzte Wert des elementaren Offnungswinkels 
der Strahlung @, beeinfluBt nur die Scharfe des Maximums der Ver- 
teilungskurven innerhalb des kleinen Bereiches von 0° bis etwa 10°. 
Die Form andert sich zwar nur angenihert logarithmisch mit w,, jedoch 
wiirden schon um 20% gréBere oder kleinere Werte fiir @, stumpfere 
oder spitzere Maxima ergeben, die vom gemessenen Verlauf abweichen. 


Die Kurvenform oberhalb etwa 10° ist zuniachst im wesentlichen 
durch den Wert A (Streuung der Elektronen) bestimmt. In Anbetracht 
der experimentellen Unsicherheiten kann aus dem Vergleich kein 
genauer Wert fiir A abgeleitet oder bestatigt werden, aber auch hier 
wiirde eine Berechnung mit um etwa 20% anderen Zahlenwerten deutlich 
zu einer schlechteren Ubereinstimmung fiihren. Die etwas unsicheren 
Annahmen tiber die Energieverteilung im Spektrum und den Verlauf 
des Wirkungsquerschnittes fiir den Kernphotoeffekt in Be sind im 
Bereich mittlerer Winkel noch nicht von gréBerem EinfluB. 


a 


Ww 
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Die berechnete Form und Héhe der letzten Ausliufer der Kurven 
*hangt auBer vom Wert A auch in starkerem MaBe von diesen Annahmen 
ab. Wie bereits hervorgehoben, verhindern die Unsicherheiten in der 
-experimentellen Bestimmung des Untergrundes in diesem Teil einen 
zuverlassigen Vergleich. 

Die relativen Intensitaten bei verschiedenen Materialien hangen im 
wesentlichen vom Verhaltnis der GréBen wy und A ab. 


Innerhalb der hier betonten Unsicherheiten besteht also zwischen 
den Ergebnissen der Messung und den theoretischen Grundannahmen 
eine recht befriedigende Ubereinstimmung. 

Den Siemens-Reiniger-Werken in Erlangen, insbesondere den Herren 
Direktor Dr. M. ANDERLOHR, Dr. K. Gunp und Dr. J. PATZOLD sind wir 
zu sehr groBem Dank verpflichtet fiir die Bereitstellung der Elektronen- 
schleuder und fiir vielfaltige Unterstiitzung. 


; Anhang. 
A. Offnungswinkel der Strahlung und Diffusion der Elektronen. 


1. Fiir die Elektronenenergie U =5,0 MeV, E =5,5 MeV ergibt sich 
zahlenmaBig nach Gl. (2) und unter Hinzurechnung des raéumlichen 
Offnungswinkels des primaren Elektronenstrahles und der MeBanordnung 
der Wert m, =0,65 - 10°, der zur Auswertung benutzt worden ist. Die 
Zunahme von w, mit abnehmender Energie der Elektronen in dickeren 
Schichten kann gegeniiber der sehr viel rascheren Zunahme infolge 
Streuung vollig vernachlassigt werden. 

2. Die Werte fiir die Streuung der Elektronen (A) wurden nach der 
umfassenden Theorie von WILLIAMS! berechnet. Diese beriicksichtigt 
neben der reinen GaAuss-Verteilung der Vielfachstreuung auch die 
groBen Einzelablenkungen, wodurch die Konstante A selbst in schwachem 
MaBe logarithmisch von der Schichtdicke abhangig wird. Diese Ver- 
anderlichkeit kann hier vernachlassigt werden; wenn man bedenkt, dab 
der weitaus gréBte Teil der Strahlung im Winkelbereich unserer Mes- 
sungen aus Schichten von * =O bis etwa x =0,2 stammt, gentigt es, 
einen konstanten mittleren Wert mit x—0,1 anzusetzen; ferner kann 
in ausreichender Naherung f =1 gesetzt werden. Unter Benutzung der 
auf S. 208 bereits angefiihrten Werte fiir die Reichweite ergeben sich, 
bezogen auf die Schichtdicke in den Einheiten x, die folgenden Zahlen- 
werte 

AlooCu W 
A =0,56 1,25 3,2. 


1 WittiaMs, E. J.: Proc. roy. Soc., Lond. 169, 531 (1939). — Phys. Rev. 58, 
292 (1940). 
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B. Berechnung der Verteilungskurven [Gl. (7) ]. 


4. Der Energieverlust der Elektronen setzt sich zusammen aus 
dem Ionisationsverlust (dE/dx),-- J und dem Bremsstrahlungsverlust _ 
(dE/dx), =S +E. Bei 5 MeV iiberwiegt auch bei schweren Elementen noch 
der Ionisationsverlust. Es ist deshalb zweckmaBig, beides zu trennen 
und die Reichweite R allein durch den Ionisationsverlust zu definieren: 
R=E,/J; damit wird: 

E=£,(4—+), (1) 
wobei die Weglange x wieder als s/R definiert ist. Die Bremsstrahlungs- 
verluste kénnen dann als exponentielle Abnahme der Anzahl N der 
Elektronen beriicksichtigt werden: 

No=N, a Pe, (IT) 
Der Koeffizient ist durch die GréBe S gegeben; da auch Elektronen 
als absorbiert zu betrachten sind, die nur einen Teil ihrer Energie 
abgeben, mu8 «4 >S gewahlt werden. Wir haben «4 —2S gesetzt, ohne 
daB der Faktor 2 genau begriindet werden soll; der EinfluB dieses 
Korrektionsgliedes bleibt in allen Fallen gering. ZahlenmabBig sind fiir 
die Berechnung folgende Werte benutzt worden: 

Al Cu WwW 

B=02 05 4,3. 

2. Die Energieverteilung im Spektrum einer diinnen Schicht (1,) 
sowie der Wirkungsquerschnitt (WQ) des Kernphotoeffektes in Be in 
Abhangigkeit von » sind nicht genau bekannt. Naherungsweise haben 
wir angenommen: 


WQ= const, a 


Beide Annahmen werden nicht genau zutreffen, Abweichungen sich 
jedoch in ausreichendem MaBe kompensieren (Anstieg von i, gegen 
kleine », Zunahme von WQ mit wachsendem 1). 

Da das Spektrum bei »)/3 abgeschnitten wird, ergeben die Ansatze 
(I) und (III) einen Faktor 

Fi=1—1,52. 

3. Bei der Berechnung der Streuung der Elektronen ist, da in (3) ° 

die GréBe A proportional E~* ist, der Energieverlust nach (I) zu beriick- 


sichtigen, ferner das Auftreten gréBerer Winkel; (3) ist also zu ersetzen 
durch 


1, = const (d.h. unabhangig von E und yr) 


d(cosa) _ ax 
cos % a (1 a x)? ‘ 


x 


i—cosa =1—e—“75_; 


(IV) 


® =@, + 1—cosa. 


t 
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4. Die einfache Gauss-Verteilung ist im allgemeinen, auch grobe 
Winkel einschlieBenden Fall zu ersetzen durch einen Ausdruck der Form: 


f(a) da = b- e— 40. —cosa) Jy | 


it der Normierung /{/(«) sina d«—1 ergeben sich fiir a und b die 
Gleichungen: - 


m—cosa=1—L(a); L(a) =Ctga— : (LANGEVIN-Funktion) , 


ae (V) 
Paynes 
‘Fir kleine Werte von 1— cos « geht dies mit - = = — = in die ein- 


che Gauss-Verteilung tber, fiir groBe Werte mit a—3-cosa und 
b=} in eine kugelsymmetrische Verteilung. 


5. Naherungen. (IV) und (V) geben die zu benutzenden Werte von a 
und 6 als Funktion von x; hierfiir muB8 graphisch eine einfache, aus- 
reichende Naherung gesucht werden. Als brauchbar erweist sich ein 
Ansatz der Form: 


De ee eA (VI) 


mit den folgenden Zahlenwerten: 


ple Car 
y=0,75 0,5 0. 


Dieser Ansatz gibt den Verlauf von } im ganzen Bereich gut wieder, 
den Verlauf von a nur fir kleine und mittlere Winkel; bei groBen 
Winkeln (kleine a) ergeben sich zunehmende Abweichungen gegentiber 
(V), jedoch erst in einem Gebiet, in dem a- (1 —cos «) innerhalb des 
Winkelbereiches unserer Messungen so wenig von 0 abweicht, daB es 
nur auf den Faktor ) ankommt und eine bessere Naherung fiir a tiber- 
fliissig ware. 

Der oben in (7) eingefiihrte Gewichtsfaktor G(w) lautet also, wenn 
zugleich w als Integrationsvariable eingefiihrt wird 


w 
dx ae ey oO — 1,500 ae APyO 


G(w) = (1—-1,5x)e-#* =A ia tara 


Wir haben nun nochmals ein graphisches Verfahren angewandt. 
G(w) fallt vom Wert 1 bei @ =m, mit schwacher Kriimmung stetig ab, 
die durch eine einfache quadratische Form dargestellt werden kann. 
Fiir die praktische Berechnung des Integrals (7) ist es jedoch einfacher, 
‘den Bereich in 2Teile zu zerlegen und in jedem G(w) durch eine 
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einfache Gerade anzundhern: 
G(o)=1—¢qo fir @a<w<a, 
=C,—¢C,0 fiir w,<@<@p. 
Fiir diese Konstanten wurden durch das graphische Verfahren folgende 


Zahlenwerte ermittelt, die bei der Berechnung der oben wiedergegebenen 
Verteilungskurven und relativen Intensitaéten zugrunde gelegt wurden: 


Tabelle 3. 
Cy cy G @, Dy, 
Al 4,0 0,56 14 0,15 0,51 
Cu 1,9 0,60 0,6 0,30 1,0 
W 0,8 0,80 0,43 0,55 1,9 


Wir haben uns durch einige Kontrollberechnungen iiberzeugt, daB ein 
etwas anderer Ansatz fiir w (VI) oder eine weitere Naherung fiir G (@) 
durch 3 Gerade innerhalb verniinftiger Genauigkeitsgrenzen gleiche 
Resultate ergeben, daB also die benutzten Naherungen vollig aus- 
reichend sind. 

Bei dicken Schichten ist das Integral (7) bis zur oberen Grenze @,. 
zu erstrecken; bei diimnen Schichten ist statt w, (bzw. @,) als obere 
Grenze der Wert fiir m zu nehmen, der sich fiir die Schichtdicke x aus 
(VI) ergibt. Hinsichtlich des Unterschiedes zwischen der Schichtdicke d 
und der Elektronenweglange s=x-R sei auf die FuBnote1, S. 213 
verwiesen. 


Wiirzburg, Physikalisches Institut der Universitat. 
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Uber Widerstandslegierungen *. 
Von 
Hans Tuomas, Hanau. 
(Mitteilung aus dem Laboratorium der Vacuumschmelze AG.) 
Mit 15 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1950.) 


Eine Reihe von Legierungen, die aus primaren Mischkristallen bestehen und wenig- 
stens ein Ubergangsmetall als Komponente enthalten, zeigt als Besonderheiten, 
da8 die Widerstand-Temperaturkurve S-férmig gekriimmt ist und daB der Wider- 
stand im weichen und im harten Zustand durch Warmebehandiung bei niedrigen 
Temperaturen ansteigt und durch Kaltverformung erniedrigt wird. Dieses Ver- 
halten 1aBt sich darauf zuriickfiihren, daB sich bei niedrigen Temperaturen ein 
ganz bestimmter Zustand ausbildet, der sich durch erhéhten elektrischen Wider- 
stand zu erkennen gibt und durch eine Verformung unterhalb der Temperatur 
seiner maximalen Bildungsgeschwindigkeit zerstért wird. Die Messungen gestatten 
eine Zerlegung der Widerstand-Temperatur-Kurve in eine mit wachsender Tem- 
peratur gleichmaBig ansteigende Linie und eine zweite Kurve, die dem fraglichen 
Zustand zugeordnet wird. Sie geben weiter Aufschlu8 iiber einige bemerkenswerte 
Eigenschaften des seiner Natur nach vorerst noch unbekannten Zustandes. 


Einlettung. 


Der elektrische Widerstand einiger Legierungen, unter denen sich 
gerade solche von groBer technischer Bedeutung befinden, zeigt Be- 
sonderheiten, die zum Teil fiir bestimmte Anwendungsfalle ausgenutzt, 
zum Teil als merkwiirdige Begleiterscheinungen der sonstigen Eigen- 
schaften betrachtet werden. Die folgenden Ausfiihrungen stellen den 
Versuch dar, diese Besonderheiten auf einen einheitlichen Grundvorgang 
zuriickzufiihren. Die Natur des zugrunde liegenden Vorganges selbst 
ist noch unbekannt. Die hier beschriebenen Untersuchungen, die dazu 
dienen k6énnen, einige wichtige Eigenschaften des Grundvorganges 
festzustellen, beziehen sich auf die Legierungssysteme Nickel-Chrom, 
Eisen-Aluminium, Nickel-Aluminium, Eisen-Silizium, Nickel-Kupfer- 
Zink und Nickel-Kupfer. Es sei bereits hier betont, da es sich bei 
den verwendeten Versuchslegierungen um primare Mischkristalle handelt. 

Die allgemein bekannten! Widerstand-Temperaturkurven technisch 
wichtiger Legierungen, wie sie zum Bau von MeB- oder Heizwider- 
stinden verwendet werden, lassen sich durch mehr oder weniger groBe 

* In Ausziigen vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Gesellschaft fiir 
Metallkunde in Konstanz am 10. September 1950 und im physikalischen Kollo- 


quium der Justus-Liebig-Hochschule in GieBen am 5. Dezember 1950. 
1 Vgl. ScHULZE, A.: Metallische Werkstoffe der Elektrotechnik. Berlin: Metall- 


Verlag 1950. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 15 


spe2. Widerstond 


22.0 Hans THOMAS: 


Teile einer S-formig gekriimmten Kurve auffassen, wie in Fig. 1 ange- 
deutet ist. Durch Pfeile ist fiir jeden Werkstoff angegeben, wo auf 
der Kurve die Lage der Raumtemperatur zu denken ist!. Eine solche 
S-Kurve kann man nun betrachten als Uberlagerung einer annahernd 
geraden Linie und einer zweiten Kurve, die mit sinkender Temperatur 
stark ansteigt. Diese zweite Kurve kénnen wir der Ausbildung eines 
besonderen Zustandes im 
Mischkristall zuschreiben, der 
durch den Buchstaben K_ be- 
zeichnet werden soll. 

Zu dem Auftreten des K- 
Zustandes lassen sich folgende 
Besonderheiten des_ elektri- 
schen Widerstandes in Be- 
ziehung setzen: 

1. Die Widerstand-Tem- 
peraturkurve ist S-férmig ge- 
kriimmt oder wenigstens ein 


a ince Teil einer S-f6rmig gekriimm- 

Fig. 1. Schematische Darstellung der Temperaturab- ra a 
hangigkeit des Widerstandes typischer ten Kurve. mn r 
Widerstandslegierungen, 2. Der Widerstand einer 


zunachst von hoher Tempe- 
ratur abgeschreckten Probe steigt durch eine Warmebehandlung bei 
niedrigen Temperaturen an. 
3. Der spezifische Widerstand wird durch eine Kaltverformung 
erniedrigt (im Gegensatz zum Verhalten der reinen Metalle und vieler 
Legierungen). 


lage der Roumremperatur 


Ni-Cr Culn Hi-Cu 
(Ni-Cu-Zn) a Ag-Mn. (¥i-Cu-Zn) 


Versuchsdurchfithrung. 

Die Legierungen wurden fast stets als Blécke von 1 kg Gewicht im 
Hochfrequenzofen, im allgemeinen im Vakuum, erschmolzen. Die Blécke 
wurden hei geschmiedet zu Staben mit etwa quadratischem Quer- 
schnitt (8 bis 10mm dick), dann, je nach Verarbeitbarkeit, heiB oder 
kalt gewalzt und schlieBlich kalt zu Drahten von 0,4 mm Durchmesser 
gezogen. 

Mit einer registrierenden Anordnung? wurde die Abhangigkeit des 
Widerstandes von der Temperatur aufgenommen und zwar stets in der 
Weise, dal die Proben im harten Zustand (nach einer Verformung von 
80 bis 90%) in die Apparatur eingesetzt, unter Wasserstoff langsam 


' Selbstverstandlich sind in der rein schematischen Darstellung nicht nur die 
Anfangspunkte sondern auch die Mastabe der Koordinatenachsen von Legierung 
zu Legierung verschieden anzunehmen. 

* Tuomas, H.: Z. Metallkde, 41, 185 (1950); dort auch weitere Literaturan- 
gaben zu den folgenden Ausfiihrungen. 
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auf 800° erhitzt und langsam wieder abgekiihlt wurden; anschlieBend 
wurden sie ein zweites Mal bis zu Temperaturen iiber 1000° aufgeheizt, 
so daB von jeder Legierung die Temperaturabhingigkeit des Wider- 
standes bei der Aufheizung aus dem harten und aus dem weichen Zustand 
gewonnen wurde. 


Die Bestimmung des spezifischen Kaltwiderstandes geschah mit einer 


‘Doppelkurbel-MeBbriicke nach THOMSON an einer MeBlaénge von 100mm 


und zwar stets bei 20°. Die vielfachen Warmebehandlungen wurden im 
elektrisch beheizten Réhrenofen vorgenommen, bei Temperaturen tiber 
200° ausnahmslos in Wasserstoff. Soweit nichts anderes angegeben ist, 
wurden die Proben nach jeder Warmebehandlung in Wasser von Raum- 
temperatur abgeschreckt. 

Zur Untersuchung des Einflusses einer Kaltverformung wurden die 
Drahte mit einem Ausgangsdurchmesser von 0,4 mm nach verschiedener 
Vorbehandlung durch mehrere (6 bis 8) Diamantziehsteine bis auf einen 
Durchmesser von 0,2 mm gezogen; nach jeder Querschnittsverminderung 
wurde der spezifische Widerstand ermittelt. Die hierzu nétige Quer- 
schnittsbestimmung geschah durch Wagung von Stiicken bekannter 
Lange. Da aus Dilatometeraufnahmen geschlossen werden konnte, daB 
die durch die Behandlung eintretenden Dichtednderungen nur einige 
Promille betragen!, wurde die fiir jede Legierung gemessene Dichte als 
unabhangig von der Verformung oder Warmebehandlung angenommen. 
Durch die Vernachlassigung der Dichteanderungen ist zwar die Ermitte- 
lung der spezifischen Widerstande mit einer gewissen Unsicherheit be- 
haftet, die jedoch in Kauf genommen werden kann, da die beobachteten 
Widerstandsanderungen durchweg eine GréBenordnung hoher sind. 


Ergebnisse. 


1. Nickel-Chrom. Fig. 2 zeigt die, an sich bekannten, Widerstand- 
Temperaturkurven fiir verschiedene Zusammensetzungen. Wahrend die 
Kurve des reinen Nickels unterhalb des CurtE-Punktes den fiir einen 
ferromagnetischen Stoff bekannten steileren Abfall zeigt, erscheint 
die Kurve der Legierung mit 5 Atom-% Chrom etwa normal. Bei 
hdheren Chromgehalten tritt die S-Form der Kurven immer starker 
hervor. Aus der Figur wird weiterhin deutlich, da in diesem Legierungs- 
system die MATTHIESSENsche Regel, nach der die Form und Steigung 
der Kurven unabhangig von der Héhe des Legierungszusatzes bleiben 
soll, keine Giiltigkeit besitzt. Die bei Temperaturen unter 600° mit 
steigendem Chromgehalt stark zunehmenden Widerstandswerte bewirken 
eine bedeutende Verflachung der Kurven. Die gestrichelten Linienziige 
werden weiter unten besprochen. 

1 Vgl. auch Masine, G.: Lehrbuch der allgemeinen Metallkunde, 5S. 391. 
Berlin: Springer 1950. 
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Die Abhangigkeit des Kaltwiderstandes von der Zusammensetzung _ 
geht aus Fig.3 hervor. Die Werte sind nach langsamer Abkiihlung am 


héchsten, etwas niedriger nach Ab- 
schrecken von hoher Temperatur, am 
kleinsten nach starker Kaltverfor- 
mung. Fig. 4 zeigt die Erhéhung des 
Widerstandes durch Warmebehandlung 


soe. Widerstand 


Mm Cr- Geha/t 
Fig. 3. 
lig. 2. Temperaturabhangigkeit des Widerstandes von Nickel-Chrom. Vorbehandlung: von 800° 
langsam abgekiihlt; -—— hartgezogen (etwa 90% verformt). Chrom-Gehalt: a 31,4 Atom-% (28,9 Gew.-%); 


b 26,3 Atom-% (24,0 Gew.-%); ¢ 20,0 Atom-% (18,1 Gew.-°%); d 16,0 Atom-% (14,4 Gew.-%); 
e 10,3 Atom-% (9,2 Gew.-%); f 5,4 Atom-% (4,85 Gew.-%); g 0 Atom-°% (0 Gew.-%).— 


Fig. 3. Widerstand von Nickel-Chrom in Abhangigkeit von der Zusammensetzung. Vorbehandlung: 
—— +— von 800° langsam abgekiihlt; —-— «x —-— von 800° abgeschreckt; -—o—— hart gezogen. 
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Fig. 4. Kaltwiderstand bei 20° von Nickel-Chrom in Abhangigkeit von der Warmebehandlung. Ausgangs- 


zustand: Von 800° abgeschreckt. 


nach Abschrecken von 800°. Die hdchsten Werte des Kaltw; ‘erstandes 
erhalt man durch eine Warmebehandlung bei 400°. Auch nach 250 Std 


' 
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P 
ist noch kein Endwert erreicht. Durch Behandlung bei héheren Tempe- 
raturen wird der Kaltwiderstand kleiner: es stellt sich verhaltnismaBig 
-rasch ein Endwert ein, der nur von der Hiéhe der Behandlungstempe- 
ratur bestimmt wird. Die jeder Temperatur zugeordneten Widerstands- 
-werte sind im rechten Teil der 1 


08 
Figur dargestellt. Ohm -man’/y 
Ein analogesVerhalten wurde 
von AUER und SCHRODER! bei &/™ 
der Untersuchung der einphasi- . 
gen Entmischung von Alumi- & za 
nium-Kupfer-Legierungen mit 8 
Hilfe von Suszeptibilitatsmes- 
GH 
sungen gefunden: Durch Aus- 
lagerung bei niedrigen Tempe- 0 200 «0 «600s 800 C000 
raturen bildet sich ein be- : Temperatur 
- Fig. 5. Quantitative Zerlegung der Widerstands- 
stimmter Zustand aus, dessen temperaturkurve von Nickel mit 20% Chrom. 


, Menge“ nach einer ,,Existenz- 

kurve’’ mit steigender Temperatur abfallt. Betrachten wir im vor- 
liegenden Fall den spezifischen Widerstand als MaB fiir die ,,Menge“ 
des K-Zustandes, so kénnen wir auch hier von einer Existenzkurve 
zwischen 400 und 800° sprechen. 


spez. Wider stond 
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Anlabdauer bei 400 °C Verformungsgrad 


Fig. 6. Kaltwiderstand von Nickel mit 20% Chrom bei Warmebehandlung und Verformung. 
Vorbehandlung: 2 von 800° abgeschreckt; + hartgezogen. 


In Fig. 5 ist zu der Widerstand-Temperaturkurve einer Legierung 
mit 20% Chrom die zugehérige Existenzkurve aus Fig. 4 gezeichnet. 
Subtraktion beider gibt die gestrichelte anomaliefreie Abhangigkeit. 
Der Widerstandswert bei 400° in Fig. 4 wurde erst nach sehr groBer 
AnlaBdauer erreicht, wahrend die Widerstand-Temperaturkurve von 
Fig. 5 bei der Messung in einigen Stunden vollig durchlaufen wurde. 
Daher wird bei der Differenzbildung bei 400° etwas zuviel abgezogen, 
die resultierende Kurve mu8 bei 400°, wie angedeutet, etwas hoher 
verlaufen. DaB andererseits der Teil der Widerstand-Temperaturkurve 


1 Aver, H., u. H. ScHRODER: Ann. Phys. (5) 37, 137 (1940). 
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unterhalb von etwa 500° bei sehr langsamer Abkiihlung betrachtlich 
hdher gefunden wird, hat YANO? gezeigt. Jedenfalls ist also bei Nickel- 
Chrom die in Fig. 1 rein formal angegebene Zerlegung der Widerstand- 
Temperaturkurve tatsachlich quantitativ méglich. 

Im linken Teil von Fig. 6 ist die Widerstandserhohung durch eine 
Warmebehandlung bei 400° dargestellt, und zwar im hartgezogenen 
Zustand und unmittelbar nach Abschrecken von 800°. In beiden Fallen 
zeigt sich innerhalb der ersten halben Stunde ein rascher Anstieg, der 
sich dann stark verlangsamt, aber bis zu einer AnlaBdauer von 150 Std 
(und dariiber hinaus) stetig weitergeht. Obwohl die Anfangspunkte der 
beiden Kurven weit auseinanderliegen, werden bereits nach etwa 
30 Std die gleichen Widerstandswerte erreicht. Wie viele andere Vor- 
ginge in Metallen wird also auch die Bildung des K-Zustandes durch 
eine vorausgegangene Kaltverformung beschleunigt. 

Die Erniedrigung des spezifischen Widerstandes durch Kaltver- 
formung, die oben zu den das Auftreten des K-Zustandes begleitenden 
Anomalien gerechnet wurde, ist bei Nickel-Chrom grundsatzlich schon 
lange bekannt; sie ist hier im Vergleich zu den anderen besprochenen 
Legierungen besonders groB und auch stark vom Chromgehalt abhangig. 
Im rechten Teil von Fig. 6 ist die Abhangigkeit des spezifischen Wider- 
standes von der Kaltverformung dargestellt und zwar unmittelbar nach 
Abschrecken von 800° (untere Kurve) und nach einer Warmebehandlung 
von 150 Std Dauer bei 400° im harten und im weichen Zustand. Obwohl 
die Ausgangspunkte der Verformungskurven weit voneinander getrennt 
sind, wird nach einer Verformung (Querschnittsabnahme) von 75% 
annahernd derselbe niedrige Widerstandswert erreicht. Das heiBt, daB 
die Verformung eine durch Warmebehandlung bei 400° erzielte Wider- 
standserhdhung vollig beseitigt. Dann liegt aber sofort die Annahme 
nahe, da8 die durch Verformung bewirkte Widerstandserniedrigung in 
jedem Fall in der Zerstérung eines anomalen Zustandes besteht, daB 
ein solcher Zustand also nach jeder Warmebehandlung in mehr oder 
weniger starker Auspragung vorhanden ist. Eine Kaltverformung hat 
also bei diesen Legierungen zwei Auswirkungen: 

a). Die entstehenden Stérungen im Kristallgitter rufen stets eine 
Behinderung der Elektronenbewegung hervor, die sich durch eine 
Widerstandserhéhung (bei reinen Metallen meist in der GréBe von 
1 bis 3%) auBert. 

b) Durch die Zerstérung des K-Zustandes wird der Widerstand 
erniedrigt. 

Beide Einfliisse tiberlagern sich; bei Nickel-Chrom ist die Widerstands- 
erniedrigung durch den Vorgang b also viel stirker als die notwendiger- 
weise stets vorhandene Auswirkung des Vorganges a. Unter dem Gesichts- 


' Ziro YANO: Japan Nickel Rev. 9, 17 (1941). 
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punkt der oben gemachten Annahme ist bei Nickel-Chrom der stark kalt- 
verformte Zustand der, dessen elektrischer Widerstand dem des normalen 
Mischkristalls mit vollig regelloser Atomverteilung am nachsten kommt. 

Auch die Kurven in Fig. 2 
sprechen fiir diese Auffassung. Ohm ran 
Dort ist gestrichelt einge- has 
zeichnet die Abhangigkeit des 
Widerstandes von der Tempe- 
ratur bei der Aufheizung aus 
dem harten Zustand. Denkt 


man sich die Anfangspunkte 086 . 
dieser gestrichelten Kurven 0 4% 18 36 6Y 100Y === 2716 ¥ 16 36 6Y 1001 196 256 


spez. Widerstond 


mit den zugehérigen End- a iaeapbie! : 
. “ig. 7. Widerstandsanderung von Nickel-Chrom bei 
punkten der ausgezogenen Auslagerung unmittelbar nach Verformung. 


Kurven glatt verbunden, so 
erhalt man Linienziige, die der Kurve der Legierung mit 5% Chrom 
einigermaBen parallel laufen, also eine Anwendbarkeit der MATTHIESSEN- 
schen Regel auch fiir dieses Legierungssystem méglich erscheinen lassen. 

Fig. 7 zeigt, wiedurchLagerung +2 
bei Raumtemperatur unmittelbar 


S sf 


Y 


s 


Beds 


Widerstandsdinderun 
—) 


& 


WIDEPSIONOSONIEPUNG 
a2 


| 

| 

| 

aac a Li a sed LR ol 

6 @ 6B ODO A Bk Dt ED oO ee od eS OE, 
Cr-Gehott At Cr-Gehalt At %o 

Abb. 8. Abb. 9. 

Fig. 8. Widerstandsanderung von Nickel-Chrom durch Warmebehandlung von 150 Std Dauer bei 400° 

nach verschiedener Vorbehandlung, in Abhangigkeit von der Zusammensetzung. Worbehandlung: o von 

800° abgeschreckt; ¥ hartgezogen (+ bezogen auf den Ausgangswert, x bezogen auf den Wert nach 

Abschrecken von 800°). 
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Fig. 9. Widerstandsanderung von Nickel-Chrom durch Kaltverformung von 75% nach Abschrecken von 
800°, in Abhangigkeit von der Zusammensetzung. 


nach einer Verformung der spezifische Widerstand ansteigt, d.h. der 
K-Zustand langsam entsteht. Verstarkt wird der Vorgang durch Er- 
hdhung der Auslagerungstemperatur auf 100°. 

Die Fig. 8 und 9 geben die Abhangigkeit der Widerstandserhohung 
durch Behandlung bei 400° und der Widerstandserniedrigung durch 
Verformung vom Chromgehalt. Beide Erscheinungen sind am starksten 
bei etwa 20% Chrom ausgepragt. Der Riickgang bei hoheren Chromge- 
halten steht vermutlich in Zusammenhang mit dem Zustandsdiagramm. 
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Nach réntgenographischen Untersuchungen von Jette und Mitarbei- 
tern! nimmt die Léslichkeit von Chrom in Nickel mit fallender Tem- 
peratur ab und betragt bei 500° noch etwas mehr als 30%. 
Bestimmungen bei tieferer Temperatur liegen nicht vor; eine, aller- 
dings ziemlich willkiirliche, Extrapolation wiirde auf eine Léslichkeit 
von etwas weniger als 20% Chrom bei Raumtemperatur schlieBen 
lassen. Die Méglichkeit einer Aushartung ist also in diesem Konzen- 
trationsgebiet grundsatzlich vorhanden. Hiermit konnen jedoch die 
beschriebenen Widerstandsanomalien selbst nicht in Zusammenhang 
stehen, sondern nur ihr Riick- 
gang bei mehr als 20 % 

Chrom, weil durch eine Aus- 
i be a scheidung, d.h. Bildung einer 

| 


zweiten Phase, der Wider- 
stand stets herabgesetzt, die 
anomale Erhéhung also ver- 
kleinert wird, und weil ferner 
die AnlaBtemperaturen auch 

bei den hohen Konzentra- 
0 20 YW C080 0 2 YO 60% 8% 


tionen bei oder oberhalb der 
Verformungsgrad Verformungsgrad J Léslichkeitslini 
Fig. 10. Widerstand von Eisen-Aluminium bei Verfor- vermuteten OSHC eitslinie 


mung nach verschiedener Warmebehandlung. Vorbe- liegen. 
handlung: x von 800° abgeschreckt; 0 von 800° = 2 , . 
abgeschreckt und bei 200 und 300° angelassen. 2. Eisen Aluminium. Uber 


die Widerstandseigenschaften 
der eisenreichen Legierungen dieses Systems ist bereits an anderer 
Stelle? berichtet worden. Es geniigt daher, hier nur die wichtigsten 
Tatsachen zu erwahnen und einige Erganzungen zu bringen. 


Die Legierungen sind bis weit tiber 20 Atom-% Aluminium ferro- 
magnetisch. Hierdurch wird der Charakter der Widerstand-Tem- 
peraturkurven in bekannter Weise bestimmt, indem am Curtr-Punkt 
mit sinkender Temperatur ein starker Widerstandsabfall einsetzt. Die 
Ausbildung des K-Zustandes tritt daher auf diesen Kurven fast nicht 
hervor. 

Der K-Zustand laBt sich dagegen leicht nachweisen durch die Er- 
hdhung des Kaltwiderstandes, die durch Warmebehandlungen bei Tem- 
peraturen bis zu 300° eintritt. Schon nach einigen Stunden wird ein 
Endwert des Widerstandes erreicht, der bei 15 Atom-% Aluminium 
um rund 1%, bei 19 Atom-°% Aluminium um rund 6% iiber dem Wert 


} Jette, E. R., V.H. Norpstrom, B. QuENEAU u. F. Foote: Trans. Amer, 
Inst. min. metallurg. Engr. Inst. Metals Div. 1934, 361. — Vgl. HANSEN, M.: 
Der Aufbau der Zweistofflegierungen. Berlin: Springer 1936. / 


2 Tuomas, H.: Z. Metallkde. 41, 185 (1950); dort auch weitere Literaturan- 
gaben, 
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des abgeschreckten Zustandes hegt. Der starke Anstieg der Wider- 
standserhéhung mit wachsendem Aluminiumgehalt wird bei 20% Alu- 
minium jah abgebrochen durch das Einsetzen eines Ordnungsvorganges 
der bei 25% Aluminium zum Fe,Al-Strukturtyp fiihrt und mit nee 
starken Widerstandsabfall verbunden ist. 


Bei Legierungen mit 18 und 19% Aluminium liBt sich wieder eine 
Existenzkurve des K-Zustandes aufstellen, die den Temperaturbereich 
von 300 bis 500° umfaBt. Denn auch hier sind die Werte des Kaltwider- 
standes, die sich nach verschiedenen Warmebehandlungen einstellen, 
nur von der Temperatur der letz- +y 


ten Behandlung, nicht von der bs 
Vorgeschichte der Proben ab- & 
hangig. s : 
Eine Kaltverformung setzt .* 
den Widerstand herab. Wird vor- 8-4 
her durch eine AnlaBbehandlung Ne 
der K-Zustand in voller Héhe 
ausgebildet, so sinkt schon nach 


kleinen Verformungen der Wider- O24 6 8& DRH BB LD 
At % 


stand auf den Wert herab, den Al-Gehalt 
- . Fig. 11. Widerstandsanderung von Eisen-Aluminium 
man durch Verformung unmittel- = (-Chrom) durch Kaltverformung von 75% nach Ab- 


schrecken von 800°, in Abhangigkeit von der 


bar nach dem Abschrecken von 
Zusammensetzung. 


hoher Temperatur erhilt (Fig. 10). 
Auch bei Eisen-Aluminium bestatigt sich also die Zerstérung des 
K-Zustandes durch eine Kaltverformung. 


Wahrend bei Nickel-Chrom eine Kaltverformung den Widerstand im 
ganzen untersuchten Legierungsbereich herabsetzt, vergr6Bert ein kleiner 
Aluminiumgehalt in Eisen zunachst die durch Verformung eintretende 
Widerstandserhéhung. Erst bei mehr als 8% Aluminium nimmt der 
Widerstand durch eine Kaltverformung ab (Fig. 11); mit weiter steigen- 
dem Aluminiumgehalt wachst die Widerstandserniedrigung dann linear 
an. Auch einige ternare Legierungen mit Chromgehalten bis zu 10% 
fiigen sich dieser Abhangigkeit gut ein. 

3. Nickel-Aluminium und Eisen-Silizium. Ebenso wie bei Eisen- 
Aluminium tritt bei diesen beiden ferromagnetischen Legierungen der 
K-Zustand auf den Widerstand-Temperaturkurven nicht unmittelbar 
in Erscheinung. Man findet aber auch hier eine Widerstandserniedrigung 
durch Kaltverformung und eine Widerstandserhéhung durch Warme- 
behandlung. 

Fig. 12 zeigt im linken Teil, daB der Widerstand erst bei mehr als 
5% Aluminium durch Verformung erniedrigt wird. Im rechten Teil des 
Bildes ist die starke Widerstandserhdhung durch Behandlung bei 
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Temperaturen bis zu 300° und die anschlieBende Erniedrigung durch 
Glithungen bei Temperaturen tiber 400° gezeigt?. Leider wird die 
Verarbeitbarkeit der Legierungen durch steigenden Aluminiumgehalt 


spez. Widerstand 


Verformungsgrad Anlobdover Jemperatur 


Fig. 12. Kaltwiderstand von Nickel-Aluminium bei Verformung und Warmebehandlung 
(quadratischer ZeitmaBstab). 


stark beeintrachtigt; daher fehlt noch die Verfolgung der Erschei- 
nungen bis zu hdheren Konzentrationen und die Feststellung der 
Konzentrationsabhangigkeit. 
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Verformung Lagerungsdover h 
lig. 13. Widerstand von Eisen-Silizium bei Verformung und anschlieBender Auslagerung. Vorbehandlung: 
—+— von 800° langsam abgekiihlt; —-—x—-— von 800° abgeschreckt. Zusammensetzung: 
a 6,7 Atom-% Si, 0,09 Atom-% Mn (3,5 Gew.-% Si, 0,1 Gew.-°% Mn); b S,2 Atom-% Si, 0,3 Atom-% Mn 


(2,7 Gew.-% Si, 0,4 Gew.-% Mn). 


' Es tiberrascht hier zunachst, da8 der Widerstand im harten Zustand als 
Ausgangspunkt der rechten Kurve héher liegt als links als Endwert der Verfor- 
mungskurve, Es la8t sich aber kaum vermeiden, daB bei den Warmebehandlungen 
durch das Abschrecken ein gewisser Teil des Aluminiumgehaltes durch Oxydation 
verlorengeht, so daB der Gehalt der zur Messung der Verformungsabhangigkeit 
dienenden Probe wegen ihrer Vorbehandlung nicht mehr ganz 8,3% gewesen sein 
diirfte. Auf die gleiche Ursache ist vermutlich der steile Abfall des Widerstandes 
nach Gliihungen bei mehr als 500° zuriickzufiihren. 


= 
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_Aus Fig. 13 geht hervor, daB sich analoge Widerstandseigentiimlich- 
keiten bei Eisen-Silizium-Legierungen finden. Uber 6% Silizium sinkt 
der Widerstand bei Verformung und steigt bereits durch Auslagerung 
bei Raumtemperatur, etwas stiarker bei erhéhter T emperatur. Auch hier 
verhinderten die rasch zuneh- 
menden Verarbeitungsschwie- 
rigkeiten eine Ausdehnung der 
Untersuchungen auf hdhere 
Konzentrationen. 

4. Nickel-Kupfer-Zink und 
Nickel-Kupfer. In einer aus- 
fiihrlichen Untersuchung hat 
Yano?tan Nickel-Kupfer-Zink- 
Legierungen mit einem kon- 
stanten Kupfergehalt von rund 
53% Widerstandsanomalien Vertormungsgrad Dice 
festgestellt, die den hier pig 44. Widerstand. von Nickel-Kupfer-Zink bei Ver- 
beschriebenen analog sind. formung und in Abhangigkeit von der Temperatur. 
Fig. 14 bringt nach eigenen 
Messungen zwei typische Beispiele aus diesem Legierungssystem. Unten 
sind die Verhdltnisse fiir eine Legierung aus 32,6% Ni, 18,3% Zn, 
Rest Cu dargestellt, deren Widerstand durch Verformung erniedrigt wird 
und deren Widerstand-Temperaturkurve eine ausgepragte S-Form be- 
sitzt. Der Widerstand der Legierung mit 53,2% Ni und 7,6% Zn, Rest 
Cu scheint durch Verformung 
eine normale Erhéhung zu er- 
fahren, die Widerstand-Tem- 
peraturkurve dieser Legierung 
ist jedoch keineswegs normal. 
Ihr Verlauf ist ganz ahnlich 


| 
Ni 78 3At Yodn, Rest Cu 
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dem, den man aus dem Legie- 20 Ww GO BO Me 100 

rungssystem Nickel-Kupfer Cu Ni-Geholt ML 

k Fig. 15. Widerstandsanderung von Nickel-Kupfer durch 

ennt. Kaltverformung von 75% nach Abschrecken von 800°, 
Fiir Nickel-Kupfer ist in in Abhangigkeit von der Zusammensetzung. 


Fig. 1 die Lage der Raumtem- 

peratur bereits im beginnenden Abfall der K-Existenzkurve angegeben, 
entsprechend der Form der Widerstand-Temperaturkurven. Man wird 
also zwar auch hier Anomalien, aber in ganz anderer Weise als bei den bis- 
her besprochenen Legierungen zu erwarten haben. Es sei nur auf eine 
Konsequenz dieser Verhaltnisse hingewiesen. Der K-Zustand hat seine 
maximale Bildungsgeschwindigkeit zwar unterhalb, aber doch nahe bei 
der Raumtemperatur. Daher kann man ihn durch Verformung bei 


1 Zi1Ro YANO: Japan Nickel Rev. 9, 17 (1941). 
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Raumtemperatur nicht zerstéren, man wird vielmehr durch die mit der | 
Verformung einhergehenden Atombewegungen seine Bildung begiinsti- 
gen. In Fig.15 sieht man, daB in der Tat durch eine Kaltverformung eine 
besonders groBe Widerstandserhéhung eintritt und zwar gerade in dem 
Konzentrationsgebiet zwischen etwa 30 und 70%, in dem auch die 
flachen Widerstand-Temperaturkurven beobachtet werden. 

5. Andere Legierungen. Auf den Widerstand-Temperaturkurven der 
Kupfer-Mangan-Legierungen ist, wie in Fig.1 angedeutet ist, das 
Maximum des K-Zustandes etwa bei Raumtemperatur anzunehmen. 
Infolgedessen diirften die Verhdltnisse hicr ahnlich liegen wie bei Nickel- 
Kupfer. Uber die bei Kupfer-Mangan-Aluminium auffallend hervor- 
tretenden Anomalien hat O. HEUSLER! berichtet. Auf Grund weiterer 
Versuche miiBte, parallel zu Nickel-Kupfer, eime Einordnung der Be- 
funde in die hier dargelegten Vorstellungen versucht werden. 

Auch Legierungen aus den Systemen Gold-Chrom? und Gold- 
Kobalt® sind hierher zu rechnen. 

S-férmige Widerstand-Temperaturkurven sind ferner von GRUBE 
und Mitarbeitern4 an Legierungen aus Nickel mit 18 bis 22% Molybdan 
beobachtet worden. Die hieraus zu schlieBende Ahnlichkeit des Systems 
mit Nickel-Chrom diirfte damit zuasammenhangen, daB die Chrom- und 
Molybdianatome ahnlich aufgebaut sind, wie ihre Stellung im Periodi- 
schen System zeigt. 


Der K-Zustand. 


Aus den MeBergebnissen lassen sich einige wesentliche Ziige des 
K-Zustandes ableiten, die hier zusammengestellt seien. 

1. Der K-Zustand wird beobachtet in Legierungen, die wenigstens 
eine Atomart mit nicht abgeschlossenen inneren Elektronenschalen ent- 
halten (Fe, Ni, Cr, Mn, Mo). Er tritt besonders stark im System Nickel- 
Chrom in Erscheinung, in welchem beide Komponenten zu den Uber- 
gangsmetallen gehéren. 

2. Der K-Zustand kommt in Legierungen sowohl mit kubisch- 
flachenzentrierter (Ni—Cr, Ni—Al, Ni—Cu) als auch mit kubisch-raum- 
zentrierter Struktur (Fe —Al, Fe—Si) vor. Ein unmittelbarer Zusammen- 
hang mit der Primirstruktur scheint also nicht zu bestehen. 

3. Der K-Zustand tritt sowohl in ferromagnetischen als auch in 
nichtferromagnetischen Legierungen auf. 

4. Die Untersuchungen erstreckten sich nur auf primare Misch- 
kristalle. Das Auftreten einer zweiten Phase, wie es bei den hoch- 


1 HEUuSLER, O.: Z. Metallkde. 39, 326 (1948). 

* Linpg, J. O.: Elektrische Widerstandseigenschaften der verdiinnten Legie- 
rungen des Kupfers, Silbers und Goldes, S. 18ff. Lund 1939. 

8 ScHuuzeE, A.: Z. Metallkde. 28, 45 (1936). 

* Grusg, G., u. H. Scurecut: Z. Elektrochem. 44, 413 (1938). 
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legierten Nickel-Chrom-Legierungen angenommen werden muB, wirkt 
abschwachend auf die Effekte. Innerhalb des Mischkristallbereichs 
wachsen die Auswirkungen des K-Zustandes, mit denen man wohl seine 
»,Menge” in Parallele setzen darf, mit zunehmendem Legierungsgehalt. 
Es scheint dabei nebensichlich zu sein, ob das Ubergangsmetall als 
_Losungsmittel (wie in Fe—Al, Ni—Al, Fe—Si) oder als Zusatz (wie in 
Au—Cr oder auch Cu—Ni) vorhanden ist. 

5. Der K-Zustand auBert sich in einer Erhéhung des elektrischen 
Widerstandes. Er stellt sich nach jeder Warmebehandlung ein. Die 
Widerstandserhéhung, und damit die Starke seiner Ausbildung, ist 
abhangig von der Temperatur, der man die Legierung aussetzt. Ein 
Endwert ergibt sich, vor allem bei tieferen Temperaturen, oft erst nach 
gréBeren AnlaBzeiten. Unterhalb der maximalen Bildungstemperatur 
wird der Endwert nach anfanglich raschem Anstieg anscheinend nur 
asymptotisch erreicht. 


6. Die Bildungsgeschwindigkeit des K-Zustandes ist stark tem- 
peraturabhangig; auch bei Raumtemperatur hat sie einen gewissen, 
wenn auch nur sehr kleinen Wert. Durch Abschrecken lassen sich die 
erreichten Widerstandswerte, bis auf den streng reversibeln temperatur- 
abhangigen Anteil, fixieren. Es scheint demnach ein diffusionsartiger 
Vorgang zugrunde zu liegen. 

7. Der K-Zustand wird durch eine Verformung unterhalb seiner 
maximalen Bildungstemperatur zerst6ért. Durch Warmebehandlung 
bildet er sich, unabhangig von der Hohe der Rekristallisationstemperatur, 
in voller Starke aus und verschwindet wieder durch eine erneute Kalt- 
verformung. 

Yano! glaubt auf Grund sorgfaltiger Untersuchungen der Systeme 
Nickel-Kupfer-Zink und Nickel-Chrom die Anomalien mit einer Ord- 
nung-Unordnung-Umwandlung erklaéren zu kénnen. Eine Parallele be- 
steht in dem diffusionsbedingten Charakter beider Vorgange. O. DAHL? 
hat ferner gezeigt, daB die geordnete Atomverteilung in Nickel-Eisen-, 
Gold-Kupfer- und Nickel-Mangan-Legierungen durch Kaltverformung 
zerstért wird, eine weitere Analogie zu den Eigenschaften des K-Zu- 
standes. Auch die Aufstellung einer Existenzkurve ist in beiden Fallen 
moglich; fiir den Ordnungsvorgang in der Legierung AuCu, folgt dies 
aus einer Untersuchung von O. Daui*. Der Bildungsmechanismus und 
die Stabilitat beider Zustande diirften demnach wohl eine gewisse Ver- 
wandtschaft besitzen. Die Gegenlaufigkeit der Widerstandsdnderungen 
laBt jedoch eine Gleichsetzung des K-Zustandes mit einer durch 


1 Ziro YANO: Japan Nickel Rev. 9, 17 (1941). 

2 Daur, O.: Z. Metallkde. 28, 133 (1936). — Vgl. auch SEEMANN, Flee tyme, 
F. GLANDER: Z. Metallkde. 30, 68 (1938). 

3 Dant, O.: Z. Metallkde. 41, 8 (1950). 
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regelmaBige Atomordnung ausgezeichneten Phase natiirlich nicht zu. Bei 
Eisen-Aluminium! ist beispielsweise die Widerstandserniedrigung durch 
Atomordnung bei mehr als 20 Atom-% Aluminium deutlich unter- 
schieden und getrennt von der Widerstandserhéhung durch die Bildung 
des K-Zustandes unterhalb dieser Konzentration. 

Auch die Zuriickfiihrung auf einen Ausscheidungsvorgang ist nicht 
méglich. Denn in den betrachteten Konzentrationsbereichen fehlen auf 
Grund der Zustandsdiagramme alle Voraussetzungen dafiir. AuBerdem 
wird durch eine Ausscheidung der Widerstand stets erniedrigt. Die der 
Ausscheidung vorausgehende einphasige Entmischung bewirkt allerdings 
eine Widerstandserhéhung?, die auf die Ausbildung von plattenfoérmigen 
Ansammlungen einiger weniger gleichartiger Atome auf bestimmten 
Gitterebenen zuriickgefiihrt wird’. Da auch hier die Aufstellung einer 
Existenzkurve méglich ist*, scheint der Zustand der einphasigen Ent- 
mischung mit dem K-Zustand eine recht groBe Ahnlichkeit zu haben, 
ohne ihm, wie die bei letzterem fehlende Ausscheidungsméglichkeit 
zeigt, gleich sein zu k6énnen. 

Man kann vorerst nur vermuten, daB der K-Zustand darin besteht, 
daB die Anordnung der Atome von der statistischen Regellosigkeit ab- 
weicht®. Als Ursache dieser besonderen Atomverteilung darf man wohl 
an die Eigentiimlichkeiten der Ubergangsmetallatome denken. Még- 
licherweise finden gleichzeitig mit den Anderungen in den Nachbar- 
schaftsverhiltnissen der Atome Anderungen der Auffiillung der inneren 
Elektronenschalen und damit Anderungen der Zahl der Leitungselek- 
tronen statt. 


1 Tuomas, H.: Z. Metallkde. 41, 185 (1950). 

2 Masine, G., u. O. Dant: Wiss. Veréff. Siemens-Konz. 8, 126 (1929). — 
Tuomas, H.: Z. Metallkde. 36, 136 (1944). Beide Arbeiten betreffen Kupfer- 
Beryllium-Legierungen. Bei Aluminium-Kupfer wird die Widerstandserhéhung 
nur zu Anfang der Raumtemperaturauslagerung beobachtet. Vgl. STENZEL, W., 
u. J. WEERTS: Metallwirtsch. 12, 353, 369 (1933). 


8 GuinreR, A.: C. R. Acad. Sci., Paris 206, 1641 (1938). — Nature, Lond. 
142, 569 (1938). — Catvert, I., P. Jagurer u. A. Gurnter: J. Inst. Met. 65, 181 
(1939). — Preston, G.D.: Proc. roy. Soc., Lond. A 167, 526 (1938). — Phil. 


Mag. 26, 855 (1938). — JaGopzinskt, H., u. F. Laves: Z. Metallkde. 40, 206 (1949). 

4 AurER, H., u. H. ScHRODER: Ann. Phys. (5) 37, 137 (1940). 

5 Vgl. K. Scouser u. R. Jacor, Z. Metallkde. 41, 367 (1950), wo es im Hin- 
blick auf die von O. HEUSLER [Z. Metallkde. 39, 326 (1948)] beschriebenen Wider- 
standsanomalien der Kupfer-Mangan-Aluminium-Legierungen hei8t: ,,Ein ’ 
Modell wird beispielsweise gegeben durch die Annahme, daB jeder Temperatur eine 
bestimmte Lagekorrelation der Al-Atome oder der Mn-Atome auf den Gitterplatzen 
der Matrix entspricht, die durch Diffusion erreicht wird und die Widerstand, 
Gitterkonstante und Atomvolumen beeinfluBt." 
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Uber die Phase des Standes der Erde. 
Von 
: A. SCHEIBE und U. ADELSBERGER. 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt.) 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 18. Dezember 1950.) 


Mittelt man die mit den Quarzuhren der PTR erhaltenen taglichen Gange iiber 
den gesamten Beobachtungszeitraum der Jahre 1934—1944, dann bekommt man 
eine sehr gut ausgeglichene Gangkurve fiir die Erde, woraus sich wiederum eine 
Standkurve der Erde gegeniiber der ,,Mittleren Quarzuhr“ ableiten lat. Durch 
dieses Verfahren gehen Feinheiten verloren, die in den Erdgangen fiir die einzelnen 
Jahre angedeutet sind und auf Verschiebungen des Standmaximums von Jahr 
zu Jahr schlieBen lassen. Es wird gezeigt, daB nach den PTR-Quarzuhren und 
auch nach Messungen auslandischer Institute derartige Verschiebungen einer ge- 
wissen Systematik nicht entbehren. 


I. Einleitung}. 


In dieser Zeitschrift (127, 416—428 (1950)| zeigten wir, daB eine 
Mittelbildung iiber die Gange samtlicher Quarzuhren wahrend einer 
Beobachtungsepoche von 4 bzw.3 Jahren, also die Fiktion einer Epochen- 
Quarzuhr, sehr eindeutige und vergleichbare Werte fiir mehrere solcher 
Beobachtungsepochen ergab. Dies veranlaBte uns, in jener Verdéffent- 
lichung noch einen Schritt weiter zu gehen und aus sdmtlichen Quarz- 
uhren und iiber den gesamten Beobachtungszeitraum von 1934—1944 
eine einzige ,,Mittlere Quarzuhr‘ zu bilden, deren Gangverlauf damit 
weitgehend von zufalligen individuellen Gangschwankungen der Quarz- 
uhren befreit war und so zur Ableitung des Standes der Erde selbst 
gegen diese mittlere Uhr sehr geeignet war. 

Die Bildung einer mittleren Uhr iiber 11 Jahre bringt nun wohl, 
wie verlangt, den Vorteil mit sich, den Anteil der individuellen Gang- 
schwankungen der Quarzuhren am Verlauf des Erdganges zu schwachen 
und diesen ausgeglichener erscheinen zu lassen, sie muB aber auch 
naturgemaB den Nachteil haben, einen etwaigen realen Anteil einer 
Gangiinderung der Erde unsichtbar zu machen. Eine nahere Beschafti- 
gung mit dem Verhalten des Gangablaufes der Erde in aufeinander- 
folgenden Jahren lieB es denn auch wahrscheinlich erscheinen, daf 
durch die Bildung der Mittleren Quarzuhr eine sehr bemerkenswerte 
Erscheinung nicht zur Wirksamkeit kommt, die schon bei den Gangen 


1 (ber diese Arbeit ist von dem einen von uns auf der Tagung der Physikalischen 
Gesellschaften am 12. 10. 50 in Nauheim vorgetragen worden. 
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der Epochen-Quarzuhren angedeutet wird und die nicht allein zu-. 
falliger Natur zu sein braucht. Wir haben es daher fur zweckmabig 
gehalten, die Standuntersuchungen auch auf die Epochen-Quarzuhren, 
d.h. auf mittlere Uhren iiber kleinere Beobachtungszeitrdume von 4 
bzw. 3 Jahren auszudehnen. 


II. Die Gangwerte fiir die Epochen-Quarzuhren 
und fiir die Mittlere Quarzuhr. 


Das umfangreiche experimentelle Zahlenmaterial tiber die taglichen 
Gainge des gesamten Beobachtungszeitraumes ist wohl in einer als 


Tabelle 1. Gangdifferenzen G (30) — g(ber) der Epochen-Quarzuhren und der 
; Mittleren Quarzuhr, gemessen in Sekunden/dies. 


Epoche 


1938—1941 1934—1944 


F 0,0000 + 0,0004 + 0,0001 
As — 0,0002 + 0,0001 + 0,0001 0,0000 
25. — 0,0005 — 0,0004 — 0,0004 — 0,0004 

a2 — 0,0006 — 0,0006 — 0,0005 — 0,0006 
Ne — 0,0009 — 0,0008 — 0,0008 — 0,0008 
PAE — 0,0011 — 0,0010 — 0,0014 — 0,0012 

553% — 0,0018 . — 0,0014 — 0,0014 — 0,0015 
Se — 0,0014 } — 0,0011 — 0,0014 — 0,0013 
256 — 0,0013 — 0,0012 — 0,0012 — (09,0012 

5. 4. — 00,0011 — 0,0006 — 0,0009 — 0,0009 
45: — 0,0013 — 0,0010 — 0,0011 — 0,0011 
25, —0,C011 — 0,0007 — 0,0013 — 0,0010 

sie — 00,0009 — 0,0007 — 0,0016 — 0,0011 
15S. — 0,0004 — 0,0005 — 0,0008 — 0,0006 
25. — 0,0005 — 0,0012 — 0,0007 — 0,0008 

5.6. — 0,0008 — 0,0008 + 0,0001 — 00,0005 
U5 — 0,0012 — 0,0001 + 0,0001 — 0,0004 
ase — 0,0004 +- 0,0003 + 0,0008 + 0,0002 

ie +- 0,0002 +. 0,0004 + 0,0005 + 0,0004 
£5. + 0,0014 + 0,0005 + 0,0009 + 0,0000 
25 + 0,0012 + 0,0005 + 0,0009 + 0,00090 

5. 8. +.0,0018 + 0,0010 + 0,0012 + 0,0013 
1; + 0,0016 +-0,0010 + 0,0012 - 0,0013 
25. + 0,0014 + 0,0010 +0,0017 + 0,0014 

5.9 + 0,0013 + 0,0007 +- 0,0017 + 0,0012 
15. + 0,0014 + 0,0006 +0,0011 + 0,0010 
25. +-0,0014 +- 0,0007 + 0,0010 + 0,0010 

5. 10) 4-0,0012 +- 0,0008 + 0,0010 +-0,0010 
15. +.0,0009 +0,0011 +.0,0010 + 0,0010 
25 + 0,0006 +- 0,0011 + 0,0005 1. 0,0007 

Lee 8 + 0,0005 + 0,0007 +- 0,0005 + 0,0006 
45. 4+-0,0001 +- 0,0003 + 0,0003 + 0,0002 
25. + 90,0000 + 0,0001 + 0,0001 +0,0001 

:: 12. 0,0001 0,0000 0,0005 0,0002 
Ss 0,0003 ‘ 
ae 0003 09,0002 — 0,0001 -- 0,0002 


O,0000 00,0000 O,0004 O00) 
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Manuskript geschriebenen Monographie des einen von uns zusammen- 

gestellt, jedoch noch nicht veréffentlicht. Wir teilen daher in den 

folgenden Tabellen erstmalig als Auszug das Gangmaterial mit, das 

sich auf die Epochen-Quarzuhren bezieht, und stellen es zur Diskussion. 

. Die Zahlenwerte sind gleichzeitig die Unterlage fiir die folgenden Be- 
trachtungen. 

Die Tabelle 1 enthalt die Gangdifferenzen G(30) — g(ber) der Epo- 
chen-Quarzuhren fiir die Zeitraume 1934—1937, 1938—1941, 1942—1944. 
Die gemessenen mittleren taglichen Gange G(30) und die nach einer 
Ausgleichsfunktion berechneten taglichen Giange g(ber) sind in der oben 
zitierten Arbeit naher definiert; die Differenzen G(30) —g (ber) sind fiir 
die gleichen Epochen in Fig. 7 der gleichen Arbeit graphisch dargestellt. 

Da fiir den Erdgang g(7) die Beziehung 


g§ (T) = —(G (30) —g (ber)) (1) 


gilt, ergeben sich aus der Tabelle 1 die Werte fiir g (J) durch Multi- 
plikation der Zahlenwerte mit —1. 


III. Die Sténde der Erde in den etnzelnen Epochen. 
Der Erdstand U ({T) ergibt sich aus dem Erdgang zu 
U(T)=Jg(T)-di+c; (2) 


wir gewannen dementsprechend die gemessenen Erdstande durch Integra- 
tion der Kurven von Fig. 7a.a.O. Diese Stande sind als U(T, ..., gem) 
in Tabelle 2 zusammengestellt, wobei fiir ... die Epochenbezeichnung 
1934—1937, 1938—1941 bzw. 1942—1944 eingeschrieben werden miissen. 
Die Stande sind so ermittelt, daB unter der bestimmten Festsetzung 
der Integrationskonstanten C =0 der Stand am 0-ten Januar —0 wird; 
es ist fiir unsere Betrachtungen ja vollkommen gleichgiiltig, mit welchem 
Anfangsstand der Erde wir rechnen. Aus den so gewonnenen Werten 
U(T,...,gem) der Spalten 2, 3 und 4 wurde durch Mittelung der 
mittlere Erdstand (Spalte 5) fiir den gesamten Zeitraum 1934—1944 
berechnet. 

Der Verlauf der Zahlenreihen in Tabelle 2 beginnt, wie beabsichtigt, 
wohl mit einem Erdstand von 0,0000 sec am Jahresanfang, endet jedoch 
am Jahresschlu8 mit folgenden Standresten U (Rest) 


1934—1937 U (Rest) = + 0,0090 sec, 
1938—1941 U(Rest) = + 0,0140sec, 
4942—1944 U(Rest) = —0,0085 sec, 
1934—1944 U (Rest) = + 0,0048 sec . 


(3) 


Diesen Standresten U (Rest), um die die Standkurven zu hoch oder 
zu tief gegeniiber der Abszisse enden, kommt keine Realitat zu; sie 
16* 
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Tabelle 2. Gemessene Erdstinde U(T,..., gem) nach den Epochen-Quarzuhren und 
nach dey Mittleren Quarzuhr, gemessen in Sekunden. 


Epoche 


1934—1944 


1934 —1937 1938—1941 


0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 


+ 0,0010 —0,0005 — 0,0025 — 0,0007 

25. + 0,0045 + 0,0010 — 00,0010 + 0,0015 
a2 + 0,0100 + 0,0060 + 0,0035 + 0,0065 
15. + 0,0175 + 0,0130 + 0,0100 / + 0,0135 
25. + 0,0275 + 0,0220 + 0,0210 < 0,0235 
es + 0,0420 + 0,0340 + 0,0350 ! + 0,0370 
4.53 + 0,0580 + 0,0465 + 0,0490 + 0,0512 
25. +0,0715 + 0,0580 + 0,0620 + 0,0638 
5 ae + 0,0835 + 0,0670 +0,0725 + 0,0743 
iS. + 0,0955 + 0,0750 +0,0825 + 0,0843 
25s +0,1075 + 0,0835 + 0,0945 + 0,0952 
Cale +0,1175 +.0,0905 + 0,1090 + 0,1057 
15: +0,1240 +0,0965 +0,1210 +0,1138 
25. +0,1285 +0,1050 + 0,1285 + 0,1207 
5. 6. + 0,1350 +0,1150 +0,1315 + 0,1272 
$5. + 0,1450 +0,1195 + 0,1305 + 0,4 3%7 
PLY, + 0,1530 +0,1185 + 0,1260 + 0,1325 
Be if + 0,1540 +0,1150 +0,1195 + 0,1292 
15. + 06,1460 +0,1105 +0,1125 + 0,1230 
25 + 0,1330 +0,1055 + 0,1035 + 0,1140 
Soy +0,1180 + 0,0980 + 0,0930 + 0,1030 
is, + 0,1010 + 0,0880 + 0,0810 + 0,0900 
25. +- 0,0860 + 0,0695 + 0,0665 +0,0768 
sO) + 0,0725 + 0,0695 + 0,0495 + 0,0638 

1 5 + 0,0590 + 0,0695 +0,0355 +0,0525 
2 + 0,0450 + 0,0565 +0,0250 + 0,0422 
5. 1G + 0,0320 + 0,0490 +0,0150 + 0,0320 
13. + 0,0215 + 0,0395 + 0,0050 + 0,0220 
25. + 0,0140 + 0,0285 —0,0025 + 0,0133 
ey + 0,0085 +0,0195 — 0,0080 + 0,0067 
15. + 0,0055 + 0,0145 —0,0125 + 0,0025 
25. + 0,0050 + 0,0125 —0,0145 + 0,0010 
Som be + 0,005§ ~-0,0120 —0,0125 + 0,0017 
HSs + 0,0075 + 0,0130 —0,0095 + 0,0037 
25. + 0,0090 + 0,0140 —0,0085 + 0,0048 


sind vielmehr auf unvermeidbare Ungenauigkeiten bei Ermittlung der 
Ausgleichsfunktion fiir g(ber) zuriickzufiihren. 


Der Funktionsverlauf von g(ber) ist im allgemeinen durch 
g(ber) = go4 ait Bp -@+... (4) 


darstellbar, wobei fp meist schon eine vernachlassigbare kleine GréBe 
ist. Die Ungenauigkeit von g(ber) verteilt sich auf die Konstanten go, 
%, §. Zur Vereinfachung der Betrachtungen lassen wir den Fehler von B, 
da B selbst schon sehr klein ist, unberiicksichtigt. Der Standrest U (Rest), 
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der durch die Fehler A von (4) verursacht wird, bestimmt sich dann zu 


U (Rest) = f Ag(ber) -dt— Agy-t+ 4% -@, (5) 
Um zu einem Resultat zu kommen, ist es notwendig, den Einflu’ 
der Fehler von gy und « gegeneinander abzuschitzen. Wir sind auf 
Grund unserer Ausgleichsmethoden der Ansicht, daB in (5) wesentlich 
der Fehler von « bestimmend ist, so da8 man ohne groBen Irrtum fiir 
den Reststand die Beziehung bekommt 
U (Rest) = 4". @— p72. (6) 
Das Ergebnis wiirde sich infolge der Kleinheit der Fehler auch nicht 
grundsatzlich andern, wenn man umgekehrt den Fehler von g, iiber den 
von « wberwiegen lieBe. 
Aus den Reststamden U (Rest) von (3) gewinnt man dann iiber (6) 
fiir die Akzelerations- bzw. Retardationskonstante k die Werte: 


«ih Aaa lie pn obcchane oh 
1938— 1941 k = — 0,0000 216 sec/d?, (7) 
1942— 1944 k = —0,0000 067 sec/d?. | 


Nach der Beziehung 
Oty jpem) — 8+ P= UT, :.. red) (8) 


erhalt man einen reduzierten Stand U(T,..., red), der von dem Aus- 
gleichsfehler befreit ist und beispielsweise fiir das Datum des Jahres- 
schluB gleich 0,0000 sec werden muB. Wir haben die Bildung der 
Produkte &-?¢? und ihre Subtraktion von den entsprechenden Stand- 
werten der Tabelle 2 durchgefiihrt. Die so gewonnenen reduzierten 
Stande, die fiir unsere weiteren Betrachtungen maBgebend sind, sind 
in den Spalten 2, 3 und 4 der Tabelle 3 eingetragen. Aus diesen Zahlen 
wurden wiederum die reduzierten Stiande fiir den gesamten Beobach- 
tungszeitraum in Spalte 5 gemittelt; dies sind dann die reduzierten 
Stande U(T, 1934—1944, red) der Erde gegen die Mittlere Quarzuhr. 


IV. Die Amplitude wnd die Phase der Erdsténde. 

Fig. 1 zeigt den Verlauf der reduzierten Stande der Erde nach den 
Epochen-Quarzuhren und nach der Mittleren Quarzuhr entsprechend 
den Zahlenwerten der Tabelle 3. Dem ersten Eindruck nach ahneln 
die Kurven einander sehr, wie es auf Grund der ahnlichen Gangkurven 
der Fig. 7 a. a. O., als unserem Ausgangsmaterial ja auch nicht anders 
zu erwarten war. Bei naherem Zusehen findet man jedoch einige Unter- 
schiede. 
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Tabelle 3. Reduzierte Evdstinde U(T,..., ved) unter Reduktion mit k-t? nach 
den Epochen-Quarzuhven und nach dey Mittleren Quarzuhr, gemessen in Sekunden. 


1934—1944 


1934—1937 1938—1944 


: 0,0000 0,0000 0,0000 
15. + 0,0010 —0,0005 — 09,0025 — 0,0007 
on + 0,0045 + 09,0009 — 0,0009 +0,0015 

2. + 90,0099 + 0,0058 + 0,0036 + 0,0065 

15. +0,0173 + 0,0127 + 09,0102 + 0,0134 
25. + 09,0273 -- 0,0216 +0,0212 + 0,0234 
Gags + 0,0417 + 0,0335 + 0,0353 + 0,0368 

15. + 0,0576 +0,0458 + 0,0494 +0,0509 
25 +0,0709 +0,0571 + 0,0625 + 0,0636 
Coe. + 0,0828 + 0,0659 + 0,0732 + 0,0740 

15. + 0,0947 + 0,0737 + 0,0833 + 0,0839 
piss +0,1065 +0,0819 +0,0954 + 0,0946 
Cea + 0,1163 + 0,0887 +0,1101 +0,1050 

15. + 0,1226 +0,0944 + 0,1223 +0,1131 
25: + 0,1269 + 0,1026 +0,1300 +0,1198 
Cowon + 0,1332 + 0,1122 +. 0,1332 + 0,1262 

15. + 0,1429 +0,1164 + 0,1324 +0,1306 
25. + 0,1507 +0,1150 +0,1281 +0,1313 
ie +0,1515 +0,1111 +0,1219 + 0,1282 

45. + 0,1432 + 0,1062 + 60,1154 +0,1215 
Pus +0,1299 + 0,1007 + 0,1064 +0,1123 
iS +0,1146 + 0,0928 + 0,0962 +0,1012 

15. + 0,0973 + 0,0823 + 0,0845 + 0,0880 
25. + 0,0820 +0,0718 + 0,0703 + 0,0747 
RO. +. 0,0682 + 0,0627 + 0,0536 +0,0615 

LBs + 0,0543 +0,0557 + 0,0399 + 0,0500 
25. + 0,0399 + 0,0486 + 0,0298 + 0,0304 
5. 10. ++ 0,0266 + 0,0405 + 0,0201 + 0,0291 

15. +0,0157 + 0,0304 + 0,0105 +0,0189 
25. + 0,0077 + 0,0188 + 0,0034 + 0,0100 
5. 44. +0,0018 + 0,0001 — 0,0017 + 0,0031 

{Sz —0,0016 -L 0,0035 —0,0058 — 0,0013 
25. —0,0025 + 0,0007 — 0,0074 —0,0030 
5. 12. —0,0025 — 0,0005 — 0,0049 — 0,0026 

15. —0,0010 — 0,0002 —0,0015 — 0,0009 
25 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 


Ein solcher Unterschied liegt in der nicht fiir jede Epoche gleichen 
maximalen Elongation der Erdstinde, die mit 0.1545 sec in der Epoche 
1934—1937 am gréBten und mit 0,1164 sec in der Epoche 1938—1944 
am kleinsten ist, wahrend sich als Mittelwert fiir 1934—1944 ein Betrag 
von 0,1313 sec ergibt. Diese Schwankungen sind immerhin nicht be- 
sonders auffalliger Natur; daher soll an dieser Stelle auch nicht weiter 
diskutiert werden, ob ihnen eine besondere Realitat zuzuschreiben ist. 

Etwas anders verhalt es sich dagegen mit dem Unterschied, der in 
der Phasenlage des Standmaximums zu beobachten ist. Betrachten 
wir jetzt allein die Kurven der Epochen-Quarzuhren, so ist deutlich, 
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da8 das Maximum wiahrend der Epoche 1934—1937 anfangs Juli 
1938—1941 Mitte Juni und 1942—1944 anfangs Juni liegt. Die zeite 
liche Lage des Standmaximums hat sich mithin im Ablauf der Epochen, 
also innerhalb von rund 8 Jahren um etwa 30 Tage nach einem friiheren 
Monat verschoben. Diese Phasenverschiebung des maximalen Standes 
ist zwar nicht sehr groB, aber doch deutlich. 

Es ist natiirlich naheliegend zu fragen, ob diese Standverschiebung 
ein zufalliges Ergebnis ist, das infolge der geringen Anzahl beobachteter 
Epochen gerade einmal 
einen systematischen por 1934-1937 
Effekt vortauscht, oder 0,090 |_| _ 
aber, ob eine Realitat 
systematischer Natur 
die Ursacheist. Dies ]aBt 


sich aus dem Material t 

der Tabelle3 bzw. der ~ 

Fig. 1 keineswegs allein S 1Me-194— = 

entscheiden. Die Ten- ccaed SES F L aa +A ae 

denz der Standverschie- 00 | ~s Seal 
bung nach friiherer Zeit 

ist jedoch auch noch aus 0080 ced Wie 

anderem Beobachtungs- ef 

material abzulesen. Wir as Sa at EA a 
verweisen zu _ diesem - Monat 
Zweck auf Fig. 6 9.4. O., Fig. 1. Stande der Erde nach den Quarzuhren. 


in dem der Gangverlauf 
der mittleren Jahres-Quarzuhren einer einzigen Epoche, und zwar der 
einzelnen Jahre 1938, 1939, 1940 und 1941 der Epoche 1938—1941 
dargestellt worden ist. Man sieht dort, wenn auch weniger scharf aus- 
gepragt, da ja die Mittelbildung bei einer Jahres-Quarzuhr nicht so 
ausgleichend wie bei einer Epochen-Quarzuhr wirken kann, d.h. Zu- 
falligkeiten abzuschwachen vermag, aber dennoch angedeutet, da8 sich 
der Nulldurchgang der Gangkurven zwischen dem Minimum des ersten 
Halbjahres und dem Maximum des zweiten Halbjahres, dem der Ort 
des Maximums der Standkurve entspricht, ebenfalls zeitlich von einem 
spdteren nach einem friiheren Monat verschoben hat. Man sollte dies, 
wenn auch nicht als sehr beweisend, so doch als symptomatisch ansehen. 
Wenn wir daher unserem Material auch noch nicht die unbedingte 
Beweiskraft zuerkennen, daB die PTR-Quarzuhren eine systematische 
Phasenwanderung aufgezeichnet haben, so sind wir jetzt doch in der 
Lage, nachdem auch die Standergebnisse von den Zeitinstituten Bureau 
International de L’Heure und Observatory Royal in Greenwich ver- 
dffentlicht worden sind, diese fiir unsere Betrachtungen heranzuziehen 


Stand —= 
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und auszuwerten. Es zeigt sich, daB dieses auslandische Material eben- 
falls eine Phasenwanderung des Standmaximums im gleichen Sinne 
wie das PTR-Material erkennen 14Bt. 


N. StoyKo! vom Bureau International de L’Heure in Paris ver- 
éffentlichte fiir das Jahr 1946 Standwerte der Erde. Das Observatorium 
von Greenwich teilte ebenfalls Erdstande fiir die Epoche 1947—1949 
in einer Korrektionstabelle vom 30. Mai 1950 mit, die auf Beobach- 
tungen aus den Jahren 1943—1949 basieren. 


Diesen Standwerten liegen andere Jahresanfangsstande als denen 
der PTR zugrunde. Um daher einen bequemen Vergleich zu ermoglichen, 
/ ist von uns das Pariser 
Zahlenergebnis um_ eine 
Integrationskonstante C = 
0,059 sec, das von Green- 
wich um C = 0,064 sec dem 
Stande nach gehoben wor- 
den. Diese so gewonnenen 
Stande sind im Vergleich zu 
den PTR-Standen in Fig. 2 
eingezeichnet: Hierbei ha- 
ben wir fiir die PTR das 

| friiheste Epochenergebnis 

O00 i a ae a (sis: 0 19341937 (eestrichellte 

/ Mont Kurve) und das Mitteler- 

Fig. 2. Stande der Erde nach verschiedenen Zeitinstituten. gebnis 1934—1944 heran- 
gezogen. 

Man sieht sofort, daB die maximalen Elongationen der Stande nach 
Paris und nach Greenwich mit 0,138 sec bzw. 0,120 sec von derselben 
GréBe wie das mittlere PTR-Ergebnis mit 0,1313 sec sind. Der Stand 
der Erde gegenitiber den terrestrischen Uhren kann also von den einzelnen 
Instituten in weitgehender Ubereinstimmung dem Betrage nach er- 
mittelt werden. In Anbetracht der noch relativ groBen Beobachtungs- 
fehler der Zeitinstitute bei den astronomischen Zeitsternanschliissen an 
die Zeitskalen der einzelnen Institute ist dies ein hervorragendes Ergeb- 
nis. Dieses giinstige Resultat wurde freilich nur dadurch erzielt, daB 
jedes Institut zur Bestimmung der Erdstinde weitgehend gemittelte 
Gange der Quarzuhren verwendete, so die PTR die iiber 30 Tage ge- 
mittelten Gange G(30) einer jeden Quarzuhr. Die maximalen Elon- 
gationen stellen, von diesem Standpunkt aus gesehen, keineswegs Extrem- 


werte dar, der tatsaichliche maximale Stand der Erde kann ein wenig 
egr6Ber sein. 


1 SroyKxo, N.: C. R. Acad. Sci., Paris 250, 514 (1950). 
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Beziiglich der Phase des Standmaximums liegt das BIL von Paris 
mit seinen Messungen im Jahre 1946 deutlich gegeniiber den PTR- 
Messungen aus den vorhergehenden Jahren 1934—1944 und besonders 
gegentiber 1934—1937 nach links, d.h. nach einem friiheren Monat hin 
verschoben. Dies ist also eine Bestatigung der Phasenwanderung. 

Greenwich reicht mit seinen Messungen noch weiter in die Jetztzeit 
hinein, d.h. bis 1949. Entsprechend dem bisher beobachteten Ver- 
halten der Standphase erhebt sich das Maximum zeitlich links von 
den Maximis der anderen Standkurven und liegt bereits in der Mitte 
des Monats Mai. Auch in diesem Falle ist die Phasenwanderung vor- 
handen. Es ist etwas schwierig, das Greenwicher Resultat ganz richtig 
nach Fig. 2 zu beurteilen, und wir wollen es mit Vorsicht tun, denn den 
Anmerkungen der zitierten Korrektionstabelle entsprechend ist es wohl 
fur die Jahre 1947—1949, also im Mittel fiir 1948 als giiltig bezeichnet, 
beruht aber auf Messungen aus den Jahren 1943—1949. Dies entsprache 
dann einem Schwerpunkt in bezug auf 1946. Doch wir sind beziiglich 
Greenwich und auch beziiglich Paris nicht allein auf die Beurteilung 
der Kurven der Fig. 2 angewiesen. Diese Zeitinstitute haben auch 
Gang- und Standformeln ver6ffentlicht, die in ihren Phasenangaben 
gleichfalls die Tendenz der Phasenwanderung erkennen lassen. Wir 
werden dieses Material im nachsten Abschnitt mit verwenden. 


V. Die Standformel fiir dic Erde. 

Wir haben die Standkurven der Fig. 1 mit dem harmonischen 
Analysator nach GRUTZMACHER analysieren lassen. Es ergibt sich eine 
Summe trigonometrischer Teilglieder aufsteigender Ordnungszahl und 
abnehmender Amplitude. Ein Vergleich einer danach berechneten 
Standkurve mit der zugehérigen experimentellen Kurve zeigt, daB es 
fiir die folgenden Betrachtungen geniigt, sich auf die Untersuchung der 
Teilglieder erster und zweiter Ordnung zu beschranken. 

Die berechneten Stande der Erde nach den Quarzuhren der PTR 
ergeben sich, wie folgt: 

U (T, 1934— 1937, ber) 


2% 


= — 0,0764 - cos —— (t+ 21,7) + 0,0067 - cos — cs (¢+ 6,5) sec, 


365 
U(T, 1938—1941, ber) 
25 

= — 0,0573 - cos re ( 
wii, 1942 — 1944, ber) 


43 ‘ 
t+ 10,5) + 0,0029- cos “(t+ 29,3) sec, 
I9D (9 


25 ‘i ev 40 4 a 
= — 0,0694 - cos ae (¢-+ 18,7) + 0,0102 - cos a (¢-+ 22,7) sec, 
U(T, 1934—1944, ber) 
47 
= — 0,0675 - cos ibe (t+ 15,5) + 0,0076-cos , si (¢ + 12,6) sec. 
: 365 305 


Stond 
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Die Funktionen laufen ab 0-ten Januar; f ist die Zeit in dies. Zu — 
den Formeln ist noch eine Integrationskonstante C zu addieren, die 
dem Anfangsstand des benutzten Zeitsystemes am O-ten Januar 
gerecht wird. Um beispielsweise UT, 1934—1944, gem) von Fig. 1 mit 
U(T, 1934—1944, ber) zur Deckung zu bringen, ist letzterem C= 
--0,0557 sec hinzuzufiigen. Das Vergleichsergebnis ist fiir den Erdstand 
nach der Mittleren Quarzuhr in Fig. 3 dargestellt. Wir sehen, daB sich 
die gemessenen Punkte der berechneten Kurve sehr gut anschmiegen, 
womit bewiesen ist, daB sich der Erdstand in geniigender Weise durch 
eine einfache trigonometrische Funktion aus zwei harmonischen Gliedern 
darstellen laBt. Ein geringer Rest héherer Harmonischer ist, wie Fig.3 
erkennen laBt, jedoch noch 
vorhanden. 

Die Phasenbeziehungen 
sind infolge der Uberlage- 
rung zweier Cosinusfunk- 

tionen in den Formeln 
Be, Gemearom unt bene, Sete = 0 nicht a Gheralchtees 
Kurve berechnet. es nach dem Ergebnis der 
Fig. 1 zu erwarten ware. 
Fiir die Epochen 1938-1941 und 1942-1944 geht die Phasenverschiebung 
aus den Phasen des Hauptgliedes mit +-10,5 dies nach + 18,5 dies 
deutlich hervor, obgleich im zweiten, schwacheren Glied mit + 29,3 dies 
nach 22,7 dies das Entgegengesetzte eintritt. Demgegeniiber verhalt 
sich die Phase der Formel Epoche 1934—1937 abweichend; die Phase 
des ersten Gliedes mit +21,7 dies ist gréBer als die Phasen des 
gleichen Gliedes der nachsten Epochen. Dies wird jedoch durch die 
sehr kleine Phase des zweiten Gliedes wettgemacht, so daB im groBen 
und ganzen die gesamte Phase dieser Epoche entsprechend dem gra- 
phischen Ergebnis von Fig. 1 doch kleiner als die der nachfolgenden 
Epochen bleibt. Cum grano salis erméglichen also die Standformeln 
eine Abschaitzung der Phasenlage. Wir wollen diese Méglichkeit bei 
Betrachtung der formelmaBigen Ergebnisse ausniitzen, die Paris und 
Greenwich mitgeteilt haben. 


N. Stoyko! teilte fiir Paris die Gangformeln der Erde fiir die Epoche 
1934—1937 und fiir das Jahr 1945 mit. Die Gangformeln in sec/d sind: 


G(T, 1934—1937, ber) 
+- 0,00412 + sin (¢ + 34, 2) — 0,00048 - sin 2 (¢ + 2, 0) , 
G(T, 1946, ber) (10) 


+ 0,00118 + sin (¢ +- 4", 8) — 0,00043 - sin 2 (¢ + 34, 7). 


' StoyKo, N.: Bull. Acad. roy. de Belgique 35, 669 (1949). 
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Die Funktionen laufen ab 15. Januar; ¢ ist die Zeit in Stunden- 
winkeln, 1"= 15,21 dies. Die Formeln zeigen in den beiden Gliedern 
eindeutig die Verschiebung der Phase nach einer friiheren Zeit. Die 
Phasenverschiebung betragt rund 1,6 Stundenwinkel oder 24 Tage. 
Dies entspricht gréBenordnungsmabig gut dem, was aus Fig. 2 abge- 


‘lesen werden kann. 


N. Stoyko!? teilte in einer weiteren Untersuchung die Standformel 
fur das Jahr 1946 mit. Sie lautet in den Einheiten wie oben geschrieben: 


U (T, 1946, ber) 
= + 0,06924 - sin (¢-+ 20" 4™ 85) + 0,00563 - sin 2 (¢-+ 3838™ 144) in sec, 


wobei die Laufzeit am 0-ten Januar beginnt. Zum besseren Vergleich 
mit unseren und den nachfolgenden Greenwicher Formeln lautet die 
in dies-Einheiten transponierte Formel: 


U(T, 1946, ber) 
= — 0,06924 - cos - (+ 31,4) 4 = (f+ 9,6) sec. (12) 


Bilden wir die Phasendifferenzen der einzelnen Glieder von (12) gegen 
die betreffenden Glieder des mittleren Standes, wie er nach (9) von 
der PTR fiir 1934—1944 gemessen wurde, dann erhalten wir fiir das 
Grundglied die Differenz 31,4—15,6= +15,8 und fiir die zweite Har- 
monische 9,6—12,6——+3,0 dies. Die Tendenz der positiven Phasen- 
verschiebung des Grundgliedes ist eindeutig und bestatigt das bisher 
Gesagte. Im Gegensatz hierzu ist die Phasenverschiebung im zweiten 
Glied negativ. Dies ist auffallend, liegt aber durchaus in der Richtung 
des Wanderns der Phase des zweiten Gliedes bei den PT R-Messungen 
nach (9). Ist dies zufallig oder liegt auch hierin eine Systematik ? 

Wahrend der Fertigstellung dieser Arbeit erhielten wir zusdtzlich 
zu der obenerwahnten Korrekturtabelle von Greenwich eine Ver6ffent- 
lichung von H. F. FiincH? iiber die Greenwicher Ergebnisse mit Quarz- 
uhren. In ihr ist das Beobachtungsintervall von 1943—1949, das in 
Fig. 2 dargestellt ist, in zwei Epochen aufgelést. Die Originalformeln 
lauten: 


U (T, 1943—1947, ber) 
= + 55,7-sinn (t+ 141) —16,8- sin 2m (f+ 67) msec, 


U (T, 1948—1949, ber) 
= + 58,3 -sin m (t+ 158) —7,1- sin 2m (¢ + 48) msec. 


(13) 


Die Funktionen laufen ab 0-ten Januar; w ist gleich 0,986; ¢ ist 
in dies gemessen. In Cosinusfunktionen und sec umgewandelt ergibt 


1 eres. N.: C. R. Acad. Sci., Paris 230, 514 (1950). 
2 Frincu, H. F.: Month. Not. 110, 3 (41950). 
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sich zum bequemeren Vergleich mit den PTR- und BIL-Formeln fol- | 
gendes Bild: 


U (T, 1943 —1947, no 


4% ; 
= —0,0557- cos (t-+ 50) + 0,0168 - cos —— (t+ 21) sec, 


ee 365 (14) 


U (T, 1948—1949, Moy 


4: . 
= — 0,0583 - cos - *_ (t+ 67) + 0,0074 - cos = (¢-+ 2) sec. 


365 
Auch diese beiden Greenwicher Formeln zeigen in sich im Grund- 
glied eine positive Phasenverschiebung von 17 dies und eine negative 
im zweiten Glied mit 19 dies. Der Verlauf der Phase stimmt also mit 
dem iiberein, der zumindest seit 1938 bei den PTR-Standen und bei 
dem BIL-Stand von 1946 in bezug auf die PIT R-Werte beobachtet wird: 
Erstes Glied positive, 
zweites Glied negative 
Phasenverschiebung. 


Tabelle 4. Phasen der beiden Glieder 
dev Standformein. 


Eine Ausnahme hiervon 


Erstes Zweites 
Institut Epoche oe =e macht nur der Ubergang 
dies dies 
von 1934—1937 zur Epo- 
PTR 1934—1937 24:4 6,5 che 1938—1941 in den 
PTR 1938— 1941 10,5 29,3 PTR-Formeln (9) in bei- 
PTR .  1942—1944 18,7 22,7 ae 
Greenwich . 1943— 1947 50,0 21,0 den Gliedern, und der 
ene eae 1046 31,4 9,6 Ubergang 1934—1937 zu 
Greenwich . 1948—1949 67 2 


1946 im zweiten Glied der 
BIL-Formeln (10). 

In Tabelle 4 sind die Phasen noch einmal zusammengestellt, soweit 
sie durch Standformeln der einzelnen Institute berechnet sind; die 
Phasen der Gangformeln des BIL in (10) sind also weggelassen. Die 
Zusammenstellung 1la8t im groBen und ganzen die positive Phasen- 
wanderung im ersten und die negative im zweiten Glied erkennen. Aus 
beiden resultiert jedoch, wie in Fig. 1 bzw. 2 gezeigt ist, eine positive 
Verschiebung des Standmaximums. 


VI. Zusammenfassung und Betrachtung 
iiber das Phanomen der Standverschiebung. 

1. Wir glauben, die mitgeteilten Ergebnisse dahin zusammenfassen 
zu diirfen, daB sich in den von 1934—1949 abgelaufenen Jahren das 
Maximum des Erdstandes systematisch vom Anfang des Monats Juli 
in den friiheren Jahren bis zum Mai/Juni in den letzten Jahren vor- 
geschoben hat, wobei die Phasenverschiebung in den beiden harmoni- 
schen Gliedern der Standformeln gegenlaufig erfolgt, und zwar so, daB 
sie im ersten Glied positiv und im zweiten Glied negativ verlauft. 
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Diese Tendenzen sind sowohl aus den Standformeln nach den PTR- 
Messungen als auch aus denen von Greenwich und dem Bureau Inter- 
national de L’Heure (BIL) abzulesen. 

2. Die Amplituden der Stande werden fiir das erste Glied von den 
3 Instituten nahezu im gleichen Betrag bestimmt; sie liegen zwischen 
0,0764 und 0,0557 sec. Irgendeine Systematik ist nicht zu erkennen. 
Der PTR-Wert von 0,0764 sec fiir 1934—1937 dirfte etwas zu groB 
sein, wenngleich auch das BIL mit 0,0692 ebenfalls einmal einen gréBeren 
Wert ermittelt. Der Mittelwert ist 0,0644 sec, woraus sich nach dem 
ersten Glied nach den 3 Instituten eine Elongation des Erdstandes 
von 0,1288 sec berechnet. 

Die Amplituden der Staénde nach dem zweiten Glied sind den 
Betragen nach unterschiedlicher; sie liegen zwischen 0,0029 und 0,0168sec. 
Auch hier ist keine Systematik zu erkennen. Als Mittelwert ergibt sich 
0,0082 sec. Daraus berechnet sich eine Elongation von 0,0164 sec. 
Infolge der Phasendifferenz zwischen erstem und zweitem Glied der 
Standformel lassen sich beide Elongationen nicht einfach zu einem 
Gesamtstand addieren, der tatsachlich zwischen 0,120 und 0,152 sec 
nach Fig. 2 gemessen wird. 

3. DaB die Phase des Standmaximums nicht konstant ist, diirfte 
verstandlich sein, wenn man den gesamten Effekt einer periodischen 
Anderung der Drehgeschwindigkeit der Erde um ihre eigene Achse auf 
jahreszeitliche Beeinflussung des Tragheitsmomentes der Erde zuriick- 
fihrt. Die Jahreszeiten schwanken in ihrem relativen Verhalten von 
Jahr zu Jahr etwas. Eine Schwankung des Tragheitsmomentes der 
Amplitude und Phase nach ist daher durchaus zu erwarten. Es ware 
bei der Unvollkommenheit der Erde als starrer K6rper hinsichtlich seiner 
Aufteilung von Land und Wasser und seiner inneren Substanz ver- 
wunderlich, wenn es anders ware. 

Die Messungen zeigen nun, daB die Schwankung der Phase mit 
einer gewissen Systematik behaftet ist. DaB die mit ihr verbundene 
Standverschiebung sich nicht ins beliebige fortsetzen kann, wenn sle 
als jahreszeitlicher Effekt gedeutet werden darf, ist selbstverstandlich. 
Das Standmaximum miiBte sich auch wieder nach spateren Monaten 
verschieben. Da Schwankungen der Tragheitsachse der Erde Schwan- 
kungen der Polbewegung nach sich ziehen, miiBte der aufgezeichnete 
Effekt auch in den Beobachtungen der Polhdhe zum Ausdruck kommen. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 246—274 (1951). 


Das elektrodynamische Potential 
in der erweiterten phinomenologischen Theorie 
der Supraleitung. 
Von 
FRIEDRICH BECK. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1950.) 


Es wird durch Ubertragung des von M. v. Lave (10)! aufgestellten elektrodyna- 
mischen Potentials eines Supraleiters in die allgemeinere, nichtlineare Theorie 
eine Méglichkeit gewonnen, den Eindeutigkeitsbeweis fiir das stationare Feld 
durchzufiihren. Weiterhin liefert dieser Potentialausdruck die bereits aus [11] 
bekannte Kraftdichte und das Drehmoment in der erweiterten Theorie. Im Anhang 
wird eine allgemeine Formel fiir den Unterschied zwischen substantieller und 
ortsfester Anderung einer Funktion bei infinitesimaler Verriickung der Materie 
gegeben. 


I. Einleitung. 
a) Die phinomenologische Theorie der Supraleitung 
in threr urspriinglichen, linearen Form. 

Fiir die im Jahre 1911 von KAMERLINGH-ONNES zuerst an Queck- 
silber entdeckte Supraleitfahigkeit von Metallen hat es lange Zeit keine 
befriedigende Theorie gegeben, die wenigstens phanomenologisch, ahn- 
lich wie die MAXwELtsche Theorie des Elektromagnetismus, die experi- 
mentellen Tatsachen richtig wiedergeben konnte. Die naheliegendsten 
Ansatze, in den MAxwettschen Gleichungen die Leitfahigkeit o unend- 
lich zu setzen, bzw. die Permeabilitat 4 =0 anzunehmen, konnten zwar 
den Feldverlauf um den im feldfreien Zustand abgekiihlten Supraleiter 
richtig wiedergeben, versagten aber vollstindig bei der Beschreibung 
eines im Jahre 1933 von MEISSNER und OcHSENFELD entdeckten 
Effektes [15], nach dem das ungehindert durch einen Normalleiter 
hindurchgehende Magnetfeld bei Eintritt der Supraleitung aus dem 
K6érper verdrangt wird. Diese als ,,MEISSNER-Effekt’’ beriithmt ge- 
wordene Veldverdrangung erlaubte es erstmalig, Supra- und Normal- 
leiter als zwei Phasen derselben Substanz aufzufassen (Anwendbarkeit 
der Thermodynamik). 

Die daraufhin durch F. Lonpon [73] und M. vy. Lave ([7] und [8], 
s. auch [{12]) entwickelte phinomenologische Theorie der Supraleitung 


Die Literaturhinweise beziehen sich auf das Verzeichnis am SchluB dieser 
Arbeit. 
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fiihrt nun zwei wesentliche Erganzungen der MAxWELtschen Gleichungen 
ein. Diese werden zunachst im AuBenraum sowie im Supraleiter in ihrer 
urspringlichen Form beibehalten. Im Lorentzschen MaBsystem lauten 
sie: 

1 2B. 


rot & ecchaghe ther re (1) rot ) = (+ ES); (IT) 
div $ = 0; (III) div D = 0; (IV) 
» =e €; 3s =o 
auBerhalb des Supraleiters; 
B=uH + M. (V)2 


Im Supraleiter sei e = 1, wie es die MAxwettsche Theorie fiir metallische 
Leiter annimmt. Ferner setzt die Lonponsche Theorie im Supraleiter 
#=1 und, entsprechend der Erfahrung, daB kein Ferromagneticum 
supraleitend wird, Y—0. Die erste Erganzung ist nun die Aufspaltung 
der Gesamtstromdichte 3 und der Ladungsdichte 9 im Supraleiter in 
einen Supraleitungs- ($’, 0’) und einen OuMschen (3°, 0°) Anteil, gema8 


S=H+9; p= ol +0; (V1) 
wt 
div 9° + © =0; div 9! + =o. (VII) 


Auch im Supraleiter soll der OnMsche Anteil des Stromes dem OHMschen 
Gesetz geniigen 


5° = Yaz 96,. (VIII) 
p=} 
Zum anderen werden die Feldgleichungen im Supraleiter erganzt durch 
ee (IX) 
at 
c-rotsAY =—. (X) 


(X) ist nicht unabhangig von (IX), durch Anwendung der Operation 
rot auf Gl. (IX) folgt im Hinblick auf (I) durch Integration nach der 
Zeit 

c-rota S'+ 5 = const (*, y, z). (X') 


Das Verschwinden der Konstanten auf der rechten Seite ist gleich- 
bedeutend mit der Existenzméglichkeit eines Zustandes ohne Strom und 
Feld, was physikalisch selbstverstandlich ist, wurde aber auch von 


1 Die Verkniipfung zwischen 8 und § werde im folgenden immer durch den 
linearen Ansatz in (V) vermittelt. 

2 Die Leitfahigkeit ist im allgemeinen ein Tensor zweiter Stufe, der skalare 
Fall fiir kubische Kristalle ist in dem Ansatz (VIII) enthalten. 
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F. Lonpon als notwendig zur Beschreibung des MeIssNER-Effektes 
erkannt. Die Lonponsche Konstante / ist temperaturabhangig und geht 
bei Annaherung an den Sprungpunkt gegen Unendlich. Gl. (LX) stellt 
eine ,,Beschleunigungsgleichung dar und wurde mit einem speziellen 
Wert von 4 durch Behandlung der Supraleitungselektronen als freie, 
klassische Teilchen unter Einwirkung des elektrischen Feldes schon 
1933 von R. Becker, G. HELLER und F. SAUTER [1] hergeleitet. 

Es sei hier noch erwahnt, daB die Gl. (IX) und (X) auf ein Span- 
nungssystem fiihren, das in Verbindung mit dem Maxwettschen 
Spannungstensor die alte Frage beantwortet, warum der dicht unter 
der Oberflache eines Supraleiters flieBende Suprastrom nicht durch die 
LorENtz-Kraft in das Innere des Leiters hineingedriickt wird (s. [12], 
§ 13). Dies ist die starkste Stiitze fiir die Ansaitze (IX) und (X). 

M. v. LAvE [9] stellte dem Suprastrom 9’ einen neuen Vektor, den 
Supraimpuls @, gegeniiber, der die LonpoNnschen Gleichungen unab- 
hangig von A macht und definiert ist durch 


e® “ : 
ar =E; (IXa) 
c-rotG®@=—. (Xa) 


Zu dieser neuen Form der Lonponschen Gleichungen muB8 dann natiir- 
lich, um sie zusammen mit den MAxweEttschen Gleichungen anwenden 
zu kénnen, noch eine Verkniipfung zwischen ® und 9%! hinzutreten, die 
fiir den urspriinglichen, skalar linearen Ansatz die Form hat 
G= 1-3. (XI) 
M. v. LAvE [9} hat jedoch gezeigt, daB fiir einen beliebigen Kristall aus 
einer Klasse, in der bisher Supraleitfahigkeit nachgewiesen wurde, der 
lineare Zusammenhang durch einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe 
vermittelt wird: 
3 
G= Dd) Axe 35; (Ang = Aza) - (XIa) 
p=1 
Die Erganzungsgleichungen (IX a) und (Xa) sind linear in &, &, und § 
und ergeben zusammen mit den MAxwettschen Gleichungen sowie der 
Verkniipfung (XI) bzw. (XIa) einSystem linearer Differentialgleichungen 
fiir die Feldvektoren. Zum Unterschied zu der im folgenden behandelten 
Erweiterung werde daher die bisher dargelegte Theorie, die die Ansitze 
(XI) baw. (Xa) verwendet, kurz ,,lineare Theorie‘ genannt. 


b) Die nichilineare Erweiterung der Theorie. 
Die atomare Theorie der Supraleitung, in der Form, in der sie von 
W. HEISENBERG [3], [4] seit 1946 entwickelt wurde, fiihrt auf eine 
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maximale Dichte des Suprastromes, die nicht iiberschritten werden kann 
und von der Temperatur abhangt. Die Gleichungen der linearen Theorie 
k6nnen selbstverstandlich eine solche Maximalstromdichte nicht liefern, 
da @ bei Vorhandensein eines elektrischen Feldes beliebig wachsen 
kann und damit gemaB (XI), (XIa) auch 9’. H. Kopre ({5] und [6]) 
wies gelegentlich einer Untersuchung des elektrodynamischen Verhaltens 
eines Supraleiters nach der HEISENBERGschen Theorie darauf hin, daB 
man dem geforderten Verhalten unter Beibehaltung der Lonponschen 
Gleichungen durch Anderung des Zusammenhanges zwischen ® und Ss! 
Rechnung tragen kann. Setzt man nach Koppe 


t 
G=A-9(S)-¥; — pO=1, olt)=~, (1.1) 


wobei J,, die Maximalstromdichte bedeutet, so kann in der Tat, wie ein 
Blick auf (IXa) zeigt, J,, nur asymptotisch erreicht werden. Die 
Differentialgleichungen (I) bis (IV), ([Xa) und (Xa) verlieren dadurch 
allerdings ihren linearen Charakter. 

M. v. LAUE ({1/], s. auch [12], § 20) gab daraufhin eine ganz all- 
gemeine nichtlineare Erweiterung der Theorie. Es ergab sich, daB 
ohne spezielle Annahme iiber die Funktion 6 = G(9’) die wichtigsten 
Ergebnisse der linearen Theorie, zumindest qualitativ, auch in der nicht- 
linearen Form erhalten bleiben. Fiir den Zusammenhang zwischen & 
und ¢ sind dabei nur ganz wenige, teilweise selbstverstandliche Ein- 
schrankungen zu machen: 

4. Dieser Zusammenhang soll umkehrbar eindeutig sein. 

2. Gleichzeitiger Zeichenwechsel: 


6 (— 3’) = — G (9). (1.2) 


3. Fiir schwache Stréme soll die Funktion © = & (%) in die lineare 
Beziehung (XI) bzw. (XIa) tibergehen. 

4. || und |@| sollen bei gegebener Richtung von 9 gleichzeitig 
zunehmen. N 

5. Bei jeder Anderung von $ soll die entsprechende Anderung von 
® so erfolgen, da8 

(69, 6G) >0 (1.3) 

ist. (4.3) tibertragt sich analog auf die endlichen Vektoren Ss und &, 
die dann stets einen spitzen Winkel miteinander bilden: 


(S', 6) >0, (1.3) 
6. Es muB die Bedingung erfiillt sein: 
aS, 9% 
aa = aa? mn 15.2, 5) 4.4)3 
50, ~ OBy’ (a, B 3) (1.4) 


1 Siehe Abschnitt Ic. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 17 
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Insbesondere hat M. v. Lave ({11], s. auch [12], S. 110ff.) auch fiir die © 
erweiterte Theorie einen Spannungstensor angeben kénnen, der zu- 
sammen mit den MAxwELischen Spannungen im stationaren Zustand 
keine resultierende Kraft auf das Innere des homogenen Supraleiters 
liefert. Diese wichtige Stiitze der Theorie bleibt also im Fall der Nicht- 
linearitat erhalten. 

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Ubertragung einiger 
allgemeiner Satze iiber das stationare Feld in die erweiterte Form der 
phanomenologischen Theorie, die den Zusammenhang zwischen Supra- 
impuls und -stromdichte weitgehend offen 1aBt. 


c) Der Energiesatz in der linearen und der nichilinearen Theorie 
(s. auch [72], § 5 und § 20). 

Da die Abschnitte II und III aufs engste mit energetischen Betrach- 
tungen zusammenhangen, sei hier kurz der Energiesatz abgeleitet. 

Skalare Multiplikation von (I) mit (—) und (II) mit € ergibt 
nach Addition zusammen mit der Rechnungsregel 

(8, rot O) — (Q, rot PB) = div [Q, ¥) (4.5) 

die Gleichung 


—ediv (6, §]=(6 2) +(5, 2) +9. (1.6) 


Wegen (V) wird hieraus fiir den Raum auBerhalb des Supraleiters 
(aM/at =o): 
= {5 e+ 5} +o +cdiv[G, $]=0. 


Fir das Innere des Supraleiters ergibt sich dagegen mit (VI) (e =u = 1) 
oe e€ CD i 
—ediv(€, §]= (6 3-)+(9. 3 JHGEGIS+HEX (4.8) 


oder mit (VIII), ([Xa) und (XI) bzw. (XIa) (linearer Fall): 


oO [1 ae 1 ay on aaa a 

a ‘5 G++ g+t(y %)| +D No.9 6 G.+ediv[E, $]=0. (1.9) 
Zur elektrischen und magnetischen Feldenergie tritt die Supraleitungs- 
energiedichte $ (3, ®) hinzu. 


Im Fall der erweiterten Theorie wird aus dem letzten Term auf der 
rechten Seite von (1.8) mit (IXa): 


t 
: an) é fog 
&, iS = ey — = [ i! g 
(ES) = (9s ai | (beg, )att- 
—_ ty 
t i! und q sind hier als Integrationsvariable aufzufassen, zwischen denen der- 
selbe Zusammenhang wie zwischen 3! und @ besteht. j!(!) =3!; g(t) = 6. 


amy 
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Als Supraleitungsenergiedichte ergibt sich damit 


t 


wis f (i, sede. (1.10) 


a 


_ wenn ¢) der Wert Null der Strémung entspricht. Es ist zu fordern, 


da8 W’ nur von dem zur Zeit ¢ herrschenden Wert von & abhangt, d.h. 


a 
W' =f (i', dq) (1.41) 
0 
mu8 unabhangig vom Weg im Raum der gq, sein. Notwendig und hin- 
reichend dafiir ist die Bedingung 


e3, _ 3) 
Gg OW 


Dies ist Bedingung 6 [Gl. (1.4)] von Ia. Damit wird der Energiesatz 
in der erweiterten Theorie: 


1 


S 
aise 2 +f da)f +E Loa GG. +e div E, §]=0. (1-12) 
0 a 


II. Der Eindeutigkeitssatz fiir das stationare Feld 
in der nichtlinearen Theorie. 


In der MAxwettschen Theorie der Normalleiter 1aBt sich das sta- 
tiondare elektromagnetische Feld in zwei Abschnitten berechnen. Zu- 
nachst ergibt sich aus der Elektrostatik eindeutig die Stromverteilung 
im Leiter und bei Kenntnis dieser 14Bt sich aus den Stromdichten ein- 
deutig das zugehdrige Magnetfeld ermitteln. Eine solche Aufspaltung 
ist beim Supraleiter nicht méglich, denn einerseits bedingt ein an den 
Supraleiter herangebrachtes stationares Magnetfeld bereits einen Strom 
in diesem, wadhrend ihrerseits die Stromverteilung wieder auf das 
Magnetfeld zuriickwirkt. Es ist daher fiir die Theorie der Supraleitung 
von besonderer Wichtigkeit, die Frage zu beantworten: Ist durch die 
gegebenen duBeren Bedingungen das stationdre Feld im Supraleiter 
eindeutig bestimmt oder nicht? Als solche kommen in Betracht die im 
AuBenraum vorhandenen Oxnmschen Stréme, die permanenten Magnete 
und die bei einem n-fach zusammenhangenden Supraleiter vorhandenen 
n—1 Ringperioden, die den »—1 méglichen Dauerstrémen! Rechnung 
tragen. 

Die Definition der Ringperiode S, ergibt sich aus einer Umformung 
der Gl. (Xa). Fithrt man das aus der MAxwettschen Theorie bekannte 


1 Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie der Dauerstréme, in der der 
Begriff der Ringperiode eingehend erlautert wird, findet sich in [12], § 12. 


Wis 
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Vektorpotential 2 gemaB der Gleichung 
B=—rotxX, (2.1) 


die sich im Supraleiter zu 


§ = rot (2.2) 
vereinfacht, ein, so wird aus (Xa) 


rot (¢§+A)=—0. 
Integration ergibt 
cG% + A= grad V. (2.3) 


Der hier eingefiihrte Skalar Y heiBt das Supraleitungspotential und ist, 
da (2.3) nur im Innern des Supraleiters gilt, auch nur in diesem Bereich 
definiert. Die Ringperiode S, ist das Linienintegral dieser Gleichung 
iiber eine geschlossene, vollstandig im Supraleiter verlaufende Kurve C: 


Sc = $ grad, ds =§$ (cb, +U)ds=c$G,ds+fB,do. (2.4) 
G Cc Fe 


F, ist eine beliebige, von der KurveC berandete Flache. S¢ ist im 
einfach zusammenhangenden Supraleiter immer Null, da wegen rot 
grad=0 das nach dem StoxeEsschen Satz umgeformte Linienintegral 
verschwindet, ebenfalls im zweifach zusammenhangenden (ringférmigen) 
Korper fiir Kurven erster Art. Fiir Kurven zweiter Art darf jedoch 
die Umformung in ein Flachenintegral nicht vorgenommen werden, da 
die von C berandete Flache notwendig teilweise auBerhalb des Supra- 
leiters verlauft. S; kann daher in diesem Fall einen von Null verschie- 
denen Wert haben, der aber fiir alle Kurven zweiter Art der gleiche ist. 
Entsprechendes gilt fiir den #-fach zusammenhangenden Kérper, im 
folgenden soll jedoch der Einfachheit halber immer nur vom héchstens 
zweifach zusammenhangenden die Rede sein, da die Verallgemeinerung 
keinerlei Schwierigkeiten macht. 

Durch Differentiation von (2.3) nach der Zeit kann man noch einen 
wichtigen Satz iiber die Ringperiode ableiten. Das dem Vektor- 
potential Yt entsprechende elektrische Potential ® ist definiert durch 


—grad@. (2.5) 
Folglich ergibt (2.3) unter Zuhilfenahme von (IXa) und (2.5) 
—cgrad@ = grad cad 


und da ® im ganzen Raum existiert und daher eindeutig ist, ergibt 
Integration iiber die im Supraleiter verlaufende Kurve C 


d dS 
dt { grad, Yds} = = 0. (2.6) 
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Die Ringperiode S¢ ist unveranderlich solange der K6rper supraleitend 
bleibt. Da sie durch (2.4) mit dem bei Eintritt der Supraleitung durch 
eine eventuell vorhandene ringférmige Bohrung hindurchtretenden Feld- 
flu8 verkniipft ist, stellt die Ringperiode eine in gewissen Grenzen frei 
wahlbare auBere Bedingung im oben angegebenen Sinne dar. 

Von Gl. (2.3) ausgehend hat M. v. Lave ([12], S. 57ff.) unter den 
Voraussetzungen, daB das Feld stationar ist und dem Supraleiter kein 
Strom zugefiihrt wird, die folgende Gleichung abgeleitet: 


5 {GO art 4 fugear=t [Ser + [(@% sae) | 


(s) (r) (e) ‘ 
: | (27) 


— 5 / Mar, 


und daran ankniipfend den Eindeutigkeitssatz der linearen Theorie 
ausgesprochen: ,,Die Ringperiode S., sowie die OuMschen Stréme und 
die permanenten Magnete bestimmen das Magnetfeld und die Supra- 
stromung eindeutig.‘“ Denn nimmt man zwei verschiedene, darin iiber- 
einstimmende Felder an, so verschwindet fiir das Differenzfeld, das 
ebenfalls den Gleichungen der linearen Theorie geniigt, die rechte Seite 
von (2.7). Die linke Seite stellt aber die gesamte Feldenergie des sta- 
tionaren Feldes dar und ist notwendig positiv und nur dann Null, wenn 
iiberall §’ und § Null sind, das Differenzfeld also verschwindet. Der 
Beweis 14Bt sich auch auf den Fall ausdehnen, daB dem Supraleiter ein 
Strom zugefiihrt wird (s. [12], S. 60ff.). 

In die nichtlineare Theorie kann der Beweis der Eindeutigkeit in 
dieser Form nicht iibertragen werden, denn die Differenz zweier Lésungen 
stellt hier nicht wieder eine Lésung dar. Die Ableitung von Gl. (2.7) 
macht zwar nur von den beiden im stationaren Fall das Feld beschrei- 
benden Grundgleichungen 

crot§ =—Q, 


rot §=—9} 


und nicht von dem Zusammenhang zwischen ®& und & Gebrauch. Sie 
ist daher formal auch noch fiir die Differenz zweier Lésungen 6,, %, 
_ $1; Ge, 9%, Hy giiltig, da diese Differenz ebenfalls die beiden Grund- 
gleichungen befriedigt. Aber das Produkt 


(Si 32, G, —G) 


ist nicht mehr notwendig positiv, falls (3, ©) und (3), Gs) einzeln 
der Forderung (1.3a) gentigen. Lediglich fiir den Fall, daB ¥ und & 


1 Dort mit (12.21) bezeichnet. |J/| ist die Starke des Stromes im Ring. 
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gleiche Richtung haben, ist (1.3 a) auch noch fiir das Differenzfeld erfiillt, — 
so daB der Beweis fiir diesen speziellen Fall iibernommen werden kann. 
Fiir die allgemeine Form des Beweises soll jedoch ein ganz anderer 
Weg eingeschlagen werden. In fast allen Gebieten der Physik gibt es 
Verkniipfungen den Zustand charakterisierender GréBen, die fiir alle 
wirklichen Zustainde bei Einhalten gewisser Nebenbedingungen zum 
Minimum werden. Solche Ausdriicke werden meist als Potentiale be- 
zeichnet. Gelingt es, fiir das Feld des Supraleiters ein solches zu finden 
und zu zeigen, daB es eindeutig von den auBeren Bedingungen abhangt 
(Ringperiode, OuMsche Strome und permanente Magnete), so ist die 
Eindeutigkeit erwiesen!. Es wird behauptet, daB der Ausdruck 


Pal a 1 . 
V=S{J@da) +5 ao (99) } ae (2.8) 
r) 0 


dies leistet. Er enthalt die gesamte freie Feldenergie, die im stationaren 
Fall auftritt [s. Gl. (1.12)], denn wegen Grundgleichung (IXa) ist in 
diesem Fall © =0. Daneben tritt noch ein Glied auf, das der Konstanz 
der Oumschen Stréme Rechnung tragt. 

Zunachst fithren wir drei Umformungen durch. Durch partielle 
Integration erhalt man 


S gt 
W'= f (dg) = (G, S) —J (g, 41). (2.9) 


0 0 


Ferner ergibt sich nach dem Ansatz (V) und (2.1) 
B= nH + M=—rot A 
und nach skalarer Multiplikation mit § 


S(B, 8) dr = f{u $2 + (M, H)} dr = f(rot U, H) dr. 


(r (r) (r) 


Wegen der Rechnungsregel (1.5) und Gl. (II) ist 


[ (rot U,H)dr= [(@,rot $) dr + faiv (X, $d 
(7) (7) (r) 


=— | (U,9°+9)de— [1 81,.do. 


(r) 0 


Das Oberflachenintegral kann iiber die unendlich groBe Kugel erstreckt 
werden, da die Tangentialkomponenten von % und § und somit auch 
die Normalkomponente [l, §],, stetig sind und verschwindet daher, da 

* Die Anwendung eines Minimalprinzips in der Theorie der Supraleitung findet 


sich erstmalig in [2]. E. Coox zeigt dort mit dessen Hilfe, daB die Konstante in 
(X’) notwendig verschwindet. 
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sich allein schon § im Unendlichen wie R-’ verhalt. Damit wird 


fee +m gpdr=* fg4 gar (2.10) 
a (r) (r) 


a fesar= (WU, S$) —u H2—(M, S)}ar. (2.41) 


Aus V wird mit (2.9) und (2.11) 


gl 
v= |{(, 3)—f (di) +59) Suge @, g)}ar 
(r) 0 


und schlieBlich noch mit Grundgleichung (Xa) 


gl 


3 


v= fit (3', grad Y) —[(, ai’) > $7 — (Me, s)} ar. (2.12) 


(r) 0 


Jetzt ist zu zeigen, daB V fiir eine Feldverteilung, die den Grund- 
gleichungen geniigt, zum Minimum wird. Das bedeutet nach den 
Regeln der Variationsrechnung 


6V=0 
bei Variation von 9’, grad Y¥ und § unter den Nebenbedingungen 


Siar , 
rot $+ (3°-+ $) =0, (2.13) 
S¢ = const; IM = const; + = const. (2.14) 


Multipliziert man Gl. (2.13) skalar mit & als LAGRANGE-Multiplikator 
und fiigt sie dem zu variierenden Integranden bei, so wird dieser 


3g! 
a y, hy eos 2. mM, )— (g, ai’) + 
* (¥, grad ¥) — 4 1 §*—(M, § s ah 
+ (u, rot §— + (99+ 99). 


Bei Variation der drei oben angegebenen GréBen ergibt sich 


9 = (grad ¥, 6!) + > (S', dgrad ¥) — (6, 66) — 
- c (2.16)? 


— (M, 6) — (G, 6) + (A, rot 6) —~ (A, 63). 


1 Die Variation von grad W ist nicht unabhangig von 6j/ und 6%, jedoch 
wird sich zeigen, daB das Glied mit 6 grad ¥ fiir sich allein verschwindet. 
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Anwendung der Vektorgleichung (1.5) auf den Term (, rot 69) und. 
Einsetzen von 62 in das Volumenintegral fiihrt auf 


sV= A(z grad ¥— & — * a1), 53!) + ({rot &—wH —M], 5H) + 
(") (2.47) 
be dgradP)} dr 4 fo $],do. 
(0) 
Das Oberflachenintegral verschwindet aus dem bei Ableitung von (2.10) 
angegebenen Grund. Wegen der vorausgesetzten Giiltigkeit der Glei- 
chungen 


c®+UA=gradV 
HH+M=B=rot x 


werden die beiden ersten Terme Null und es bleibt 


év=t [(3', dgradY) dr. (2.48) 
(5) 
(Der Index s am Volumenintegral deutet an, daB sich die Integration 
nur iiber den Supraleiter erstreckt.) Nach der Rechnungsregel 
(9', grad 6bW) = div (6¥- F) —6V div ¥ 


1aBt sich das Integral in (2.18) umwandeln. Beachtet man noch, daB 
im stationéren Zustand nach Grundgleichung (VII) div §'=0 ist und 
wendet den GAussschen Satz an, so wird 


7 (3), grad 0) dt =— 7 [ow Sido. 
(s) (Os) 
%;, ist unter der Voraussetzung, daB dem Supraleiter kein Strom zuge- 
fiihrt wird, auf der Oberflache Null, es bleibt also nur der Anteil der 
bei Anwendung des Gaussschen Satzes auf mehrfach zusammenhangende 
Raumteile anzubringenden Querschnitte. Bei einem zweifach zusammen- 
hangenden Ko6rper ist dieser Anteil 


—+ [dv 34do=—+ (6% —9¥y [Si, do. 
(0s) (2) 

Q ist der anzubringende Querschnitt, 6¥Y, und d5¥% sind die Werte 
von 6¥ zu beiden Seiten des Schnittufers (s. Fig. 1), Nun ist allgemein 
Y,—W — f grad, Wds = So. 

1 


Setzt man noch 


7 On, do=T , (2.19) 
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dessen Betrag die Starke des Ringstromes angibt, so wird 


4 (9! grad bY) dv = 1.55, -1 (2.20) 
(s) 


und da S¢ nicht variiert werden soll [s. (2.14)], verschwindet auch 
dieser Anteil. Somit ist tatsachlich 


d6V=0 
falls die Feldgleichungen erfiillt sind. 


Es ist nun noch zu untersuchen, ob dieser stationdre Wert von V 
tatsachlich ein Minimum ist. Zu diesem Zweck betrachten wir die 
Anderung von V in der Umgebung des 
Extremums bei einer vollstandig freien 
Variation der FeldgréBen. Dabei wird 
sich zeigen, da8 das Potential in der 
urspriinglichen, in (2.8) gegebenen Form 
notwendig zunimmt, das Extremum also 
ein echtes Minimum ist. Die Form (2.12) 
ist aus (2.8) durch Umformungen unter 
Benutzung der Feldgleichungen hervor- 
gegangen, stimmt also mit (2.8) nur 
dann iiberein, wenn diese erfiillt sind. Daher wird das Potential in 
der Form (2.12) bei einer Variation, die an keine Nebenbedingungen 
gebunden ist, also auch die Feldgleichungen verletzen kann, in der 
Umgebung des stationaren Wertes nicht notwendig zunehmen und stellt 
demnach kein echtes Minimum dar. Da fiir den folgenden Beweis 
des Eindeutigkeitssatzes jedoch nur eine Variation verwandt wird, die 
die Grundgleichungen nicht verletzt, stimmt (2.12) mit (2.8) tiberein, 
und es kénnen die Aussagen, die an (2.8) iiber die zweite Variation 
gewonnen werden, in diesem Fall auf (2.12) tibertragen werden. 


Aus Gl, (2.8) folgt (3° wird nicht variiert!): 
&V=ViG+66,5+65,4+6Y-—VG, h, wy. 


Fig. 1. 


Aufspalten in die drei Summanden von (2.8) ergibt: 
GidG 
eny=s{ fp W.da)— Ftsds)}ae 
(s) * 0 
+56 
= f ste (i!,dg) dt = f (9',6G)dt+4f (66,63) dr 


(s) G (s) (s) 


1 Diese Gleichung gilt natiirlich ganz allgemein, also auch fiir endliches ee 
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bei Entwicklung des Integrals bis zu Gliedern, die von zweiter Ordnung 
klein sind. 


82V,=dV, +4 f (5G, 69!) dr 
(s) 


Y= fu +05) —2n 3dr = 9H +f du OH) ae, 
a,= It- * (H+ 5%, 9%) + 2 aeherntn 
Aufsummieren ergibt 
HV =D OV, = OV +f 4(0G, 69) +41 (69)84e. 


Dieser Ausdruck ist notwendig positiv, denn 6V ist Null und wegen 
Voraussetzung 5, S. 249 ist 


(66, 63 = 2d Bes. 783 85 


(Der Zusammenhang zwischen © und 9’ wurde ja bei der Variation 
ungedndert gelassen, 6 ist also durch 53 =! bestimmt.) 6?V ist nur dann 
Null, wenn an jeder Raumstelle die Viriotote von 9 und § ver- 
schwinden. 


SchlieBlich muB noch eine Beziehung zwischen 


3! 
v= ft ($', grad ¥) — | (g, di) —= uO? —(M, hae 


(r) 


und den auBeren Bedingungen hergeleitet werden. Dazu gehen wir 
wieder von Gl. (2.3) aus 


cq +a=gradyt. 


Wir denken uns nun denselben Supraleiter in unendlich vielen Exem- 
plaren hergestellt und darin von Anordnung zu Anordnung unendlich 
wenig verschiedene stationare Felder, die alle den Grundgleichungen 
gentigen sollen, durch unendlich wenig verschiedene auBere Bedin- 
gungen erzeugt. Ein Exemplar soll das Feld Null enthalten und eines 
das Feld ¥', &, WU und grad ¥Y%. Dann ergibt Integration von (2.3) in 
einem festen Raumpunkt iiber alle Anordnungen mit i! als Integrations- 
variable 

I 


Sg g! 3! 
oa" (q, dt’) nek a, di’) = figrad y, di), (2.214) 


+ Die kleinen Buchstaben sollen wiederum andeuten, daB die GréGen der 
Gleichung variabel gedacht sind (vgl. Anm. S. 250). 
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Dabei ist die obere Grenze 9 eine Funktion des Ortes. Bei Integration 
iiber den Raum des eae erhalt man 


= 
ost g, di’) yar sh (a,dv)dr=f f (grady, di’) dt. 
(s) 0 (s) 0 
Die rechte Seite ]aBt sich wiederum gema8 Gl. (2.20) umformen, da 
die Integration tiber i’ nur mégliche Zustande durchlauft, also div di! =0 
ist. Damit wird 


3! 3! 1! 
eff (g,dt)dr+ ff (a, di’) Tato es dt’; di'=fdilido. (2.22) 
(s) 0 (s)0 Q 


Die hier auftretende Veranderlichkeit von s¢ steht nicht im Wider- 
spruch zu der Forderung zeitlicher Konstanz von s¢ [Gl. (2.6)]. Die 
geschilderten Anordnungen sind ja zeitlich unabhangig voneinander, 
wobei natiirlich die Ringperiode von Anordnung zu Anordnung ver- 
schieden sein kann. Fiir die magnetischen FeldgréBen gilt die Gleichung 


eh=b—m 


Integration tiber samtliche Felder und tiber den Raum liefert mit } 
als ess 4. 


[uf (,d6)de=Sf (6,5) def m, a) d 


(r) 0 (r) 0 
Umformen der rechten Seite nach (2.1) nes (1.5) os 


Jangtde= ff ove, ab)ar + fF ( a, rot dh) fear m, dh) d 


(r) 0 (p) 0 
a hier sig ts wieder das erste Integral der rechten Seite nach 
Umwandlung in ein Oberflachenintegral. SchlieBlich formen wir noch 
rot dh nach (II) und (VI) um und erhalten 


[ee gar—tfflaanert! {fosmexf fimanee- (2s 


(r) (s) 0 (e) 0 
Die Indizes e unu p bedeuten Integration tber i Oumsche Strome 
fithrenden Raumteile bzw. die permanenten Magnete. Zusammenfassung 
von (2.22) und (2.23) ergibt 

aL 


[{- floss —Spafar=—t fot 
(7) 0 0 
4 ffiaamars [fom.a0ee 


(e) 0 
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Setzt man dies in den Ausdruck fiir V ein, so wird dieser 


rt 


hg 
1 uae : 
v= [ (9, grad) dx — 5 eodaaray | eetas 
(e) 


(s) 0 
— fm, g)ar +f fmanar. 
(P) (p) 0 


Den ersten Term formen wir mittels (2.20) um und erhalten, wenn man 
die Integrale analog (2.9) zusammenfaBt, endgiiltig 


Ve ft (3!, grad) -fi.dy—t eee g)} ar 
(7) : . 6 " (2.24) 
= L| ftasc—f f(e.ai ar} — [ [ (6.4m) dr. 
0 (2) 0 (p) 0 


Damit ist der gewiinschte Zusammenhang hergestellt und die Eindeutig- 
keit erwiesen. Um dies einzusehen nehmen wir an, es gabe zu vor- 
gegebenen aduBeren Bedingungen zwei Lésungen der Feldgleichungen. 
Dann stellen wir uns zwei Reihen der oben geschilderten geometrisch 
gleichen Supraleiter vor, in denen von Anordnung zu Anordnung diffe- 
rentiell verschiedene Felder erregt werden. Denkt man sich die Supra- 
leiter jeder der beiden Reihen laufend durchnumeriert, so sollen zwei 
Glieder, die die gleiche Nummer tragen, in den auBeren Bedingungen, 
also in Ringperiode, OHMschen Strémen und permanenten Magneten 
iibereinstimmen, jedoch fiihre die eine Reihe zu der Lésung @,, 3, §,, 
die andere dagegen zu ,, 9), Sy, wahrend beide Reihen vom feld- 
freien Zustand ausgehen. Der Endzustand entspricht also den beiden 
Lésungen der Grundgleichungen. Dann muB es notwendig fiir die 
Feldverteilungen von Suprastrom, Supraimpuls und Magnetfeld einen 
Verzweigungspunkt geben, von dem ab sich die beiden Reihen in diesen, 
nicht zu den im AuBenraum vorgegebenen Bedingungen zahlenden 
GréBen unterscheiden. Je zwei korrespondierende Anordnungen, die 
also nach der oben eingefiihrten Abzaihlung gleiche Nummern tragen 
und unmittelbar hinter dem Verzweigungspunkt liegen, unterscheiden 
sich demnach an einem oder mehreren Raumpunkten differentiell in 
den Feldvektoren 3’, 6 und §, waihrend die auBeren Bedingungen iiber- 
einstimmen. Bis zu diesen Anordnungen fiihren wir die Integrale der 
rechten Seite von (2.24), deren obere Grenzen ja gerade die vorgegebenen 
auBeren Bedingungen So, §°(x, y, 2), M(x, y, z) darstellen. Dies liefere 
bei Integration tiber die eine Reihe den Wert V, bei Integration iiber 


™ 
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, ae A ; . 2 
die andere V’. Die Integrationen sind dabei als Summationen iiber die 
verschiedenen Supraleiter aufzufassen: 


: iy 1 ; 
V=lim [: tH Asc,— : fi, Ai®) dr— [(6,,4m,) dx \ 
v1 (e) (p) 


t ° 1 ww , 1 , ‘ar , , 
V’ =lim ‘aaa Scy—= - (ay, Ait’) dv— f (8, Am, arf 
) (P) 


v bezeichnet die Nummern der Supraleiter in der einen Reihe, »’ die 
entsprechenden der anderen Reihe. Asc,, Ai? und Am, sind die zu 
gleichen Raumpunkten gehérenden Zunahmen dieser GréBen von der 
Anordnung y—1 zur Anordnung ». »=0 ist der feldfreie Supraleiter, 
wahrend die beiden sich entsprechenden Supraleiter hinter dem Ver- 
zweigungspunkt beide die Nummer » tragen. Es ist also 


, an a “07 , 
Scn=Scn> L, =a! mM, = M1, 


aber 


Le ee ee 
= +60; 


a, =a, + da,; n=O, +05, 
und damit auch 
W=i+ot; g,=Gn t+ On, 


da sich diese FeldgréBen differentiell unterscheiden. Die linke Seite 
von (2.24) ist aber gema8 dem oben durchgefiihrten Minimalprinzip 
fiir alle den Grundgleichungen geniigenden Felder ein Minimum und 
nimmt bei Variation der Feldgr6éBen not- 
wendig zu. Da die zu V und V’ gehoren- 
den Felder durch eine Variation in- 
einander iibergefiihrt werden konnen, 
miBte einmal V>V’ und zum anderen 
V’>V sein. Das heiBt, daB die Felder 
iibereinstimmen und V=V’ ist. Damit 
ist bewiesen, daB die Integrale in (2.24) 
eindeutig sind, nun muB noch gezeigt 
werden, daB sie auch wegunabhangig Mie 

im Raum der sc, i® und m sind oder 

anders ausgedriickt, da& man die verschiedenen Lésungen auch nicht 
dadurch herstellen kann, daB man beide Reihen iiber verschiedene auBere 
Bedingungen zu ein und demselben Endwert Sc, S° und $M integriert. 
Der Nachweis dafiir ist aber bereits in dem oben angegebenen Beweis 
enthalten. Da die Integration jedesmal vom Nullzustand ausgeht, 
lassen sich in diesem Falle immer zwei Wege angeben, die zu dem oben 
besprochenen Punkt gleicher duBerer Bedingungen, aber differentiell 
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verschiedener Felder im Supraleiter fiihren. Das soll an einem Beispiel 

erlautert werden (Fig. 2). Das Integral J sei wegabhangig aber ein- 
deutig in der x, y-Ebene. Bei Integration von Null bis A lifere es 
iiber den Weg a den Wert J, tiber a’ den Wert J’=- J. Nun integrieren 
wir zum Punkt A, itber die Wege a, und a;. Dann ist entweder J, = i 
und der gesuchte Punkt, in dem J’=J+6/ ist, liegt zwischen A 
und A,, oder es ist J, Jj. In diesem Fall wahlen wir einen Punkt As 
auf a’ und verfahren genau so wie bei A und A,. So kommt man not- 
wendig zu einem Punkt A,, auf den man den Beweis anwenden kann. 


Also ist auch fiir die nichtlineare Theorie der Satz bewiesen: Die 
Ringperiode S,, die OHMschen Stréme sowie die permanenten Magnete 
bestimmen das stationadre Feld des Supraleiters eindeutig. Die Ableitung 
erfolgte unter der Voraussetzung, daB dem Supraleiter kein Strom zu- 
gefiihrt wird, man kann sich jedoch auch hier auf dieselbe Weise von 
dieser Einschrankung freimachen wie dies in der linearen Theorie geschah 
(s. [22], $42, 5. OGff.). 


III. Das elektrodynamische Potential in der nichtlinearen Theorie. 


Das elektrodynamische Potential ist bereits aus der MAXWELLschen 
Theorie bekannt. In plausibler Erweiterung auf die beim Supraleiter 
vorliegenden Verhaltnisse ist es durch folgende zwei Satze definiert: 


4. Sind gegeben die Lagen aller Kérper zueinander, die OHMSchen 
Stréme in ihnen, der permanente Magnetismus und die Perioden S; 
etwaiger Ringstréme, so stellt sich das stationare Feld auf ein Minimum 
des elektrodynamischen Potentials ein. 


2. Bei allen quasistationaren Anderungen des Feldes, die als Folge 
von Verriickungen der Materie stattfinden, ist die vom Felde geleistete 
Arbeit 0A gleich der Abnahme des elektrodynamischen Potentials 
(— 6V)3. 

Unter der Beschriankung, daB dem Supraleiter kein OnMscher Strom 
zugefiihrt wird, geniigt in der linearen Theorie, wie M. v. LAvE gezeigt 
hat ({10], [12], § 14), den obigen Satzen der Ausdruck 

1 


Viewee SP [3 (¥, 6) + 4S? + (MR, §)} dr. (3.4) 


(r) 
Kiir die nichtlineare Theorie haben wir bereits in Abschnitt II ein 
Potential V gefunden, das der ersten Bedingung geniigt (Gl, (2.8)}. 
Die Behauptung ist nun, daB der dortige Ausdruck bereits das elektro- 
dynamische Potential darstellt. Es mu8 also noch gezeigt werden, daB 
auch die zweite hier angegebene Bedingung erfiillt ist. 


* Die Formulierung der Satze ist aus [12], § 14 bernommen. 


+N 
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V tbernehmen wir in der in (2.12) gegebenen Form 


g! 
1 ‘ 
v= fi! (, grad ¥) — [ (g, dit) — 4 sem, s)he. (3.2) 
(r) d 
Durch eine Umformung gemaB (2.20) kann V in eine der Gl. (3.4) 
ahnlichere Form gebracht werden: 


3! 


V=+ScI'— [\foao+ +5 HG + ( G)}ar. 33) 


(r) 
Fiir den linearen Ansatz (XI) bzw. (XIa) wird 


gs? 
J (g, di’) = 4 (34 G) 
0 


und die Gl. (3.1) und (3.3) stimmen vollkommen iiberein, wie es ja 
auch sein muB, denn die nichtlineare Theorie muB die lineare als Grenz- 
fall enthalten. Der wesentliche Unterschied ist’ allerdings der, daB in 
der linearen Theorie $(3’,G) die gesamte Supraleitungsenergiedichte 


3 
darstellt, wahrend dies bei [ (g, di’) im allgemeinen nicht mehr der Fall 


ist [s. Gl. (4.11), (2.9)]. 
Satz 2 ist erfiillt, falls sich die Potentialabnahme darstellen 1aBt in 
der Form 


—dV =f {(R, du) +4(B, rot du)} dr, (3.4) 
(7) 
wobei du eine kleine, von Ort zu Ort stetig wechselnde Verriickung 
darstellt, wahrend & die Kraft je Volumeneinheit und das auf den 
Mechanismus der Supraleitung wirkende Drehmoment ist?. Dann ist 
die rechte Seite von (3.4) die Arbeit des Feldes. 

Der Beweis schlieBt sich eng an den entsprechenden der linearen 
Theorie an, so daB die Teile, die nicht von dem gednderten Zusammen- 
hang zwischen & und % betroffen werden, direkt aus [10] bzw. [12], 
§14 iibernommen werden kénnen. Es soll auch hier gelten 


5f38do'=0; df M,do'=0. (3.5) 


do’ ist im Gegensatz zu do eine an der Verriickung teilnehmende Flache. 
Dann sagt (3.5) aus, daB der Oumsche Strom sowie die permanente 
Magnetisierung eine materielle Flache vor und nach der Verriickung 


1 DaB auf den Mechanismus der Supraleitung im stationaren Fall ein Dreh- 
moment ausgeiibt wird, zeigte M. v. Lave ([22], § 13, Abschn. h; fiir die nichtlineare 
Theorie [77] und [12], § 20f.). 
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mit derselben Starke durchsetzen, Induktionswirkungen infolge der Ver- _ 
riickung miissen also durch Veranderungen der elektromotorischen 
Kriafte kompensiert werden. Weiter sollen die Materialkonstanten 
(u und der Zusammenhang zwischen © und S') ihre Werte in einem 
materiellen Punkt nicht andern. Dann wird wegen der allgemein fir 
einen Skalar giiltigen Beziehung 
du = 6m + (du, grad py), 

wobei dj die Anderung in einem materiellen (mitbewegten) Punkt 
gegentiber der Anderung dy in einem festen Raumpunkt ist, 

5u =—(6u, grad yp). (3.6) 
Ferner auf Grund der allgemeinen Beziehung, die die Anderung des 
Flusses durch eine mitbewegte Flache angibt 


bf B, do’ = f {OP + div ®- du—rot [du, P]},do't 


wegen div §°=0 (im stationaren Zustand) und (3.5) 


ee 6§°= rot [6u, 3°) (3.7) 
dM = —div M- du + rot [du, M]. (3.8) 

Im Innern des Supraleiters ist 
div 3 = (3.9) 


und an seiner Oberflache, da auch hier vorausgesetzt werden muB, 
daB dem Supraleiter kein Strom zugefiihrt wird 
3, = 0. (3.10) 
AuBer an der Grenzflache des Supraleiters seien alle Uberginge stetig 
gedacht. 
Aus dem angegebenen Ausdruck fiir V folgt, wenn man bedenkt, 
daB die Ringperiode konstant bleibt [Gl. (2.6)] 


. 3 
—dV =— . S61 +l uO? + (M, H) + fiaavar, 
0 


(r) 


Zerlegung in die einzelnen Anteile ergibt 


5 
—~3V=—- meee (3.44) 
ST, = f(B,8H) dr m= 16, 8M) dr; 
si,—"f4gtduee: =f (0, 89) dt; 


ie L851] gq, di')dr. 


t Siehe (14), Sy 129. 
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63! soll Variation bei konstantem S$! bedeuten. Im einzelnen wird 


d= | (rot X, 9) dr = [ (21, rot 8) a Sec bibak + (U, S93} dz 
(r) (r) 


nach (2.1), der Rechnungsregel (1.5) und eee (II). Folglich 
it (2.3) 
dU +6y=" jf 28" ax + | (grad ess 
(7) (s) 
oder mit (3.7) und (2.20) 


6y,4+6y%=4 | [ (XL, rot [6 u, $°) otis 


(r) 
Anwenden von (1.5) und (2.1) ergibt schlieBlich 


6+ %= + | (du, [9°, B]) dx ++ sar. 
(r) 
Weiter ergibt sich mit (3.8) 


= (9, [rot [du, M] —du- div M]) dr 
(2) 


An dieser Stelle ist die Bedingung wesentlich, daB sich die Raume des 
Supraleiters und der permanenten Magnete gegenseitig ausschlieBen. 
Denn nur dann gilt mit Grundgleichung (II) 


6%,= [{—4 (6x, [9° M]) — (du, H div M)} ae 
(P) 
SchlieBlich nach (3.6) 


6V, = —4 f H* (bu, grad p) dt. 


(r) 


Wesentlich anders als in der linearen Theorie ist die Umformung von 
6V,. Es ist zu untersuchen wie sich der Ausdruck 


Fadi) 
0 


unter der Nebenbedingung des konstanten 9’ bei einer kleinen Ver- 
riickung der Materie andert. Zu diesem Zweck benutzen wir die im 
Anhang abzuleitende Gleichung, die die Anderung einer beliebigen 
Funktion des Ortes angibt, falls die Materie die Verriickung du erleidet: 


0D, 
dD iy) = 8D + Diy — Oem + D Gyr Ouj. (3.12) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 18 
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Dabei bedeuten dQ, die Anderung der Funktion in einem materiellen 
Punkt, 6@,,) die Anderung in einem festen Raumpunkt und Di,) den 
Wert der Funktion in bezug auf ein mit der Materie infinitesimal mit- 
gedrehtes Koordinatensystem. Die Drehmatrix ist (s. Anhang) 


1 by, —OP2 


(a;.) =| —O@s 1 bg, (3.13) 
bf, —dq, 1 
dp, = } (rot bu);. (3.13') 


Ferner geniigen die «;, der Bedingung 
2 tin O57 = Ons. 


Gl. (3.12) wenden wir auf die Funktion 


an. Dann wird 


Din = J (9, di"). 
0 


Dabei ist 3” = 3', denn die Anderung des Integrals soll ja bei materiell 


konstantem % berechnet werden. Der Integrand ist ein Skalar, andert 
also seinen Wert bei einer Drehung des Koordinatensystems. nicht. 
Dennoch ist nicht ®,)=®,,), denn bei der Integration kann der Zu- 
sammenhang zwischen q’ und i’ ein anderer sein als im ungedrehten 
System. Wir miissen daher in diesem integrieren, haben dann aber zu 
beachten, daB sich die obere Grenze transformiert: 


3! gt 


Do = f(g’, di”) = f(g, dt). (3.14) 
0 0 
¥! ergibt sich nach der bekannten Transformationsgleichung fiir einen 
Vektor 


als 


Nach 9! aufgelést 


sth ~ km se : (3.45) 


Aus der Matrix (a,;,) sind die Beziehungen abzulesen 


aii 


= 4; (t= 4, 2,3); X;, = — Oi, (t+). (3.16) 
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Es wird also nach (3.14) und (3.15) mit den Werten der «, %, aus (3.13) 
und (3.16) 
Zim Bin 
Pn=> Sf gedit 
k OO 


3i— Ses 3h+ S92 3t d¢3 3/4 3,-5 3! —S 923) + 50 34+ 3h 
= u Qy diy + f Ge dty+ f Qg @ ty 
0 0 


= 5 fndi+on, 10, 38a) + 
+ 45 2 (33 G, — Fi Gs) + 6 ps (Bi Ga — J} G,) 
bis auf GréBen, die von zweiter Ordnung klein sind. Mit (3.13’) laBt 
sich der Ausdruck zusammenfassen zu 
3i 
Pin => f ond — $ (rot du, [G, $'J). 
In Gl. (3.12) eingesetzt aad das 


I 


dai} (g,di) = yf (di) —+ (rot du, ©, $1) + 
0 ie 


+ Dew (Ff Fadi )) du. 


(3.17) 


Um die Differentiation von 
l 


3 . 
J (g, 4’) 

0 
nach den Koordinaten durchfiihren zu kénnen, wurden von M. v. LAVE 
({17], [12], S. 111) gelegentlich der Ableitung des Spannungstensors in 
der nichtlinearen Theorie Parameter #, eingefiihrt, die den Zusammen- 
hang zwischen % und §’ charakterisieren und bei Inhomogenitat des 
Supraleiters ied ci des Ortes sind. Beachtet man noch, daB, wie 
schon erwahnt, der Zusammenhang zwischen & und {! sich in einem 
materiellen Punkt nicht andern soll, daB also 

3! 

di J (g, di’) == () 

ist, so liefert (3.17) 


l 


3 
Bic f3?, (g, di’) = raPagta uy ee > fie (20 adi, + 5 (rot ou, [G, 3). 


4 Whe! 
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Aufsummieren simtlicher Bestandteile ergibt gemaB der Gleichung 
5 
—6V=—~ S_ 6]! + > 6V, 
z 


die gewiinschte Darstellung 
—6V = f {(®, du) +4 (2, rot du)} dr 
(r) 
mit den Werten 


& = + (9°, 1 $] —§ div M—+ H* grad p— Seas. [i dil 


und D=[6, 9). 

Dies sind die bekannten, auch fiir die nichtlineare Theorie aus dem 
Spannungstensor ([J7] und [72], S. 111) schon abgeleiteten Ausdriicke 
fiir Kraft und Drehmoment je Volumeneinheit. Darin liegt aber der 
Beweis begriindet, daB der in (3.2) gegebene Ausdruck auch dem zweiten 
eingangs aufgestellten Satz geniigt und somit das elektrodynamische 
Potential in der nichtlinearen Theorie darstellt. 

Zum SchluB soll noch das elektrodynamische Potential in seiner all- 
gemeinen Form mit der freien Feldenergie verglichen werden um zu sehen, 
welche Anderungen dieser Zusammenhang, der fiir die lineare Theorie 
von M.v. LAvE [10] ausfiihrlich diskutiert wurde, eventuell erfahrt. 

Zu ita — gehen wir von (2.8) aus, formen aber gleich W! 
nach (2.9) u 


v= a = (a, di) + Sn §?—— euanfar. (3.48) 
(r) 
Die gesamte freie Salieesd ist im stationaren Fall 


g! \ 
U=[{(G, 9) —f(a.di) + 4n ge} ar. (3.19) 
(r) 0 


Zum Vergleich von V und U bei bestimmten auBeren Bedingungen 
formen wir diese Ausdriicke so um, daB sie die permanente Magneti- 
sierung und die Ringperiode explizit enthalten. Dies gelingt unter 
Zuhilfenahme der Gl. (2.3) [angewandt auf } (, 9')] und (2.10) (ange- 
wandt auf $m *) und man erhalt 


ql 
V=2-Scl'+ [ (6 8, 3) —f (a. 4i) —L @, 9) 4 me, shee, (3.20) 
(r) 6 e 
SoI'+ [ LE, ia (9,47) + (6, 99) — (Mm, her. 6.29 


(1) 


Das elektrodynamische Potential. 269 


Wie in der linearen Theorie ist auch hier, falls das Feld nur durch 
einen Ringstrom und permanente Magnete erregt wird, also oo =0 ist, 
V=U und 6A =—édV =—OU. [Das sieht man auch unmittelbar an 
(3.18) und (3.19).] Dieser Satz mu8 in jedem Fall erhalten bleiben, 
denn wenn keine OuMschen Stréme im Spiel sind, ist das System 
_ energetisch abgeschlossen und die Energiebilanz muB natiirlich stimmen. 
Dagegen gilt nicht mehr der Satz, da8 bei alleiniger Erregung des 
Feldes durch OxumMsche Stréme, also bei Abwesenheit permanenter 
Magnete und eines Dauerstromes, V =—U und 6A=+06U ist. Es 
ist ersichtlich, daB dieser Satz die Gleichheit von 

f4(G. BS) dr, 

(s) 


i fteaia 


(s) 0 


und 


erfordert, was nur fiir die lineare Theorie erfiillt ist. 
Um die Verhaltnisse in diesem Fall noch etwas zu veranschaulichen, 
schreiben wir (3.20) und (3.21) in der Form 


U a se = i= : 
| v=T-T, 
mit 5! 
T= [{s(@,3) —f(adi)} av 
(s 0 


da =O und S=0 ist. In der linearen Theorie ist J, =0. Bei einer 
Verriickung der Materie ist dann 


Allies AT td Ee 
AK OTe 
pA Aves Sar. 
pad 6U+8A=26Tp. 


Diesen Energiebetrag miissen auf jeden Fall die elektromotorischen 
Krafte aufbringen. Wir unterscheiden nun drei Falle gemaB Fig. 3. 
Kurve I entspricht der linearen Theorie, wahrend II und III die mog- 
lichen Kurventypen bei Nichtlinearitét darstellen, Kurve II fihrt zu 
einer Maximalstromdichte J,,. Fir diese drei Fille wollen wir die 
VergroBerung der Doldciersia und die geleistete Arbeit miteinander 
vergleichen. Es soll 5 |3/| >0 an jeder Raumstelle sein. Dann ist 


67, = 3, | (3°, 6) dz>0 
(e) 


270 FRIEDRICH BECK: 


und somit fiir 

Kurve I, lineare Theorte: 

6T,=0; 6U,=6A,>0. 

Die Zunahme der Feldenergie ist gleich der vom Felde geleisteten Arbeit. 

Kurve II, nichtlineare Theorie: 

61, >0; 6U,,>6U,; 6A,,<6A;,. 

Die Zunahme der Feldenergie ist gréBer als in der linearen Theorie, auf 
Kosten der vom Felde geleisteten Arbeit. 

Kurve III, nichtlineare Theorie: 
6T,<0; 6U;;;< 46U;; 
6A;,;>6Ay,. 

Die Zunahme der Feldenergie ist 


kleiner als in der linearen Theorie, 
zugunsten der vom Felde geleiste- 


ten Arbeit. 
bo Das hier erhaltene Ergebnis, 
Is] mm jit) daB bei Erregung des Feldes aus- 
Fig. 3. schlieBlich durch OHMsche Stréme im 
allgemeinen nicht mehr V =—U 


und 6A = 6U ist, steht in Analogie zu den Verhaltnissen beim Magnet- 
feld. Das elektrodynamische Potential eines quasistationaéren Magnet- 
feldes ist in der MAxwettschen Theorie gegeben durch 


V= — 7 6.29 dt, (3.22) 
wahrend die freie Feldenergie im allgemeinen durch 
U= [J (6,a8) ax 6.23) 
dargestellt wird. Auch hier gilt in jedem Fall wegen 
U—V = (8, G) dr (3.24) 


der Satz, daB bei Erregung des Feldes durch permanente Magnete 
V= U, 6A = —6U ist, weil dann das Integral in (3.24) identisch ver- 
schwindet. Dagegen wird nur fiir den linearen Ansatz 


B= uH+M (3.25) 


bei Erregung des Feldes durch Oumsche Stréme V = —U und 6A =6dU, 
fiir den allgemeinen Fall, in dem 8 und § nicht mehr linear miteinander 
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verkniipft sind, kann also dieser zweite Satz nicht aufrecht erhalten 
werden. 

Wir wollen sehen wie sich das in den Gleichungen des Potentials 
und der Feldenergie ausdriickt und schreiben zu diesem Zweck die 
entsprechenden Ausdriicke nochmals auf, diesmal aber auch fiir das 
Magnetfeld in allgemeiner Form gemaB (3.22) und (3.23). Die beiden 
Glieder 


J {he DH? + (M, H)} ar 
(r 


stellen namlich gerade das Integral (3.22) fiir den speziellen Ansatz 
(3.25) dar, der im Vorangegangenen immer vorausgesetzt wurde. Dann 
ergibt sich 
‘ 3! 5) 
V=— S,I' ritic di’) +f(6,ayh ar, 
ro 0 


c 


S 3) 
U=f{f (ds) +f (,ab)} dr. 
(r) ‘o 0 


An diesen Gleichungen sieht man nun, daB sich die Analogie nicht nur 
auf den oben angefiihrten Satz erstreckt, sondern da8 dariiber hinaus 
die Ausdriicke fiir Potential und Energie in Supraleitungs- und Magnet- 
feldanteil formal ganz gleich gebaut sind, wenn man von dem Dauer- 


stromanteil - S_I' absieht, zu dem es in der Theorie des Magnetismus 


kein Analogon gibt. 


Schlu8bemerkung. 


Gerade die Ausfiihrungen tiber das elektrodynamische Potential, 
zusammen mit der Ubertragung des Spannungstensors und den daran 
ankniipfenden Folgerungen fiir die Thermodynamik ([JJ], [12], § 20) 
zeigen, daB die nichtlineare Theorie keine unter Zwang eingefiihrte 
Erweiterung eines an sich abgeschlossenen Gebaudes darstellt, sondern 
daB diese iiberhaupt erst die allgemeine Form einer phanomenologischen 
Theorie der Supraleitung ist. Denn auch in der MAxwettschen Theorie 
gebraucht man ja zur Beschreibung der Felder zwei Vektoren (®, ©; 
%, H) tiber die man allgemeine, von den Verkniipfungsgleichungen un- 
abhangige Aussagen macht. Wie die Verkniipfung im Fall der Supra- 
leitung, also der Zusammenhang zwischen % und S endgiiltig aussehen 
wird, kann natiirlich nur eine atomare Theorie oder das Experiment 
entscheiden. Wie aber die Entscheidung auch ausfallt, die LonpoNnschen 
Gleichungen in der allgemeinen Form und die darauf aufbauenden allge- 
meinen Ergebnisse werden davon nicht mehr betroffen, denn seit Ein- 
fiihrung des Vektors & sind diese ja unabhangig von dem Zusammen- 
hang zwischen ® und 9. 
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Mathematischer Anhang. 


Die Anderung einer beliebigen, aber stetigen und differenzierbaren, 
skalaren, vektoriellen oder tensoriellen Ortsfunktion in einem materiellen 
Punkt bei einer infinitesimalen, stetigen Verriickung der Materte. 


Jede stetig von Ort zu Ort wechselnde Verschiebung du der Materie 
kann in der Umgebung eines Punktes P dargestellt werden als Summe 
aus einer Translation 6u von P und einer Drehung der umgebenden 
Materie dp. (Der Verzerrungsanteil interessiert hierbei nicht.) Dabei 
gilt fiir dg: 

6p; = 6p: cosa;=4 (rot du);. (4.1) 
Die cos a; sind die Richtungskosinus zwischen der Drehachse und den 
Koordiiatenadhwen, Die Anderung einer beliebigen Funktion ®,,) (wobei 
der Index (m) andeuten soll, daB 
es sich dabei um eine skalare, vek- 
torielle oder tensorielle Ortsfunk- 
tion handeln kann), ist in einem 
materiellen Punkt gegeben durch 


AD») = Din) (P’) — Din (P). 


Dabei sind in ®,)(P’), falls es 

Fig. 4. sich nicht um eine skalare Funk- 

tion handelt, die Komponenten in 

bezug auf das gedrehte System (1’, 2’, 3’) einzusetzen (s. Fig. 4). In 
bezug auf das urspriingliche System (1, 2, 3) gilt 


Doy(P') =D (P) + (LO) Su; + 6D (P), 


wobei 6 ®,,) die Anderung der Funktion in einem festen Raumpunkt ist. 
Damit also 
e® 
A Din) = (8 Din)’ + Din) —Diny + (Die — bu) 
Bei Drehungen eines Koordinatensystems transformieren sich die Kom- 
ponenten eines Vektors a nach der Gleichung 
0; = Vaady, (4.2) 


die Komponenten eines zweistufigen Tensors A, nach 


Aap = DD, Mee Of Aes i (4.3) 


yu 


und fiir Tensoren hdherer Stufe entsprechend. Dabei geniigen die « 
der Orthogonalitatsbedingung 


Di % n= Oy. 
+ 


ik 


yt 
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Bei einer kleinen Drehung dg des Koordinatensystems wird bekanntlich 
die Matrix der «;;: 


0 Os a O@s 
(a;,) =1+| — dg 0 op, |. (4.4) 
Op, —dp, 0 
Die Komponenten im gedrehten System werden bei kleiner Drehung in 
nullter Naherung gleich denen im ungedrehten. Die Abweichungen sind 
klein von erster GréBenordnung. Bei Vernachlassigung von Gliedern, 


die von zweiter Ordnung klein sind, wird die Anderung in einem materi- 
ellen Punkt endgiiltig 


, CD, 
AD) = ID) + Din) — Dw) + YG St. (4.5) 


Fiir eine skalare Ortsfunktion @(x,) ergibt sich wegen O’=@ die 


bekannte Gleichung 
dD —6d@ + (grad@, du). 


Weniger bekannt ist jedoch die entsprechende Beziehung fiir einen 
beliebigen zweistufigen Tensor. Wir wenden daher Gl. (4.5) noch auf 
diesen Fall an. Mit D,,) =A, wird (4.5) 


daz = Baw + dev —hw +)" 


he a’ 
aap Ou. (4.6) 


Dabei ist der zweite Index mit «’ bezeichnet, um bei dem nachher auf- 
tretenden zyklischen Vorwartsschreiten Verwechslungen auszuschlieBen. 
«’ braucht natiirlich nicht gleich « zu sein. Aus (4.3) folgt 


Kyat = DD tar ta’ py Avy’ « 


ns 
Fiir kleine Drehungen wird [s. Gl. (4.4)] 
o3=1; t;,=9Q,; jp=— yi (4 a2k)* 


6 y,=4 (rot du);. 


i,k, bedeutet zyklisches Vorw4rtsschreiten (z.B. +=1, R=2, 1=3; 
4=2, k=3, l=1; 1=3, R=1, 1=2). . 
Bei Vernachlassigung von Gliedern, die von zweiter Ordnung klein 
sind, die also ~éqg; 6p, gehen, wird 
Ane’ = Age + tap Age + tay Ayat + a’ pr Aap + Sey y" Aegiye « 
Auch hier bedeutet «, 8, y bzw. «’, B’, 7’ zyklisches Vorwartsschreiten. 
Die Werte der «;, eingesetzt, ergibt 


faces an As ae 6 Py Aga — Op Aya - OQ, Aaa — 9 Ppr hay 
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Aus (4.6) folgt dann der gesuchte Ausdruck 
Ohe a! 
diya aa Og = e Cat bu; a 


+ 5 [(rot du), Ag, — (rot du), A, + (rot du), Ay — (rot du)y A,y] - 
Fiir einen symmetrischen Tensor (A, ,,=A,4) geht die Gleichung in die 
von M. v. Lave ([12], mathematischer Anhang) fiir diesen Spezialfall 
gegebene tiber. 

Diese Arbeit entstand unter Anleitung von Herrn Prof. Dr. MAx 
von LAvE im Friihjahr und Sommer des Jahres 1950. Auf seinen 
wertvollen Anregungen und Hinweisen beruht im wesentlichen das 
Gelingen und der rasche AbschluB der Arbeit. Herrn Prof. voN LAUE 
gebiihrt daher an dieser Stelle mein ganz ergebener Dank. 
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Interferenzverfahren zur Messung 
der absoluten Phasen bei der Untersuchung 
absorbierender Medien”. 
Von 
R. FLEISCHMANN, Hamburg. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Dezember 1950.) 


Beim Durchgang von Licht durch Schichten aus stark absorbierenden Stoffen 
(insbesondere Metallen) spielt die (absolute) Phasenanderung eine wichtige Rolle. 
Trotz dieser Tatsache gibt es kein allgemeines MeBverfahren dafiir. Dies riihrt 
daher, daB zur Phasenmessung zwei koharente Lichtbiindel miteinander zur Inter- 
ferenz gebracht werden miissen, deren eines durch die Schicht gegangen ist und 
im Fall starker Absorption dabei erheblich geschwacht wurde oder deren eines 
an Glas, deren anderes an einer stark absorbierenden Schicht mit verschiedener 
Intensitat reflektiert wurde. Wegen ihrer dann sehr verschiedenen Intensitat 
liefern die Biindel dann keine scharfen Interferenzstreifen. 
Das eigentlich Neue der im folgenden beschriebenen Verfahren besteht in der 
Verwendung von zwei koharenten polarisierten Lichtbiindeln, die beide in ihrer 
Intensitat mit Hilfe einer Polarisationsoptik verdéndert werden kénnen, ohne daB 
dabei die Phasen beeinfluBt werden. Man kann so zwei Biindel, die vor dem Inten- 
sitatsausgleich keine deutlichen Interferenzstreifen liefern, zur vollstandigen Inter- 
ferenz bringen. 
Ist auBerdem noch die Intensitatsanderung gemessen, so wird durch die MeB- 
barkeit der (absoluten) Phasenanderung die Anderung der komplexen Amplitude 
der Messung zuganglich gemacht, die bei der theoretischen Behandlung in allen 
Formeln als die naturgemaBe GréBe eingeht. 
Die Phasenmessung kann auf vier verschiedene Arten von Beobachtungen zuriick- 
gefiihrt werden: 1. Streifenverschiebung. 2. Phasenverschiebung von elliptischem 
Licht (Elliptizitatsgrad). 3. Intensitatsanderung. 4. Drehung der Polarisations- 
ebene von linear polarisiertem Licht. 
AuBerdem wird eine Anordnung angegeben, die geeignet ist die Anderung des 
Brechungsindex durch magnetische (oder elektrische) Felder fiir rechts- oder 
linkszirkulares Licht getrennt zu messen. 


§ 1. Messung des Brechungsindex bet nichtabsorbierenden 
und bei absorbierenden Stoffen. 


Fiir die Bestimmung des Brechungsindex von michtabsorbierenden 
Substanzen kennt man vor allem zwei Verfahren. Bei dem ersten ver- 
wendet man die Ablenkung eines Lichtbiindels durch ein Prisma, das 
aus dem zu untersuchenden Stoff besteht. Aus Prismenwinkel und 
Ablenkungswinkel im Fall der Minimalablenkung kann in bekannter 


* Herm W. LENz zum 60. Geburtstag gewidmet, aus 4uBeren Griinden ver- 
spatet veréffentlicht. 
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Weise der Brechungsindex bestimmt werden. Diese Methode eignet sich 
besonders fiir nichtabsorbierende Korper. 


Daneben gibt es ein Interferenzverfahren, das fiir diinne planparallele 
Schichten nichtabsorbierender fester Kérper oder Fliissigkeiten und 
bevorzugt fiir Gase haufig verwendet wird. Bei diesen bringt man zwei 
koharente Lichtbiindel zur Interferenz und erhalt ein Streifensystem. 
In den Weg des einen Biindels wird die zu untersuchende Substanz 
gestellt. Das Biindel erfahrt dadurch eine Phasenverzdgerung, die eine 
Verschiebung der Interferenzstreifen zur Folge hat. Die Streifenver- 
schiebung s in Bruchteilen einer Streifenbreite ist gegeben durch den 
Ausdruck s = (n—1) - d/i, wenn » der zu bestimmende Brechungsindex, 
d die Schichtdicke des Mediums und 4 die Wellenlange bedeutet. 


Die hierbei auftretenden Phaseninderungen bezeichnen wir als 
, absolute’ Phasenanderungen. Das sind also diejenigen Phasenande- 
rungen, die in den FrEsNELschen Formeln unmittelbar auftreten. Sie 
k6nnen auch bei senkrechtem Lichteinfall (Einfallswinkel 0°) einen von 
Null verschiedenen Wert besitzen. Mit dem Wort ,,relative’‘ Phasen- 
anderungen bezeichnen wir den Phasenunterschied zwischen den abso- 
luten Phasen zweier senkrecht aufeinander polarisierter Komponenten, 
der ja z.B. beim Drupeschen Verfahren zur Bestimmung der optischen 
Konstanten eingeht. Die relativen Phasenanderungen kénnen nur bei 
schragem Lichteinfall von Null verschieden sein. 


Schon friih wurde versucht, diese beiden Verfahren zur Messung des 
Brechungsindex auf absorbierende Stoffe zu iibertragen. Die Prismen- 
methode wurde von KunptT! auf Metalle angewendet. Da die Her- 
stellung diinner Metallkeile sehr schwierig ist, liefert das Verfahren keine 
genauen Ergebnisse. AuBerdem ist die theoretische Behandlung ver- 
wickelt, weil dabei inhomogene, quergedimpfte Wellen auftreten. 


Die Ubertragung des zweiten Verfahrens auf stark absorbierende 
Stoffe wurde von QUINKE® versucht. Die Ergebnisse waren aber nicht 
zufriedenstellend, weil zwei Biindel mit sehr verschiedener Intensitat zur 
Interferenz gebracht werden muBten, und das Streifensystem dadurch 
stark verwaschen war. Die Methode hat daher keine allgemeine Bedeu- 
tung erlangt. Daman auf diesem Weg die in alle Formeln eingehenden 
absoluten Phaseninderungen erhalten sollte, ist dies besonders be- 
merkenswert. 


Wegen dieser experimentellen Schwierigkeit wurden die absoluten 
Phasen iiblicherweise eliminiert und zur Bestimmung von # und k 
entweder nur Intensitaéten (zwei Intensitatsverhaltnisse) verwendet (so 
1 Kunpt: Wied. Ann. 34, 465 (1888). 
® QuINKE: Pogg. Ann. 119, 368 (1863); 120, 600 (1863). 
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z.B. Goos1!, MURMANN? u. a.) oder die Differenz zweier absoluter Phasen 
(,,die relativen Phasen") und das Verhaltnis von zwei Intensititen (so 
z.B. beim Drupeschen Verfahren), Man gelangt dann bei der Aus- 
wertung zu sehr verwickelten Gleichungen, die nicht streng lésbar sind 
und mit Naherungsverfahren behandelt werden miissen. 


§ 2. Grundgedanke des neuen Verfahrens. 

Das fiir nichtabsorbierende Stoffe bekannte Interferenzverfahren fiir 
planparallele Schichten 1aBt sich fiir absorbierende Stoffe brauchbar 
machen, wenn ein Weg gefunden wird, um die Intensitat der beiden 
interferierenden Biindel willkiirlich zu verandern, ohne dabei ihre Phase 
zu st6ren. Dies wird mit Hilfe von polarisiertem Licht und einer ent- 
sprechenden Polarisationsoptik erreicht (s. unten). Dann 14Bt sich die 
absolute Phasenanderung ¢ beim Durchgang durch die Schicht messen. 
Um zu » und & zu gelangen, muB man als zweite unabhangige GréBe 
auch noch das Verhaltnis der Intensitaéten vor und nach dem Durch- 
gang durch die Schicht bestimmen. Daraus kann dann das Amplituden- 
verhaltnis S abgeleitet werden, da die Amplitude der Wurzel aus der 
Intensitat proportional ist. Man erhdlt so G=S-e'*, das Verhiltnis 
der komplexen Amplituden vor und nach dem Durchgang durch die 
Schicht. 

Da in allen darauf beziiglichen theoretischen Gleichungen stets die 
komplexe Amplitude auftritt, sind bei ihrer Verwendung bedeutende 
Vereinfachungen bei der Auswertung der MeBergebnisse gegentiber den 
bisherigen Verfahren zu erhalten. Wie in folgenden Arbeiten gezeigt 
ist, werden dadurch auch GréBen meBbar (Schichtdicken, Bestimmungs- 
stiicke von Oberflachenschichten), die bisher der Messung tiberhaupt 
nicht zuganglich waren. 

Wir sprechen in Zukunft von einer Anordnung mit ,,Intensitats- 
ausgleich‘‘, wenn das ungeschwachte Biindel mit Hilfsmitteln der Polari- 
sationsoptik auf gleiche Intensitat gebracht wird, wie das durch die 
Schicht geschwachte Biindel. 

Bis jetzt wurde von der Anderung der komplexen Amplitude beim 
Durchgang des einen Biindels durch eine absorbierende Schicht ge- 
sprochen. Auch bei der Reflexion des Lichtes an der Grenze zwischen 
Luft (oder Vakuum) und Schicht werden die beiden unabhangigen 
GréBen Amplitude und Phase verandert, auch daraus laBt sich 1 und k 
ableiten. Man verwendet dazu Schichten, die so dick sind, daB das 
an der Unterseite der Schicht vielleicht noch reflektierte Biindel nach 


1 Goos, F.: Z. Physik 100, 95 (1936); 106, 606 (1937). 
2 MuRMANN, H.: Z. Physik 80, 161 (1932). 
3 Pout, R. W.: Optik, 7. u. 8. Aufl., S. 166. 1948. 
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dem Durchsetzen der Schicht keinen Beitrag zum oben reflektierten 
Biindel mehr liefert. 

In der vorliegenden Arbeit soll das Prinzip der Phasenmessung und 
einige Ausfiihrungsformen erlautert werden. Die Anwendung auf die 
Probleme der Metalluntersuchung, Nachweis von Oberflachenschichten, 
Anderung des Phasensprungs bei der Reflexion in Abhangigkeit vom 
Einfallswinkel u. a. sollen in spateren Arbeiten behandelt werden. 


§ 3. Messung der absoluten Phasen aus der Beobachtung einer Streifen- 
verschiebung unter Verwendung von linear polaristertem Licht. 

Doppelspaltanordnung mit Glimmerblittchenkompensation: Ein beson- 

ders einfaches und handliches Verfahren laBt sich aus dem LLoyDschen 


hy 
‘a lL, Osp Ir 2S 


Fig. 1. L, Kondensor; P, Polarisator; Sp enger Eingangsspalt; L, Linse; Dsp Doppelspalt mit zwei um 
die Biindelachsen drehbaren 4/2-Glimmerblattchen; Tr Tragerglasplatte (plane Flachen) mit planparalleler 
Schicht; P, Analysator; S Schirm. 


Doppelspaltversuch entwickeln. Ein Lichtbiindel fallt durch einen 
engen beleuchteten Spalt und trifft als koharentes Licht auf einen 
Doppelspalt (Fig. 1). Auf einem Schirm in gentigender Entfernung 
erhalt man die bekannte Beugungsfigur des Doppelspaltes. Vor oder 
hinter dem Doppelspalt wird eine Linse eingeschoben, durch die der 
Eingangsspalt auf den Schirm abgebildet wird. Es entsteht ein reelles 
durch die Beugung modifiziertes Bild, das beim Weglassen des Schirmes 
mit einer Lupe betrachtet werden kann. 


Schiebt man direkt hinter den Doppelspalt eine planparallele Platte 
ein, so wird die Beugungsfigur dadurch nicht beeinfluBt. Ist die Platte 
jedoch auf einem Teil der Flache mit einer diinnen ebenen Schicht aus 
irgendeinem nichtabsorbierenden Stoff bedeckt, die nur in das eime der 
Biindel eingeschaltet wird, so verschiebt sich die Beugungsfigur und 
man kann aus der Streifenverschiebung die Phasenanderung entnehmen. 

Schiebt man jedoch eine ahnliche Schicht aus einem stark absor- 
bierenden Stoff ein, so wird das eine Biindel geschwacht. Daher ent- 
steht keine deutliche Interferenzfigur. Das Ziel mu8 nun darin bestehen, 
das andere Biindel ohne Anderung der Phase ebenso stark zu schwachen. 
Dann wiirde man die Beugungsfigur (natiirlich mit geringerer Intensitat) 
wieder erhalten und kénnte aus ihrer Verschiebung die durch die absor- 
bierende Schicht hervorgerufene Phasenanderung erhalten. 
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Zur Durchfiihrung des Intensitdtsausgleichs kann man folgendermaBen 
vorgehen. Man setzt vor den Eingangsspalt und kurz vor den Schirm 
je eine parallel gerichtete Polarisationsfolie P, und P, und vor die beiden 
Spaltoffnungen des Doppelspaltes je ein 4/2-Glimmerblattchen, die 
einzeln um die Lichtrichtung als Achse drehbar sind. Die beiden Glimmer- 
blattchen werden so gedreht, daB durch sie die Polarisation des Lichtes 
nicht beeinfluBt wird und daB ihre f- und y-Richtungen parallel stehen. 
Wenn sich keine Schicht im Strahlengang befindet, erhalt man die 


gleiche Beugungsfigur wie vor dem Einschalten der Polarisatoren und 
Glimmerblattchen. 


Wird das eine Glimmerblattchen gedreht, so erhalt man in dem 
durchgehenden Biindel nach wie vor linear polarisiertes Licht, jedoch 
mit einer Schwingungsrichtung, die um 2y gegeniiber der Ausgangs- 
richtung gedreht ist, wenn das Glimmerblattchen um den Winkel yp 
gedreht wurde. Das Licht dieses Biindels wird durch den zweiten 
Polarisator P, daher geschwacht. Durch Verdrehung je eines Glimmer- 
blattchens von 0 bis 45° kann man also das Intensitatsverhaltnis der 
beiden Biindel im Verhaltnis 0:1 bis 1:0 verandern. Die optische Weg- 
lange wird dabei nicht beeinfluBt?. 


Schiebt man jetzt eine absorbierende Schicht in den Strahlengang 
des einen Biindels und schwacht das andere Biindel durch Drehen des 
Glimmerblattes im gleichen Verhaltnis wie das andere, so ergibt sich 


1 Wir bezeichnen mit r, den Einheitsvektor in Richtung der einen zulassigen 
Schwingungsrichtung des Glimmers mit dem Brechungsindex m, und mit fy, den 
Einheitsvektor in der dazu senkrechten Richtung mit dem Brechungsindex n,. 

Wenn der elektrische Vektor © des einfallenden linear polarisierten Lichtes 
mit der r,-Richtung des Glimmers iibereinstimmt, dann ist die Feldstarke des 
austretenden Lichtbiindels 


& =f, G, ei @t—2an,d/) | 
<= 


Wird ein Glimmerblattchen um den Winkel py gegeniiber der Schwingungs- 
richtung des einfallenden Lichtes gedreht, so ist die Feldstarke nach dem Durch- 
gang durch das Glimmerblattchen 


iwt—2an,d/i tmt—2an,d/Aa 


E, = {| Gy | cos pe +, |G) sinpe 


Unter einem 4/2-Blattchen versteht man ein solches, fiir das gilt 4/2 =(n,— mq) -d. 

Ersetzt man m, in der Summe fiir ©, durch m, und A/2, so erhalt man 
E, =| Ep | {£9 cos y — No sin p} Mh rhea 

€, hat den gleichen Absolutbetrag wie vor dem Durchgang. fy ist gegeniiber 
der Schwingungsrichtung vor dem Durchgang um y, &, gegeniiber ry nochmals 
um yp gedreht. Solange — 45°<y< +45° ist, hat die zu (, parallele Komponente 
von ©, keinen Phasenunterschied gegeniiber G,. Fiir 45°<py<135° andert sich 
das Vorzeichen der zu ©, parallelen Komponente der geschweiften Klammer, was 
einer Phasenanderung um 180° entspricht. An der Sprungstelle der Phase geht 
der Betrag dieser Komponente durch Null. 
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eine Beugungsfigur mit ebenso starkem Kontrast wie urspriinglich, wenn ~ 
auch mit verminderter Intensitat. Die Messung der Streifenverschiebung 
ist jetzt médglich und ergibt die Phasenverschiebung. 

Aus dem Verdrehungswinkel des Glimmerblattchens, der zur Er- 
zielung des starksten Streifenkontrastes erforderlich ist, kénnte im 
Prinzip die Intensitatsschwachung abgeleitet werden. Besser bestimmt 
man sie aber aus dem Intensitatsverhaltnis mit oder ohne absorbierende 
Schicht mit einer Photozelle oder einer Thermosaule. 

In erster Naherung wiirde man erwarten, daf man aus der Streifenver- 
schiebung (1 —1)-d/A erhalt, und aus der Lichtschwachung k-d. In 
Wirklichkeit gehen in die Streifenverschiebung auch noch die Phasen- 
spriinge an den Trennflachen der verschiedenen Medien ein. Diese sind 
auch dann an der Eintritts- und Austrittsseite verschieden, wenn eine 
freitragende noch durchscheinende Schicht ohne Tragerplatte im Vakuum 
verwendet wird. Bei kleiner Schichtdicke machen sich auBerdem Mehr- 
fachreflexionen im Innern der Schicht geltend. Die Streifenverschiebung 
und ebenso die Intensitatsschwachung hangen daher von betden Kon- 
stanten und k abl. 

Fir die praktische Durchfiihrung ist folgende Variante der Methode 
etwas vorteilhafter. Das eine der beiden A/2-Glimmerblattchen wird 
von vornherein um 45° gegen das andere gedreht. Beim Einfall von 
linear polarisiertem Licht erhalt man dann zwei senkrecht aufeinander 
polarisierte Biindel. Die Stellung des Austrittsanalysators P, und der 
beiden Glimmerblattchen wird dann wsverdndert gelassen und nur der 
Eintrittspolarisator P, verdreht, der vor dem Eintrittsspalt steht. Da 
die beiden Biindel hinter dem Doppelspalt (bei jeder Stellung von P,) 
senkrecht zueinander polarisiert sind, kann man durch Verdrehung des 
Polarisators P, um 90° in den beiden Biindeln hinter dem Analysator 
jedes Intensitatsverhaltnis von 0:1 bis 1:0 erzielen. Diese Ausfiihrungs- 
form bietet den Vorteil, dab zur Kompensation der Intensitaten die 
Stellung der Glimmerblattchen nicht verdreht zu werden braucht; 
dadurch werden Stérungen durch eventuelle kleine Stufen im Glimmer- 
blattchen vermieden. 

Der hier beschriebene Intensitatsausgleich kann in vielerlei Weise 
abgewandelt und auf andere Interferenzanordnungen tibertragen werden, 
z.B. auf das FREsNELsche Biprisma, das JAmIN-Interferometer und 
andere. Statt der 4/2-Glimmerblattchen kénnen auch senkrecht zur 
optischen Achse geschnittene Quarzplatten verwendet werden, deren 
Dicke so bemessen sein mu8, daB sie die Schwingungsrichtung des ein- 
fallenden Lichtes um 45° nach rechts, bzw. nach links drehen. Die 
Platten miissen auBerdem genau gleiche optische Dicke besitzen. Auch 
wenn die Drehung gréBer oder kleiner als 45° ist (benachbarte Wellen- 


1 Vgl. nachfolgende Arbeit. 
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langen!), ist die Anordnung noch brauchbar, auBer fiir ganz extreme 
Intensitatsverhiltnisse. 

Auch wenn man die absolute Phaseninderung bei der Reflexion 
messen will, wird der Intensitatsausgleich benétigt, da in diesem Fall 
das an der stark absorbierenden Schicht (Metall) und am Glas reflek- 
tierte Biindel sehr verschiedene Intensitat besitzt. Im Fall des Silbers 
ist das Intensitatsverhaltnis bei nahezu senkrechter Inzidenz etwa 90:4, 
so daB man erst mit Hilfe der Kompensation kontrastreiche Streifen 
erhalt. 


$4. Messung der absoluten Phase aus Beobachtung eines Elliptizitdts- 
grades oder einer Intensitdtsdénderung. 

Kalkspaianordnung: Unter Benutzung von zwei gleichen plan- 
parallelen Kalkspatplatten erhalt man ein etwas anderes Verfahren zum 
Intensitatsausgleich. Ein paralle- 
les koharentes Biindel durchsetzt 
einen Polarisator, dessen Azimut j 
meBbar verdreht werden kann, fe MOMS me UK. 0% B 
trifft auf eine planparallele Kalk- Fig. 2. P,, P, Polarisator und Analysator, K,, Ka 
spatplatte und wird dadurch in py. "ry ‘Tragerglasplatte, mit Schicht, LX Late 
zwel tTaumlich getrennte koha- kiivette, 2/2-Glimmerblattchen, Die Richtung der 

a Ps Pfeile gibt die Polarisationsrichtung an 
rente Bindel aufgespalten, die (in Bindelrichtung betrachtet). 
senkrecht zueinander linear po- 
larisiert sind (Fig.2). Dreht man den Polarisator P, parallel zur einen 
im Kalkspat zulassigen Schwingungsrichtung und verdreht ihn dann 
bis zu 90° dazu, so dndert sich das Intensitatsverhaltnis der beiden 
Biindel von 0:1 bis zu 1:0. 

Wir nehmen zuniachst an, es sei das Intensitatsverhaltnis 1:4 ein- 
gestellt. Die beiden Biindel durchsetzen dann ein A/2-Glimmerblattchen, 
das ihre Schwingungsrichtungen um 90° dreht. Dazu muB seine f- und 
y-Richtung unter 45° oder 135° zur Polarisationsrichtung beider Biindel 
ausgerichtet sein. Die beiden Biindel fallen schlieBlich auf eine zweite 
planparallele Kalkspatplatte, die der ersten vollig gleich und auch 
gleich ausgerichtet ist. Da die Schwingungsrichtungen der beiden 
Biindel bei dem Verlassen der ersten Platte um 90° gedreht wurden, 
sind die Rollen von ordentlichem und auBerordentlichem Strahl in der 
zweiten Platte vertauscht und die Biindel werden wieder vereinigt. Bei 
Verwendung von streng parallelem Licht haben die beiden Biindel gleiche 
optische Weglangen zuriickgelegt (Phasenunterschied 0) und setzen sich 
zu linear polarisiertem Licht zusammen, dessen Azimut 45° betragt, 
falls sie, wie vorausgesetzt, gleiche Intensitat besitzen. 

Wird der Lichtweg des einen Biindels verandert z.B. durch Ein- 
schieben einer diinnen nichtabsorbierenden Schicht, so wird dadurch 
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eine Phasenverschiebung ohne Intensitatsanderung herbeigefiihrt. Dann 
besitzen die beiden Biindel bei der Wiedervereinigung einen Phasen- 
unterschied. Betragt dieser 0, A, 22, usw., so entsteht nach der Wieder- 
vereinigung linear polarisiertes Licht mit der urspriinglichen Schwin- 
gungsrichtung. Ist er dagegen A/2, 3 4/2, 52/2, usw., so entsteht ebenfalls 
linear polarisiertes Licht, dessen Schwingungsrichtung aber um 90° 
gedreht ist. Fiir einen Phasenunterschied von 4/4, 34/4, 54/4, usw. 
entsteht links- oder rechtszirkulares Licht, in allen andern Fallen 
elliptisches. Die entstandene Phasenverschiebung kann man kompen- 
sieren, indem man das andere Lichtbiindel mit Hilfe einer einzuschal- 
tenden Luftkiivette oder je einer Glasplatte gleicher und einer solchen 
mit veranderlicher Dicke (zwei gegeneinander verschiebbare Glaskeile) 
verzogert. Wenn das geschehen ist, tritt aus dem zweiten Kalkspat- 
kristall wieder linear polarisiertes Licht in der urspriinglichen Richtung 
aus. Die Phasendifferenz 0 (Interferenz in nullter Ordnung) 1aBt sich 
nattirlich nur mit zusammengesetztem Licht erkennen. 

Wird in den Lichtweg des einen Biindels eine absorbierende Schicht 
eingeschaltet, dann entsteht eine Verminderung der Intensitat und 
auBerdem eine Phasenverschiebung. Die Folge davon ist, daB man im 
allgemeinen Fall elliptisch polarisiertes Licht erhalt, dessen Schwingungs- 
ellipse beliebig orientiert sein kann. Achsenrichtung und Elliptizitat 
kénnte z.B mit einem BABINET-Kompensator bestimmt werden. 

ZweckmaBiger ist es, die Messung der Phasenanderung und der 
Intensitatsanderung getrennt durchzufiihren. Dazu bringt man durch 
Drehen des Eingangspolarisators beide Biindel auf gleiche Intensitat 
und bestimmt dann den Phasenunterschied wie bei nichtabsorbierenden 
Schichten. Die Intensitaétsgleichheit beider Biindel wird auch hier am 
besten mit einer Photozelle oder einer Thermosaule festgestellt. 

Wenn die Intensitatsgleichheit beider Biindel eingestellt ist, braucht 
man sich nur mehr von der Linearitat nach der Wiedervereinigung der 
Bindel zu tiberzeugen. Man stellt den Analysator senkrecht zur Schwin- 
gungsrichtung des linear polarisierten Lichtes, das dem Phasenunter- 
schied 0 entspricht und verandert den Druck in der Gaskiivette so lange, 
bis die Helligkeit des Gesichtsfeldes ein Minimum erreicht. Die Phasen- 
messung wird also anstatt auf eine Streifenverschiebung auf die Beob- 
achtung einer Intensitatsinderung zuriickgefiihrt. 

Das 4/2-Blattchen, durch das die Schwingungsrichtung zwischen den 
Kalkspatplatten um 90° gedreht wird, paBt genau jeweils nur fiir eine 
Wellenlinge. Um die Anordnung von der Wellenlange praktisch un- 
abhangig zu machen, kann man an Stelle des 4/2-Glimmerblittchens 
zwei FRESNELsche Parallelepipede (ahnlich wie in Fig. 4) einfiigen. Das 
erste Parallelepiped verwandelt die beiden linear polarisierten Biindel 
In entgegengesetzt zirkulare, das zweite Parallelepiped verwandelt sie 
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in lineare zuriick, deren Schwingungsrichtung um 90° verdreht ist. 
Die Wirkungsweise der Parallelepipede ist nahezu unabhangig von der 
Wellenlange, da nur der geringe EinfluB der Dispersion eingeht, nicht 
das Verhaltnis der Wellenlangen selbst wie beim /2-Blattchen. 


; Die Brauchbarkeit des Verfahrens in der beschriebenen Form hangt 
weitgehend ab von der Planparallelitét und Gleichheit der Kalkspat- 
platten und von der Parallelitat des Lichtbiindels. 


$5. Messung der absoluten Phase mit Hilfe eines Drehwinkels 
unter Verwendung von zirkular polarisiertem Licht. 


An Stelle zweier linear polarisierter Biindel werden im folgenden 
zwei entgegengesetzt zirkulare bendtigt. Sie kénnen leicht mit Hilfe 
der in §2 beschriebenen Doppelspalt- 
anordnung erzeugt werden. Dazu ver- a et te es A A 
dreht man die beiden A/2-Glimmerblatt- _ 
chen so, da8 zwei aufeinander senkrecht , Streifenbreite” 
polarisierte Biindel entstehen. Inihren Fig. 3. Polarisationszustand des Gesichts- 
Strahlengang fiigt man cin geeignet fisted tntreren, von swelentergen 
gedrehtes gemeinsames A/4-Blattchen von der Mitte des Gesichtsfeldes). 
ein, das die beiden Biindel in ent- 
gegengesetzt zirkular polarisierte umwandelt oder man 1aBt beide Biindel 
durch ein FRESNELsches Parallelepiped gehen wobei sie unter -+45° 
und —45° Azimut auf dieses auftreffen. 


Uber die entstehende Interferenzfigur ist folgendes zu sagen: Be- 
kanntlich ergibt die Zusammensetzung zweier kohdrenter entgeger- 
gesetzt zirkularer Lichtbiindel unabhangig vom Phasenunterschied 
lineares Licht mit einer Schwingungsrichtung, die von der Phasen- 
differenz der beiden Biindel abhangt. Ir der Mitte des Gesichtsfeldes 
besitzen die Biindel den Phasenunterschied 0. Die Schwingungsrichtung 
liegt dann in der Mitte zwischen den beiden Schwingungsrichtungen, 
die hinter den beiden //2-Blattchen vorhanden sind. Je mehr man sich 
von der Mitte der Beugungsfigur entfernt, um so gréBer werden die 
infolge der geometrisch verschiedenen Wege erzeugten Phasendifferenzen. 
Dem entspricht bei monochromatischer Beleuchtung ein streifenloses 
Gesichtsfeld, bei dem die Polarisationsrichtung proportional dem Ab- 
stand von der Mitte der Beugungsfigur zunehmend gedreht ist (Fig. 3). 
Stellt man einen Analysator vor das Beobachtungsokular, dann er- 
scheint das Streifensystem der Doppelspaltfigur mit gleichem Aussehen, 
wie man es mit linear polarisiertem oder mit unpolarisiertem Licht 
erhalt. Eine Drehung des Analysators P, bewirkt eine Streifenverschie- 
bung und zwar entspricht eine Verdrehung um 180° einer Verschiebung 
um eine Streifenbreite. 

19* 
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Bringt man in das eine Biindel eine nichtabsorbierende Schicht, 
dann kann die dadurch entstehende Phasenverschiebung durch eine ent- 
sprechende Drehung des Analysators riickgangig gemacht werden und 
aus dieser l4Bt sich die Phasenverschiebung entnehmen. 

Bei absorbierenden Schichten kann der Intensitatsausgleich mit Hilfe 
der Anordnung in Fig. 4 erreicht werden durch eine Veranderung des 
Azimuts des Eingangspolarisators ahnlich wie in § 4. 

Diese Anordnungen lassen sich 
auch dazu benutzen, die Ande- 
rung des Brechungsindex im Ma- 
enetfeld (FARADAY-Effekt) oder 
im elektrischen Feld fiir rechts- 
Bk, Poe MOOSE zirkulares Licht und fiir links- 
Fig. 4. P,, P, Polarisator und Analysator, K,, Ky zirkulares Licht getrennt zu be- 
gleich dicke planparallele Kalkspatplatten, um 45° stimmen. Wenn man beide Biin- 
um die Biindelachse aus der Zeichenebene heraus- 2 
gedreht. Fp,, Fp, zwei FresNetsche Parallelepipede, del durch die Substanz fallen 
LK Luftkiivette. Die Schicht auf Tragerplatte wird 14Bt und am Ort beider Biindel 


bei der Messung der Phasenverschiebung mit zirkular . ‘ ‘ P 
polarisiertem Licht beim Pfeil J, mit linear polarisier- die gleiche magnetische (elektri- 


tem Licht bei 5 ek aan des einen sche) Feldstarke herstellt, so er- 

halt man nur die Differenz der 
Phasenverzégerungen, die die beiden entgegengesetzt zirkularen Biindel 
erleiden. Das, was man iiblicherweise als Drehung der Polarisations- 
ebene bezeichnet, entspricht dieser Differenz. 

Man kann das Feld aber auch so anordnen, da8B nur das eine der 
beiden Biindel im Feld verlauft. Dann erhalt man die Anderung des 
Brechungsindex fiir rechtszirkulares oder fiir linkszirkulares Licht ge- 
trennt. Dadurch ware es méglich, auch in diesem Fall direkt zu beweisen, 
daB die Drehung der Polarisationsebene auf einer Verschiedenheit des 
Brechungsindex fiir rechtszirkulares und linkszirkulares Licht beruht. 
Es ist méglich, daB die Anderung des Brechungsindex durch das Magnet- 
feld bei Stoffen, die ferromagnetische Sattigung zeigen, fiir rechts- und 
linkszirkulares Licht verschiedenartig verlauft. Aus Beobachtung der 
Drehung wiirde sich das nicht entnehmen lassen. 


nd 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 285—299 (1951). 


Die Bestimmung der optischen Konstanten 
und der Schichtdicke absorbierender Schichten mit 
Hilfe der Messung der absoluten Phaseniinderung. 

Von 
R. FLEISCHMANN und H. ScHoprper, Hambureg*. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Dezember 1950.) 


Unter Benutzung der komplexen Amplitude, die aus einer Phasen- und einer 
Intensitatsmessung bestimmt wird, erhalt man ein neues Verfahren zur Messung 
der optischen Konstanten [Gl. (2) und Fig. 4] und gleichzeitig auch der Dicke 
solcher absorbierender Schichten, bei denen Mehrfachreflexionen im Innern zu 
vernachlassigen sind. Die Dickenbestimmung bei undurchsichtigen Schichten war 
bisher auf optischem Wege nicht mdglich. Das neue Verfahren wird auf Antimon- 
sulfid angewendet und damit fiir blaues, griines und gelbes Licht n,, k und d 
bestimmt. Diese Substanz erméglicht im roten Spektralbereich, wo sie nicht 
absorbiert, als Kontrolle eine Dickenmessung nach bekannten Methoden, die zu 
uibereinstimmenden Ergebnissen fiihren. 
Das Verfahren arbeitet bei senkrechter Inzidenz. Eine eventuelle Anisotropie, 
die bei schrager Inzidenz eine Rolle spielen kann, bleibt hier ohne Einflu8. Bei 
der Dickenbestimmung braucht die Schicht nicht verandert oder zerst6ért zu werden. 


§1. Einleitung und Ubersicht. 


Seit den klassischen Arbeiten von DRUDE, QUINKE und VoIGT 
wurde eine groBe Zahl von Arbeiten tiber absorbierende Schichten ver- 
6ffentlicht. Bei dem Studium der Literatur zeigt sich, daB alle ange- 
wandten Methoden im wesentlichen auf zwei zuriickgehen. Die eine 
Gruppe von Verfahren bedient sich der relativen Phasen und Intensttdten 
(DRUDE, FORSTERLING u. a.), die andere benutzt die Intensitaten allein 
(MuRMANN, Goos u.a.), Da bei diesen Verfahren die fiir das Problem 
naturgemaBen GréBen, namlich die komplexen Amplituden nicht be- 
nutzt werden, sind diese Verfahren zwangslaufig mit erheblichen Kom- 
plikationen in der Auswertung verbunden. Die dazu erforderliche Mes- 
sung der Phasen war aber bisher im allgemeinen Fall nicht mdglich. 

In dieser Arbeit soll untersucht werden, welche neuen Verfahren sich 
bei Verwendung der komplexen Amplitude fiir die Bestimmung der 
optischen Konstanten und der Schichtdicke im Falle dicker Schichten 
ergeben. Als dick sollen Schichten bezeichnet werden, bei denen Mehr- 
fachreflexionen im Innern zu vernachlassigen sind. Der Extremfall 
besonders diinner Schichten soll in einer spateren Arbeit behandelt 


werden. 


* Auszugsweise vorgetragen auf der Physikertagung in Hamburg (April 1949). 
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Die Verfahren, die zur Bestimmung der optischen Konstanten dicker 
Schichten in Frage kommen, lassen sich folgendermaBen einteilen. Es 
werden gemessen: 

a) Die relativen Phasen und relativen Intensitaten (FORSTERLING!). 
Die Auswertung ist kompliziert, die Schichtdicke kann bei undurch- 
sichtigen Schichten sicht bestimmt werden. Stérungen durch Anisotro- 
pie sind méglich. 

b) Die Intensitaten allein (MURMANN, Goos?®). Bei diesem Verfahren 
benutzt man Intensitatsmessungen von beiden Seiten der Schicht und 
setzt voraus, daB die Oberflachenbeschaffenheit dieselbe ist. Der Ein- 
fluB der MeBfehler auf das Resultat ist groB. Die Schichtdicke ist optisch 
nicht bestimmbar. Sie wird meist durch Wagung ermittelt. 

c) Die absoluten Phasen und Intensitaten (komplexe Amplituden) 
(vorliegende Arbeit). Die Auswertung ist einfach und ist ohne Vernach- 
lassigungen méglich. Der Einflu8 der MeBfehler auf das Resultat ist 
klein. Zur Bestimmung der optischen Konstanten werden nur Mes- 
sungen an der Schicht von der Seite der Unterlage benutzt. Dieses 
Verfahren soll hier erstmalig angewendet werden. 

Fihrt man auch Messungen auf der entgegengesetzten Seite der 
Schicht durch, so kann man auch die Dicke der Schicht bestimmen. 
AuBerdem ist es méglich, festzustellen, ob die Oberflachenbeschaffenheit 
auf beiden Seiten der Schicht dieselbe ist, da das Problem iiberbestimmt 
ist (vier MeBgréBen, drei Unbekannte, namlich m,, & und d, vgl. § 7). 
Bei den in a und b beschriebenen Verfahren laBt sich dagegen weder 
die Schichtdicke auf optischem Wege bestimmen, noch kann festgestellt 
werden, ob die Schicht frei von Oberflachenschichten ist. Dies wird 
vielmehr nur aus der Reproduzierbarkeit der MeBwerte geschlossen (vgl. 
z.B. Hass). Die so gewonnenen Werte fiir die optischen Konstanten 
haben daher nur bedingte Giiltigkeit und eine Streuung der Resultate 
verschiedener Autoren ist nicht erstaunlich. 

Die Bestimmung der optischen Konstanten im Jnnern der Schicht 
sowie die Ermittlung des Brechungsindex und der Dicke der Ober- 
fldchenschicht soll in einer spateren Arbeit behandelt werden. 


Experimentelle Anordnung. 

Zunachst soll die zur Messung der absoluten Phasen benutzte 
Apparatur beschrieben werden. Der wesentliche Teil ist die zum Inten- 
sitatsausgleich benutzte Vorrichtung. Das Prinzip dieses Verfahrens 
wurde in der vorhergehenden Arbeit beschrieben, so daB hier nur kurz 
darauf eingegangen wird. 

‘ FORSTERLING, K.: Ann. Phys. 30, 745 (1937). 

* Murmann, H.: Z. Physik 80, 161 (1932). — Goos, F.: Z. Physik 100, 95 
(1936); 106, 606 (1937). 

* Hass, G.: Ann. Phys. 31, 250 (1938). 
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§ 2. Messung der Phasendnderung bei Durchgang. 

Die Phasenanderung beim Durchgang des Lichtes durch eine absor- 
bierende Schicht ermittelt man aus der Verschiebung eines Interferenz- 
streifensystems. Zu seiner Erzeugung wurde ein Doppelspalt benutzt. 
Auf einer optischen Bank wurden in der angegebenen Reihenfolge 
_ nachstehende Gerate aufgestellt (Fig. 1): Eine Quecksilber-Hochdruck- 
lampe, ein Wrattenfilter fiir die gewiinschte Hg-Linie, Kondensorlinse, 
Polarisator P, (meist Polarisationsfolie), ein verstellbarer Spalt, eine 
Abbildungslinse (Photoobjektiv f=21 cm), Doppelspalt mit zwei A/2- 
Glimmerblattchen, eine Zylinderlinse (Achse senkrecht zum Spalt, 
f=12,5 cm), Analysator P,, Film oder Okular. 


2 
Dsp Tr aa Ph 


Fig. 4. Interferenzanordnung mit Intensitatsausgleich zur Messung der absoluten Phase. K Kondensor, 

W Wrattenfilter, P, Polarisator, Dsp Doppelspalt; hinter jedem Spalt befindet sich ein 2/2-Glimmerblatt- 

chen. Neben dem Doppelspalt ein breiter Spalt (praktisch ohne Beugung) mit schrag gestellter Glasplatte 

dahinter. Er dient zur Erzeugung einer versetzten Nullmarke, Tr Tragerglasplatte mit planparalleler 
Schicht, Z Zylinderlinse (Achse senkrecht zum Spalt), P, Analysator, Ph Photoplatte. 


Die Anordnung wird in folgender Weise justiert: Der Doppelspalt 
und die Zylinderlinse werden zunachst entfernt und mit der Abbildungs- 
linse ein Bild des beleuchteten Spaltes in der Brennebene des Okulars 
entworfen. Dann wird der Doppelspalt hinter die Linse gesetzt. Es 
entstehen zwei Lichtbiindel, die sich in einiger Entfernung hinter dem 
Doppelspalt iiberlappen und interferieren. Die Zylinderlinse wird so 
aufgestellt, daB sie den Doppelspalt auf die Brennebene des Okulars 
abbildet. Sie hat die Aufgabe, die Interferenzstreifen in ihrer Langs- 
ausdehnung zu verkiirzen. Dadurch wird die Scharfe und Intensitat 
der Streifen bedeutend erhéht. Die horizontale Lage ihrer Achse kann 
leicht eingestellt werden, da bei kleinen Abweichungen aus dieser Lage 
die Interferenzstreifen véllig unscharf werden. 

Der erste beleuchtete Spalt mu8 so schmal gemacht werden, daf 
die Koharenzbedingung erfiillt ist (2y - sin w < A/2, wobei y die Spalt- 
breite und ~ den Offnungswinkel des Lichtbiindels bedeutet). Durch 
diese Forderung ist die maximale Helligkeit des Bildes beschrankt. 

Fiir den Intensitatsausgleich wurde die Anordnung mit feststehenden 
Glimmerblattchen (siehe vorhergehende Arbeit) benutzt. Die ausge- 
zeichneten Schwingungsrichtungen sind um 45° gegeneinander verdreht. 
Die DurchlaBrichtung des Analysators halbiert den Winkel zwischen 
den ausgezeichneten Richtungen der Glimmerblatter. Die Einstellung 
auf Intensitiitsgleichheit erfolgt durch Drehen des Polarisators F,. 
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Die genaue Messung der Streifenverschiebung bereitete erhebliche 
Schwierigkeiten. Nach mehreren Versuchen, die alle nur eine Genauig- 
keit von 4/;) Streifenbreite lieferten, wurde dazu ubergegangen, die 
Streifen zu photographieren und mit Hilfe eines Mikrophotometers aus- 
zumessen. Mit Hilfe eines breiten Spaltes und einer schrag gestellten 
Glasplatte (Fig. 1) wurde eine Nullmarke erhalten, die bei kleinen 
Bewegungen der Tragerplatte mit Schicht ihre relative Lage beziiglich 
der Interferenzstreifen nicht dndert. 

Bei der Messung wird die Tragerplatte mit Schicht zunachst so 
justiert, daB ein Lichtbiindel durch die Schicht lauft (Fig. 1). Die 
Interferenzstreifen werden photo- 
graphiert. Dann wird die Trager- 
platte verschoben, so daB keim 
Biindel mehr durch die Schicht 
tritt. Es wird eine zweite Auf- 
nahme der Interferenzstreifen auf 
Fig. 2a u. b. a Reflexion in Gas; b Reflexion in dieselbe Platte gemacht, aus der 
Luft. ey ist die Differenz der Phasenspriinge an den die Nullage der Interferenzstrei- 
Trennflachen Metall—Glas und Luft—Glas. e,- ent- P . 
halt auBer den Phasenspriingen auch den geometri- fen entnommen wird. Beide Auf- 
schen Wegunterschied 2d. Das ani Pheasnleinaal nahmen werden in der gleichen 
tierte Biindel erleidet im Falle a keinen Phasensprung, a : a 

im Falle b einen solchen von '/, Wellenlange. Hohe der Streifen mit dem KocuH- 

Goosschen Mikrophotometer re- 

gistriert. Die Photometerkurven wurden mit einem MeBmikroskop 

ausgewertet. Die Genauigkeit ist beschrankt durch die photome- 

trische Bestimmtheit der Streifen. Sie betragt bestenfalls etwa 

‘Nos Streifenbreite ~ 1,5°. Die Belichtungszeiten lagen zwischen 1/, sec 
und 25 min. 


Ein Teil der Messungen wurde mit einem vereinfachten Verfahren 
ausgefiihrt, wobei jedoch der Intensitatsausgleich in ahnlicher Weise 
erfolgte. Diese Methode soll in einer spateren Arbeit beschrieben werden. 


$3. Messung der Phasendnderung bei Reflexion. 


Die oben beschriebene Anordnung dient zur Messung der Phasen- 
dnderung bei Durchgang des Lichtes durch die Schicht. Sie kann aber 
ohne weiteres auch zur Bestimmung des Phasensprunges bei Reflexion 
des Lichtes an der Schicht benutzt werden. Dazu braucht nur die 
Zylinderlinse, der Analysator und die Photoplatte auf eine zweite opti- 
sche Bank gestellt zu werden, die im spitzen Winkel zur ersten steht. 
Die Messung erfolgt ahnlich wie in § 2. 


Man hat bei Reflexion an der absorbierenden Schicht zwei Falle zu 
unterscheiden (Fig. 2): a) Reflexion von der Seite der Unterlage (Re- 
flexion in Glas), b) Reflexion von der Luftseite (Reflexion in Luft) 
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Im ersten Falle (Fig. 2a) rithrt die Phasendifferenz der beiden reflek- 
tierten Biindel nur von den verschiedenen Phasenspriingen her, die sie 
an der Trennflache Metall—Glas bzw. Luft—Glas erleiden. 

Im zweiten Falle (Fig. 2b) dagegen erfahrt das nicht an der Schicht 
reflektierte Biindel eine zusatzliche Phasenverzégerung, da es einen um 
die doppelte Schichtdicke langeren Weg zuriickzulegen hat. Beide Falle 
werden spater benutzt. Bei der Reflexion in Glas wird die Reflexion 
an der Vorderflache der Glasunterlage durch Verwendung einer schwach 
keilférmigen Platte ausgeschaltet. Die Apparatur wird im folgenden 
nur zur Messung der Phasenanderungen bei annahernd senkrechter 
Inzidenz benutzt, kann jedoch zu Messungen bei beliebigem Einfalls- 
winkel verwendet werden. 


§ 4. Messung der Amplituden-(Intensitdts-)dénderung. 

Den absoluten Betrag der komplexen Amplitude gewinnt man aus 
Intensitatsmessungen!. Zur Messung der Intensitaten wurde eine im 
hiesigen Institut vorhandene Apparatur? benutzt. Als Lichtquelle 
diente eine Quecksilberdampflampe mit Doppelmonochromator. Die 
Intensitatsmessung erfolgte mit Hilfe einer Thermosaule mit Galvano- 
meter. Die MeBgenauigkeit betragt etwa 0,5% der einfallenden Inten- 
sitat. 


Ableitung der Formeln zur Bestimmung der optischen Konstanten 
und der Dicke. 

Es werden die Gleichungen zur Bestimmung der optischen Kon- 
stanten und der Schichtdicke abgeleitet. Dabei wird stets vorausgesetzt, 
daB die Schicht so dick ist, daB Mehrfachreflexionen 1m Innern ver- 
nachlassigt werden kénnen. Das ist der Fall, wenn die Intensitat bereits 
bei zweimaligem Durchgang verschwindend klein geworden ist, wenn 
pena * 2%" 2414 <4 jst, 


$5. Erstes Auswertungsverfahren. 

(Bestimmung der optischen Konstanten mit reflektiertem Licht.) 

Da Mehrfachreflexionen im Innern der Schicht vernachlassigt werden 
sollen, geniigt es, nur eine Grenzflache zu betrachten. Um welche es 
sich dabei handelt, ist zunachst gleichgiiltig. Die im folgenden vor- 
kommenden deutschen Buchstaben bedeuten stets komplexe GroBen. 
Es sei n, der Brechungsindex des Mediums vor der absorbierenden 
Schicht, n, der Brechungsindex in der Schicht und S, e'‘” das Verhaltnis 
der komplexen Amplituden vor und nach der Reflexion oder — wie 
man meist kurz sagt, indem man die Amplitude des einfallenden Lichtes 


1 Bekanntlich ist die Intensitat dem Quadrat der Amplitude proportional. 
2 Goos, F.: Z. Physik 100, 95 (1936). 
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gleich 1 gesetzt denkt — , die komplexe Amplitude des reflektierten — 
Lichtes‘‘. Dann gilt bekanntlich bei senkrechtem Einfall: 


herisien diene 
$4 Py ats (1) 
(Bei der Phase bedeutet positives Vorzeichen stets Beschleunigung, 
negatives Verzogerung.) 

Es interessiert hier nur der Fall, daB das Medium vor der Schicht 
nicht absorbiert (Glas oder Luft), d.h.n, =, ist reell. Fiir den Brechungs- 
index der Schicht gilt ny =, — 1k, wobei k der Absorptionskoeffizient 
der Schicht ist?. 

(1) ist nach ng aufzulésen. Dazu ist es zweckmaBig, den Ausdruck 


4— Se." Ry Be 38 


1+ S,e** Ny my 


zu bilden. Indem man links mit (1+ 5S, e—*’) erweitert, entsteht auf 
der linken Seite 
1— 42S,siné,— SF 


1+2S,cos ¢,+ S? © 


Nunmehr kann leicht Real- und Imaginarteil getrennt werden und man 
erhalt 


1— S? 
n 4 


=n <= 3 
a 1+2S,cos s, + S? 


(2) 


25,s1n &, 


k =n, ————"_. . 
14+425S,cose,+ S? 


Die reflektierte Intensitat 7,=S? und die absolute Phasenanderung 
es, wird an der Trennflache Unterlage—Schicht gemessen. Bei dieser 
Reflexion ist die gemessene Phasenanderung direkt der Phasensprung. 
Mit Hilfe der Gl. (2) erhalt man dann die optischen Konstanten der 
Schicht (#2, = Brechungsindex des Glases). 

Es ist zu bemerken, daB die Gl. (2) trotz ihrer Einfachheit fiir un- 
endlich dicke Schichten sfreng gelten, wahrend man z.B. beim DrupE- 
schen- Verfahren (relative Phasen und Amplituden) auf Naherungen 
angewiesen ist®. 


$6. Bestimmung der Schichidicke. 

Die Schichtdicke kann bestimmt werden, wenn man auch die Mes- 
sung der absoluten Phasenanderung bei Reflexion an der anderen 
Trennflache (Schicht—Luft) heranzieht und die aus (2) erhaltenen Werte 
von 7, und k als bekannt voraussetzt. Diese Phasenanderung setzt sich 

' k ist definiert durch die Gleichung J = J, + e—27**4/4, wo d die Schichtdicke 


und A die Wellenlange des Lichtes im Vakuum bedeutet (Rk = Mg x) 
® Pou, R. W.: Optik, 7. u. 8. Aufl., S. 166. 1948. 


+ 
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aus zwei Anteilen zusammen (Fig. 2): Erstens erfahrt das an der Schicht 
reflektierte Biindel einen Phasensprung ,, zweitens erleidet das am 
Glas reflektierte Biindel eine Verzégerung —2d/A, da es einen um die 
doppelte Schichtdicke langeren Weg zuriickzulegen hat. Beriicksichtigt 
man schlieBlich noch den Phasensprung 0,5, den das am Glas reflektierte 
Biindel erfahrt, so erhalt man fiir die direkt beobachtbare Phasen- 
differenz «, die Beziehung (die Phasen werden in Bruchteilen der 
Wellenlinge gemessen): 


&p = Gy —0,5 + 2d/A (3) 
(A = Wellenlange des Lichtes im Vakuum). 
gy 1aBt sich mit den oben aus Beobachtungen an der anderen Ober- 
flache gemessenen optischen Konstanten aus Gl. (1) berechnen, wenn 
man den Brechungsindex der Glasunterlage », durch den Brechungs- 
index der Luft ,;=1 ersetzt. Man findet 
— 2n,k 


Kk dae” Pam Ba (4) 
In Gl. (3) sind damit alle GréBen bekannt auBer der Schichtdicke d, 
die daraus gefunden werden kann}. — 

Das Verfahren ist bei beliebig dicken Schichten durchfiihrbar. Dies 
war bei den bisherigen Methoden nicht oder nur in unzulanglicher 
Weise moglich. Die Verfahren, die auf Intensitatsmessungen allein 
beruhen, liefern die Schichtdicke iiberhaupt nicht. Sie wird meist durch 
Wagung bestimmt, wobei die Annahme gemacht wird, daB die Dichte 
der diinnen Schichten mit derjenigen des kompakten Metalles tiberein- 
stimmt. Das FOrsTERLINGsche Verfahren liefert die Schichtdicke nur 
bei durchsichtigen Schichten. Es besteht ferner noch die Méglichkeit, 
die Schichten in nichtabsorbierende umzuwandeln (z.B. Jodsilber) oder 
eine zweite Schicht dariiber zu dampfen. Bei beiden Verfahren ist die 
Schicht jedoch fiir weitere Messungen unbrauchbar. AuBerdem treten 
hierbei weitere Ursachen fiir Unsicherheiten auf, z.B. die Tatsache, daB 
bei der Umwandlung von Silber in Jodsilber die Schichtdicke um ein 
Vielfaches zunimmt, und daB man Abweichungen in der Schichtdicke 
bis zu 25% erhalt, je nachdem, mit welchem Metall tibergedampft wird?. 


§7. Zweites Auswertungsverfahren und Kontrollméglichkeiten. 


Ausgehend von Gl. (1) kann man auf graphischem Weg 1, und k 
leicht erhalten. Dieses Auswertungsverfahren erméglicht es, den Ein- 
fluB der MeBfehlerund den von Oberflachenschichten (unter Zuhilfenahme 


1 Dabei wird vorausgesetzt, daB keine Stérungen durch Oberflachenschichten 
vorhanden sind. Wie groB sie sind, kann mit Hilfe der noch nicht herangezogenen 
Amplitude S, abgeschatzt werden (vgl. § 7). 

2 ToLansky, S.: J. Phys. Radium 11, 373 (1950). 
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von J, = 5S?) auf das Resultat in anschaulicher Weise zu iiberblicken. | 
Dadurch wird ersichtlich, welchen Vorteil die Verwendung der kom- 
plexen Amplitude an Stelle der Intensitat allein mit sich bringt. | 

Man bestimmt in Gl. (1) den absoluten Betrag der beiden Seiten 
und erhalt a; auBerdem bildet man den Quotienten Imaginarteil durch 
Realteil und erhalt b. So entsteht: 


yt Ee oe, eet... ae | 
tm pe ‘So = tn — e 7 


uf 


Hierbei bedeutet J, die Intensitat, e, die Phasenanderung bei Reflexion 
an der Trennflache Glas—Schicht, n, bzw. », den Brechungsindex der 
Glasunterlage bzw. der Schicht und k den Absorptionskoeffizienten der 
Schicht. Die Auflésung der beiden Gleichungen nach , und & erfolgt 
am besten graphisch, da es sich um zwei Kreisgleichungen in den beiden 
Unbekannten mu, und k handelt. Eine leichte Umformung liefert die 
beiden Gleichungen: 
+a 4a 


1 4 2 
———— n,}? + k? = nj — : 
(mM 1—a ae 4 —a)* 


ni + ( +7) =ni (144). 


(6) 


Durch Vergleich mit der bekannten Kreisgleichung 
(x — x9)? + (y— ya)? = RY 


erhalt man die Koordinaten der Mittelpunkte M, und M, und die 
Radien R, und R, der beiden Kreise (hierbei wird »,»=x und k=y 
gesetzt): 


M, = (; + 'm,,0), M, = (0, —,/d) , 
2a <4 (7) 
, = Maint Rg=n,)1+1/8. 

Zur Bestimmung der optischen Konstanten der Schicht werden also 
auch hjer zunichst die MeBwerte von J, und e, benutzt. Fiir die Dicken- 
bestimmung wird wie in §6 die Messung von e, verwendet. Nicht 
gebraucht wurde dagegen die in Luft reflektierte Intensitat J,. Man 
gewinnt aus ihr genau so wie aus J, einen weiteren Kreis. Er kann dazu 
benutzt werden, um festzustellen, ob die Oberflachenbeschaffenheit auf 
beiden Seiten der Schicht die gleiche ist. Wenn dies der Fall ist, dann 
muB dieser dritte Kreis durch den Schnittpunkt der beiden schon vor- 
handenen hindurchgehen. Andernfalls hat man es mit Oberflachen- 
schichten zu tun. 


Aus der Kreisdarstellung 1aBt sich der EinfluB der MeBfehler auf 
das Resultat ohne weiteres erkennen. Im allgemeinen schneiden sich 
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die beiden Kreise, die aus J, und ¢, gewonnen wurden, annaihernd 
rechtwinklig, d.h. der Einflu® der MeBfehler auf das Resultat ist klein. 
Die beiden Kreise dagegen, die aus den Intensitiiten bestimmt wurden, 
schneiden sich unter auBerst spitzem Winkel (Fig. 4). Dies bedeutet, 
daB schon kleine MeBfehler das Resultat stark beeinflussen. Dies ist 
der Hauptfehler der Methoden, die mit den Intensititen allein arbeiten. 


$8. Bestimmung der Schichtdicke aus der Phasendnderung 
bet durchgehendem Licht. 

Ist die Schicht zwar so dick, daB noch Licht durch sie hindurchtritt, 
aber dick genug, daB im Innern keine Mehrfachreflexionen auftreten, 
dann ergibt die Messung der Phase des durchgegangenen Lichtes eine 
weitere Kontrollméglichkeit mit leicht auswertbaren Verhdltnissen. 

Die Phasenanderung des durchgegangenen Lichtes setzt sich aus 
zwei Anteilen zusammen. Erstens ergibt sich eine Phasenverzégerung 
infolge des von 1 verschiedenen Brechungsindex der Schicht. Zweitens 
erfahrt das Licht an jeder der beiden Grenzflachen der Schicht einen 
Phasensprung. FaBt man diese beiden Phasenspriinge zu einer GréBe gp 
zusammen, so erhalt man fiir die Phasenanderung des durch die Schicht 
gehenden Biindels 

Pg = — Ng" d/A+Q.- (8) 

@o gewinnt man aus der Gleichung 


R (n+ B® — ny ns) 


Ng (Ny + Mp) (My + 13) + A? (my + ny + Mg) © 


(9) 


Diese Gleichung kann man in anschaulicher Weise gewinnen, indem 
man die Phasenspriinge beim Eintritt in das Metall bzw. beim Austritt 
aus ihm getrennt berechnet und sie dann addiert. Beim Ubergang von 
Medium 1 nach Medium 2 (Metall) gilt die bekannte FRESNELsche Formel: 


tg Po= 


2M, 


S19 etf12 = Ilo = No — 14 R) . 
LZ My + Ny ( 2 2 ) 
Daraus findet man 

— nk 


tg ~ie= (ny + Ng) Ng + k? ‘ 


Analog gilt fiir den Ubergang von Medium 2 nach Medium 3 die Gleichung 


F 2Nn3 
Sop? = 
23 My + , 


woraus folgt 
k 
tg Po3 = Na +My a 


Bildet man mit Hilfe des Additionstheorems fiir den Tangens den Aus- 
druck fiir tg (@12+¢23)=tgY, so erhalt man Gl. (9). Bei diesem 
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Ableitverfahren ist vorausgesetzt, daB die beiden Phasenspriinge von 
der Schichtdicke unabhangig sind’. 

Es ist bemerkenswert, daB g,, auch dann von @ 3 verschieden ist, 
wenn die an die absorbierende Schicht angrenzenden Medien gleich 
sind (1,— 13). Daher ist auch bei freitragenden Schichten yp von Null 
verschieden. 

Gemessen wird die Phasendifferenz ¢, der beiden Lichtbiindel; um 
daraus die Dicke der Schicht zu bestimmen, muB beriicksichtigt werden, 
daB das eine Lichtbiindel durch die Schicht (Phasenbeschleunigung 9), 
das andere durch Luft lauft (Phasenbeschleunigung —d/A). Da der 
Brechungsindex der Luft ;=1 ist, gilt offenbar 


Ea = pa— (— 4/2) = — (mg—1) d/A +. (12) 


(Phasenverzégerungen werden stets negativ gerechnet.) In Gl. (12) sind 
alle GréBen bekannt, auBer der Schichtdicke d, die daraus gewonnen 
werden kann. 


Anwendung des Verfahrens auf Antimonsulfidschichten. 


$9. Bestimmung der optischen Konstanten und der Dicke 
im Gebtet starker Absorption. 


Die im vorhergehenden Abschnitt angegebene Methode wurde be- 
nutzt, um die optischen Konstanten und die Schichtdicke von zwei 
Antimonsulfidschichten bei verschiedenen Wellenlangen zu bestimmen. 
Antimonsulfid hat die Besonderheit, daB es fiir rotes Licht praktisch 
absorptionsfrei ist, wahrend es griines und blaues Licht stark absorbiert. 
Die Messungen mit rotem Licht liefern einen Kontrollwert fiir die 
Schichtdicke nach bekannten Methoden. Die Tatsache, daB sich fiir 


1 Auf strengerem Wege erhalt mang), wenn man von der komplexen Amplitude 
fiir das durchgehende Licht ausgeht. Nach Hammer (Z. techn. Phys. 1943, Nr 8, 
169) gilt: 
iga _ (1 mL f) (1+ £) en 


Sye ———— 
: (4 the tg =e} 


(10) 
Dabei sind /, g und 4 Funktionen der optischen Konstanten der Schicht und der 
beiden angrenzenden Medien, die jedoch die Schichtdicke nicht enthalten. « und B 
sind Abkirzungen fiir P=2akd/A und x1=22n,d/A. Multipliziert man (10) 
mit e'*, so steht auf der linken Seite im Exponenten der Winkel py+«. Dies ist 


aber nach Gl. (8) g. Dividiert man Imaginar- durch Realteil der Gl. (10), so 
ergibt sich 


tgp = — ee (11) 
é 
A, B, C und D sind entstanden aus f, g und A, enthalten also die Schichtdicke 


nicht, Im Falle dicker Schichten (e~? <4) wird g) von der Schichtdicke unab- 
hangig. Aus (11) gewinnt man leicht Gl. (9). 
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die tbrigen Wellenlingen nach dem neuen Verfahren die gleichen 
Schichtdicken ergeben, zeigt seine Zuverlissigkeit und Brauchbarkeit. 
Von der Doppelbrechung wurde hier abgesehen. Die beobachteten 
Werte der optischen Konstanten sind effektive Mittelwerte (,,effektiver 
Brechungsindex"). 
_ DieSchichten wurden durch Aufdampfen im Hochvakuum hergestellt. 
Die Verdampfungsapparatur ist in der folgenden Arbeit beschrieben. 
Fiir die Intensitaéten und Phasen ergaben die Messungen fiir zwei 
Schichten mit verschiedener Dicke folgende Werte: 


Tabeile 1. 


J, in % &r It in % fr! Iga in % Ed 

Schicht Nr. 1 

A= 435mu 13 0,424 26 0,988 nO) _ 

A= 546 mu 15 0,457 28 0,857 15 0,854 

A= 578 mu 19 0,480 33 0,720 37 0,994 
Schicht Nr. 

A= 436mu 15 0,424 28 0,681 4 0,602 

4= 546mu 15 0,455 28 0,550 29 | 0,561 

A=578my 18 0,480 32 0,491 28 | 0,631 


Die Phasen wurden in Streifenbreiten, die Intensitaten in Prozenten 
der einfallenden Intensitat angegeben. Die MeBgenauigkeit betragt 
etwa 0,005 Streifenbreiten bei den Phasen und 0,5% bei den Inten- 
sitaten. Bei der Schicht Nr.1 konnte e, fiir A436 mu nicht gemessen 
werden, da die durchgehende Intensitat zu gering war. 

1. Erstes Auswertungsverfahren. Mit Hilfe der Gl. (2), (3), (4) und (12) 
wurden die effektiven optischen Konstanten und die Schichtdicke be- 
rechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 angegeben. Die Werte fiir 
A2=700 my sind mit Hilfe des in § 10 beschriebenen Verfahrens gewonnen. 

Die Phase e, bezieht sich auf Reflexion in Luft, e, auf Durchgang. 
m, und k werden aus der Reflexionsbeobachtung von der Seite der 
Unterlage her abgeleitet. Bei der Reflexionsmessung von der Luftseite 


Tabelle 2. 
Schicht Nr. 1 Schicht Nr. 2 
Zin my 436 | 546 7 Sie Auk 700 436 546 578 700 
Ng 2,6 3,2 3,7 5,1 2,7. | 3y1 3.5 4,8 
k 0,98 0,60 0,49 | ~O | 1,11 0,78 0,43 | £0 
din mu 
aus &y 205 (228) 205 | 138 143 139 ] 
aus & — | 209 211 214 147 141 143 138 
—tak— 
e Aah "pines [O05 | RAN OP 0,01 | 0,08 | 0,27 1 
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her wird ausgenutzt, daB das Biindel, das nicht durch die Schicht ge- © 
gangen ist, einen um 2d langeren Weg zuriicklegen muB. Aus e, kann 
daher die Dicke d gefunden werden [Gl. (3)}. Verwendet man dagegen 
die Phasendinderung beim Durchgang, dann geht die optische Weg- 
differenz der beiden Biindel, also im wesentlichen (m,—1) d und die 
Phasenspriinge an den Trennflachen der Medien ein. Man erhalt daher 
auch aus der Beobachtung der Phasenanderung bei Durchgang die 


Dicke d [Gl. (12)]. Dabei wird vor- 
1 ees ey ausgesetzt, daB die Schicht einheit- 
mie } oe lich aufgebaut ist und tiberall das 
2 9 } 4 : 
; \ gleiche Ns und k hat. 
Die Absicht der Tabelle 2 ist, 
sare. yam zu zeigen, daB sich die gleiche 
Fig. 3. Effektiver Brechungsindex , und Absorp- Schichtdicke ergibt bei verschie- 
tonskonfiient & von, Antinonsuidemeer ‘denen Wellenkingen, wo 1, und 
jeweils ganz verschiedene Werte 
besitzen. Weiter unten wird gezeigt, daB sich dieselben Schichtdicken 
auch mit rotem Licht ergeben, d.h. auch im Falle, wo keine Absorp- 
tion vorhanden ist. 

In der letzten Zeile der Tabelle 2 wurde der Wert von e~* angegeben. 
Dieser ist ein MaB dafiir [Gl. (10)], ob die Mehrfachreflexionen im 
Innern der Schicht vernachlassigt werden kénnen. Bei blauem und 
griinem Licht ist die Bedingung e~** < 1 hinreichend erfiillt, bei gelbem 
dagegen nur in grober 
Naherung. Der Verlauf 
Mittelpunkt Radius der effektiven optischen 

Konstanten in Abhan- 

=o y= 286 (M)| 321 Eiekelt von der Wellen 
1,70 y=0 (M,)| 14,38 lange ist in Fig. 3 dar- 
gestellt. Es wurde das 

Mittel aus den Werten fiir die beiden Schichten gebildet. Die Un- 


sicherheit der Werte von mg, k und d betragt etwa 5%. 

2. Zweites Auswertungsverfahren. Fir eine Schicht (Nr. 4) und 
A= 436 my soll die Auswertung der MeBergebnisse mit dem zweiten 
Auswerteverfahren wiederholt werden. Die Gl. (7) liefern fiir die Mittel- 
punkte und Radien der Kreise die Werte der Tabelle 3. 


Die Kreise sind in Fig. 4 dargestellt. Man erkennt, daB die aus ia 
und ¢, gewonnenen Kreise die gleichen Werte n, und & liefern, wie die 
erste Methode. Diese beiden Kreise schneiden sich annahernd recht- 
winklig, d.h. der EinfluB der MeBfehler auf das Resultat ist gering. 
Die beiden Intensitatskreise schneiden sich dagegen unter sehr spitzem 
Winkel, so daB der Schnittpunkt nur schlecht definiert ist. Anderungen 
der Intensitaten innerhalb der Fehlergrenze ergeben véllig verschiedene 


foo 500 600 700mm. 400 500 600 700mp 


Tabelle 3. 


Kreis aus I, | # 
Kreis aus ¢&, x 
Kreis aus Jy | x 


Hoi il 
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Schnittpunkte. Die Schnittpunkte der beiden Intensitatskreise mit dem 
Phasenkreis stimmen innerhalb der MeBgenauigkeit iiberein. Dies be- 
deutet, daB die Oberflachenbeschaffenheit der Schicht auf beiden Seiten 
die gleiche ist und daher keine Stérungen durch Oberflachenschichten 
vorliegen. 

Die Kreisdarstellungen beider Schichten fiir die iibrigen Wellen- 
langen sind der Fig. 4 ganz analog. Daber soll von ihrer Wiedergabe 
abgesehen werden. 


3 
$ 10. Bestimmung der Dicke im absorptions- “ 
freien Gebiet (rotes Licht). {2 Ep 
Da Antimonsulfid fiir rotes Licht prak- * as 
tisch absorptionsfrei ist, sollen zunachst die 7” fp 
Formeln fiir eine nichtabsorbierende Schicht M, M; 
mit Mehrfachreflexionen im Innern angege- 0 7 9 3 ¢ 


ben werden. Fiir die reflektierte und durch- re if me 
F ig. 4. Bestimmung des effektiven 
gehende Amplitude gelten nach HAMMER! Ha hamaedese dc acadiiba Atisaons 
die Gleichungen: tionskoeffizienten k der Antimon- 
— Bie sulfidschicht Nr. 1 ftir 2=435 my 
Ss fet m+7,°e 3 (m,=2,6; k=1,0). (Koordinaten der 
é€ aa 7% —2ia ? Mittelpunkte und Radien der Kreise 
1+ 72° e (13) nach Tabelle 3, , als x-Koordina- 
—ia 3 ten, k als y-Koordinaten 
aufgetragen.) 


Seiva (4 +7,)(1+7,)-e 
a 


; —2ia 
1+ 77%°e 


Dabei sind folgende Abkiirzungen benutzt worden: 
Ny — Ng Ny — Ng ’ 
a « tf. = —_——__ 5 a=27n -ali. 
et Ny + Ny . Ng + Nz 2 | 
Aus Gl. (13) erhalt man fiir die Intensitaten 
= 7} + 73+ 27, 7. cos 2a 
. 44+7373+ 297,7,00s 20 ’ 


Ns (1—7) (1+73) 


m, 1+47373+ 27,7, C08 20° 


(14) 


Die reflektierte Intensitat J, ist die Summe aller Biindel, die an der 
einen oder an beiden Trennflachen ein- und mehrfach reflektiert worden 
sind. Der Ausdruck fiir J, ist beziiglich 7, und 7, symmetrisch, d.h. daB 
bei absorptionsfreien Schichten die in Luft bzw. Glas reflektierten Inten- 
sitaten einander gleich sind. 

Fiir die Phase des durch die Schicht gehenden (ichtes einschlieBlich 
der mehrfach im Innern reflektierten Biindel ergibt sich nach Gl. (13) 


ee es, ( "af { 
See a ees Ala i (15) 


1 Hammer, K.: Z. techn. Phys. 24, 169 (1943). 
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(Der vor dem Tangens stehende Bruch riihrt von der Mehrfachreflexion 
im Innern der Schicht her. Wiirde man diese vernachlassigen, so er- 
hielte man gy= — 2° 4/2.) 

Die Verzdgerung des nicht durch die Schicht gehenden Biindels 
betragt —d/A, da der Brechungsindex der Luft z= 1 ist. Man miBt 
also die Differenz 

eg=ga—(—dA) = Ge +4/2. (16) 

Fiir die Messungen mit rotem Licht wurden die Linien und Banden 
des Hg-Spektrums benutzt, deren Schwerpunkt bei 700 mu liegt. Die 
MeBergebnisse sind in Tabelle 4 aufgefiihrt. 


Tabelle 4. 
Trin% | Ivin% | Tain% | ed 
TL 
| 
Schicht Nr. 41 44 43,5 52 tere 
Schicht Nr. 2 20 20 79 — 0,765 


Die Tatsache, daB J, und J, innerhalb der MeBgenauigkeit tiber- 
einstimmen, ist ein Beweis dafiir, daB die Schichten praktisch nicht 
absorbieren [Gl. (14)]. Dies geht auch 
daraus hervor, daB J,+J,; annahernd 
100% ergibt. 

Um die Schichtdicke d und mg, zu er- 
halten, stehen zwei unabhangige Beziehun- 
gen zur Verfiigung: Die gemessene GroéBe I, 
(oder auch J,) ist nach (14) und ebenso 
die gemessene GréBe ¢, nach (16) [wobeig, 
nach Gl. (15) eingesetzt wird] eine Funk- 


02 03 a4 : : ; : 

a/A—~ tion von #, und d@. Die beiden Gleichungen 

Fig. 5. Bestimmung der Schichtdicke lassen sich nicht ohne weiteres ldsen 
von Antimonsulfidschichten mit rotem : 4 a : a3 ey i. : 
Licht (A=700 mu, ga in Streifenbreiten). Man erhalt eine Naherung fiir ,, indem 


Phaseninderung ¢q@ des durch die Schicht . _ . . d 
gehenden Biindels: a) in Abh&ngigkeit man aut der rechten Seite von (15) das 


von m, und d [geschlangelte Kurve, Glied vor dem Tangens gleich 1 setzt, 
Gl. (15)], "b) in Abhaingigkeit von der 1.1 A Sy i : * y oi 
gemessenen Phasendifferenz *g und d d.h. man ersetzt die schrage Wellenlinie 
(Geraden, Gl. (16)). in Fig. 5 durch eine Gerade. So erhalt 
man &,% (1 —v#,) d/A. Aus J, (oder aus J) 
erhalt man als zweite GréBe cos 2x=c. (Dabei wird zur Berechnung 
von 7, und 7, der weiter unten aus dem Polarisationswinkel gefundene 
Wert my=4,7 als nullte Naiherung benutzt.) Also ist 


2a= 2-2angd/A=+ arccosc+2am, wobei m= 0,1, 2, Lee 


sein kann, Aus dieser und der Naherungsgleichung fiir e, laBt sich 
d/A climinieren, Man erhalt dann Naherungswerte fiir n,, die den 
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_ verschiedenen m entsprechen. Andererseits kann man 7 aus der Messung 
des Polarisationswinkels mp an einer dicken Antimonsulfidschicht er- 
mitteln. 

Die Messungen bei Reflexion an der Luftseite ergaben mp = 78° 1°. 

Daraus folgt »,=tgpp=4,7 40,4. Um Ubereinstimmung mit diesem 
_ Wert zu erhalten, mu8 man in der obigen Gleichung fiir 2d bei Schicht 
Nr. 1 m=3 und bei der Schicht Nr. 2 m=2 setzen. (Die nachsten 
_ aus der Gleichung mit arc cose in Frage kommenden Werte fiir n, 
_ sind z.B. fiir die erste Schicht #,=3,0 und 9,5.) Man erhalt auf diese 
Weise eindeutige Naherungswerte fiir m, fiir die in §9 untersuchten 
Schichten (Tabelle 2). Als Mittel fiir beide Schichten ergibt sich n, =5 
(Fig. 3). 

Um mit Hilfe dieses Wertes die genaue Schichtdicke zu erhalten, 
wurde in Fig.5 die Gl. (15) (schrage Wellenlinie) und die Gl. (16) 
(Gerade) graphisch dargestellt. Aus diesen beiden Gleichungen ist 
zu eliminieren, d.h. der Schnittpunkt zu bestimmen. Dieser liefert d/A 
der Schichten. Die Werte sind in Tabelle 2 mit aufgenommen. Die 
Schichtdicken stimmen mit den friiher gefundenen in befriedigender 
Weise uberein. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 
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Anderung des Phasensprungs bei der Reflexion 
an Silber in Abhingigkeit vom Einfallswinkel. 
Von 
G. DORNENBURG, geb. Prost und R. FLEISCHMANN, Hamburg. 
Mit 5 Figuren im Text. 

(Eingegangen am 22. Dezember 1950.) 


Mit einem Platteninterferometer (nach JAMIN) wird in zwei verschiedenen Anord- 
nungen die Phasenverschiebung bei der Reflexion Glas—Silber und bei der Reflexion 
Luft~—Silber iiber einen gr6Btméglichen Bereich des Einfallswinkels gemessen. Dabei 
werden nach dem in der vorvorausgehenden Arbeit angegebenen Verfahren die 
zu vergleichenden Biindel vor der Interferenz auf gleiche Intensitat gebracht. Die 
Phasenspriinge werden fiir die beiden Polarisationsrichtungen des einfallenden 
Lichtes (elektrischer Vektor parallel bzw. senkrecht zur Einfallsebene) getrennt 
bestimmt. 
Verschiedene Schichten ergaben experimentell einen etwas verschiedenen Verlauf 
mit dem Einfallswinkel, der durch Oberflachenschichten erklarbar ist. Daher 
wurden fiir jede untersuchte Schicht einzeln effektive optische Konstanten be- 
stimmt. Mit diesen ergab sich Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und 
Erwartung innerhalb der Fehlergrenze. Dicke und Brechungsindex der Ober- 
flachenschichten wurden nach einem bekannten Verfahren von DrRubDE abgeschatzt. 


$1. Einleitung. 

Das Auftreten von Phasenspriingen bei der Lichtreflexion beob- 
achtete zuerst FRESNEL bei seinem bekannten Interferenzversuch. 
Wahlte er dabei den einen Spiegel aus Glas, den anderen aus Metall, 
so fand er, daB die Farbenverteilung nicht mehr symmetrisch zur Stelle 
verschwindenden Gangunterschiedes war. 

Alle bisher beschriebenen Interferenzmethoden, mit denen der 
Phasensprung gemessen werden kénnte, sind durch den Intensitits- 
unterschied der miteinander interferierenden Lichtbiindel beeintrach- 
tigt (bei senkrechter Inzidenz Reflexion am Glas etwa 4%, am Metall 
etwa 95%). Diese Schwierigkeit wird hier mit dem in der vorvorher- 
gehenden Arbeit beschriebenen Intensitatsausgleich beseitigt. 


§ 2. Herstellung der Metallschichten. 

Die untersuchten Silberschichten wurden durch Verdampfung im 
Vakuum hergestellt. Die Anordnung der Verdampfungsapparatur ist 
aus Fig. 1 ersichtlich. Das Metall wurde von einem vorher gut ausge- 
heizten Tantalbindchen verdampft, das die ersten 10 bis 20 sec mit 
einer beweglichen Blende abgedeckt wurde, um die oberflachlichen 
Verunreinigungen des Metalls abzufangen. Die Aufdampfdauer betrug 
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im allgemeinen fiir eine undurchsichtige Silberschicht 40 bis 70 sec, 
wobei das Tantalblech auf helle Gelbglut erhitzt wurde. Das Reflexions- 
vermogen der Metallschichten erwies sich als um so besser, je schneller 
der Aufdampfvorgang vonstatten ging. Es handelte sich um Unterschiede 
von einigen Prozent. 


§ 3. Optische Versuchsanordnung. 
Es wurde fiir die Untersu- 
chung ein JAMIN-Interferometer 
in der tiblichen Anordnung be- 
nutzt. Der Strahlengang ist aus 
Fig.2 ersichtlich. Aus dem von 
einer Natriumdampflampe kom- 
menden Licht wurde ein schma- 
les Biindel ausgeblendet und 
mit Hilfe einer Polarisations- 
folie P, parallel oder senkrecht 
zur Einfallsebene linear polari- 
siert, so daB die Phasenspriinge 
fiir diese beiden Falle getrennt 
gemessen werden konnten. 
Das Gesichtsfeld wurde auf 
folgende Weise in eine obere 
und eine untere Halfte geteilt: 
Die erste Interferenzplatte (1) Ti J. Yetapnnesanerm 21 tnveterezrat 
wurde rickwartig vollkommen Blende zum Abdecken des Ofens (auBerer Griff nicht 
undurchsichtig versilbert, die Site! 7 Tantalbiec als. Vedampfungovane; 
zweite Platte (II) aber nur zur 
Halfte (Fig. 2a). Dann herrscht in der unteren Halfte des Licht- 
weges der normale Strahlengang. Im oberen Teil des Lichtweges wird 
das bei I an der Vorderseite der Interferometerplatte am Glas reflek- 
tierte Licht auch an der Riickseite von II am Glas reflektiert. Gegen- 
iiber dem anderen Biindel tritt also ein Gangunterschied auf, der von 
der Differenz zwischen dem Phasensprung bei der Reflexion am Glas 
und dem bei der Reflexion am Silber herriihrt. Das Streifensystem der 
unteren Bildhalfte soll als Vergleichssystem, das der oberen Halfte als 
MeBsystem bezeichnet werden. Zum Intensitatsausgleich werden zwei 
4/2-Blattchen in die beiden oberen Halften der Biindel gebracht (Fig. 2d, 
Feld 1 und 2). Das eine im Lichtweg des schwacheren Biindels ist so 
gedreht, da8 die Polarisationsrichtung des durchfallenden Lichtes nicht 
verandert wird. Das andere ist um einen Winkel y gedreht, die Polari- 
sationsrichtung also nach dem Durchgang um 2y (vel. die beiden 
vorangegangenen Arbeiten) und zwar so, daf hinter P, beide Biindel 


Manometer 
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gleichen Intensitiatsbeitrag liefern. Durch Drehen eines iiber Feld 3 
und 4 reichenden 4/2-Blattchens wird das Vergleichssystem der ver- 
minderten Intensitat des MeBsystems angepaBt. Man beobachtet dann 
iibereinander zwei kontrastreiche Streifensysteme, die an der Grenze 
der Metallbelegung gegeneinander verschoben sind (Fig. 2b) und zwar 
um den durch den Phasensprung verursachten Phasenunterschied ¢ 
gemessen in Streifenbreiten (Bruchteilen einer Wellenlange). 


Fig. 2a—d. Erste MeSanordnung fiir zwei verschiedene Einfallswinkel gezeichnet. Links a=30° d.h, 
p=15°; rechts «=59° d.h. p=28° (s. 2c). L Lichtquelle (Na~Dampflampe); P, P, Polarisatoren; S Spalt- 
blenden; J und JJ Interferenzplatten (angeordnet nach Jamin); 4/2-Glimmerblattchen nur in der oberen 
HAlfte der beiden Biindel (zum Intensitdtsausgleich); AK Luftkiivette in der oberen H4lfte mit tiberstehen- 
den Glasplatten (zum Kompensieren des Phasensprungs); F Fernrohr. a Die beiden Interferenzplatten. 
Die schraffierten Flichen sind versilbert. b Gesichtsfeld im Fernrohr, mit den beiden an der Grenze 
Glas—Silber gegeneinander verschobenen Interferenzstreifensystemen, ¢ Zusammenhang zwischen a und ¢. 
d Anordnung der 4/2-Glimmerblattchen fiir den Intensitatsausgleich: vor Feld 1: Fest, so orientiert, daB 
die Polarisationsrichtung des durchgehenden Lichtes ungeandert bleibt, vor Feld 2: Drehbar, zur Schwa- 
chung des intensiveren Biindels (vgl. Text § 3); vor Feld 3 und 4 befindet sich zur Angleichung der Intensitat 
der unteren Lichtbiindelhalften an die der oberen ein gemeinsames drehbares 4/2-Glimmerblattchen. 


Die beiden Interferometerplatten saBen auf drehbaren Justiertisch- 
chen, die auBerdem mittels eines Reiters auf zwei parallelen optischen 
Banken verschoben werden konnten (vgl. die beiden Stellungen in Fig. 2). 
Die horizontale Achse konnte mit Hilfe von Stellschrauben um kleine 
Betrage gekippt werden. Durch Drehung der beiden Platten um ihre 
vertikale Achse wurden verschiedene Einfallswinkel eingestellt. 


§ 4, Messung des Phasensprungs an der Grenze Glas—Metall. 
(Erste MeBanordnung.) 
Die beiden Interferenzplatten wurden fiir den jeweils interessierenden 
Einfallswinkel justiert und die Interferenzanordnung so gewahlt, daB 
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gerade fiinf bis acht vertikale Streifen im Gesichtsfeld sichtbar waren. 
Schaltet man eine Luftkiivette in das eine Biindel der oberen Licht- 
halfte mit planen Glasfenstern, die soweit iiberstehen, daB sie auch 
von den iibrigen Biindeln durchsetzt werden, dann laBt sich durch 
meBbare Veranderung des Gasdrucks in der Kiivette die durch den 


_ Phasensprung verursachte 
Streifenversetzung aufheben. 
Die Messung erfolgte in der 
Weise, daB durchabwechselnde 
Druckerhéhung bzw. Erniedri- 
gung das MeBsystem abwech- 
selnd nach der einen und der 
anderen Seite so weit verscho- 
ben wurde, daB es genau an 
das VergleichssystemanschloB. 
Die MeBgenauigkeit ist dabei 
wegen der Unscharfe der Strei- 
fenrander beschrankt, sie be- 
trug 1/., Streifenbreite. 

Fig. 3 gibt ein Beispiel 
der Messungenaneiner Schicht. 


= eek T —_——_— 


170 ic Fehlergrenze | 


0 az FE E20 5 07 es ee? 
Pp Se 
Fig. 3. Beispiel einer Messung des Phasensprungs « bei 
der Reflexion Glas—Silber in Abhangigkeit vom Einfalls- 
winkel. (Erste MeBanordnung, vgl. Fig.2.) Die Kreise 
geben die MeBpunkte an. Oben fiir € parallel, unten 
fiir € senkrecht zur Einfallsebene. Die gestrichelten Kur- 
ven sind nach den Formeln (1) berechnet fiir reines Silber - 
(m=0,181; k=3,67). Die ausgezogenen Kurven sind unter 
Zugrundelegung der fiir die Schicht ermittelten effektiven 
optischen Konstanten (n=0,184; k=4,05) berechnet. 


Dabei bedeuten die Kreise die MeBpunkte. Die gestrichelten Kurven 
wurden nach den folgenden Gleichungen! berechnet: 


—| 2 cos Q \Ve@+o—a 


tg eé) 


a? + b — cos? p 


? 


tge 
wobei 


| 2 cosp Vy a®+b—a {Va +b— sin? y} 


\2 + b— (n? + k?)? cos?p 


=n? — k? —sin*, 


b= 4n? kh? 


@— Fintaliswinkel (Fig. 2c), ist. Dabei wurden die Tabellenwerte fiir 


Silber #—0,181 und k =3,67 


zugrunde gelegt. 


Die gemessenen Werte liegen systematisch auf der einen Seite der 
theoretischen Kurven. Dies riihrt anscheinend von Oberflachenschichten 
her. Daher wurden fiir jede Schicht effektive optische Konstanten er- 
mittelt2 und dann unter Zugrundelegung dieser Werte die Phasenver- 
schiebungen nach den obigen Formeln neu berechnet. Das Ergebnis 


1 Vegi. Konic, W.: Handbuch der Physik, Bd. 20, S. 242. 1928. 


2 Dazu wurde auBer dem Phasensprung bei nahezu senkrechter Inzidenz auch 


die Reflexionsamplitude bestimmt. 
wie in der voranstehenden Arbeit. 


Amplitudenmessung und Auswertung geschah 
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sind die ausgezogenen Kurven. Die MeBwerte liegen innerhalb der 
Fehlergrenze auf diesen Kurven. Wie erwahnt, erfolgte bei dieser An- 
ordnung die Reflexion, die den gesuchten Phasensprung erzeugt, an 
der Riickseite der Platte, also unter dem Brechungswinkel p (Fig. 2). 
Es ist damit nur ein kleiner Winkelbereich der Beobachtung zuganglich, 
namlich etwa von «=25°, d.h. p=12° bis a=75°, dh. gp=31° («= 
Einfallswinkel an der Platte). Dabei fallen noch fiir die parallele Kom- 
ponente diejenigen Mes- 
sungen weg, fiir die « 
in der Nahe des Polari- 
sationswinkels liegt. 


§ 5. Messung des Phasen- 
sprungs an der Grenze 
Luft—Metall. 
(Zweite MeBanordnung.) 


Der Phasensprung an 
der Grenze Luft—Metall 
]4Bt sich tiber den ge- 
samten Bereich vonetwa 
25 bis 75° Einfallswinkel 
Fig. 4. u.4a. Zweite MeBanordnung. L Lichtquelle; P, P, Polari- mit einer anderen An- 


satoren; S Spaltblenden; J und JJ Interferenzplatten; JJJ Platte, d di « 
an der der Phasensprung entsteht; Anordnung der 4/2-Glimmer- oranung messen, € im 


blattchen und der Luftkiivette K wie in Fig.2; F Fernrohr. Fig. 4 angegeben ist. Die 
Um verschiedene Einfallswinkel einzustellen, kénnen J und J/ in 


Richtung der Pfeile gedreht, JJ vor oder zuriick verschoben werden. Interferometerplatten 


a Platte JJJ. Die schraffierte Flache ist versilbert. Die beiden sind jetzt beide_ riick- 
senkrechten schwarzen Streifen bedeuten die Spuren der - 


Lichtbiindel auf der Platte. seitig vollkommen ver- 
spiegelt. Das Licht wird 
in gleicher Weise wie beim JAmrN-Interferometer in Teilbiindel auf- 
gespalten, nur wird es jetzt auf dem Wege zwischen den Platten an 
einer dritten planparallelen Platte, die teilweise versilbert ist, reflek- 
tiert (Fig. 4). Es wird der Phasensprung gemessen, der bei dieser 
Reflexion Luft—Silber auftritt Richtet man es so ein, daB das eine 
Biindel die voéllig versilberte Halfte trifft, das andere an der nur in 
halber Breite versilberten gespiegelt wird, so hat man wieder im Gesichts- 
feld zwei Interferenzstreifensysteme: Das Vergleichssystem unten und 
das MeBsystem verschoben dariiber. In diesem Fall ist aber der Gang- 
unterschied zwischen den beiden Biindeln infolge der endlichen Dicke 
der Silberschicht noch um 2d cosq@ verdndert. Bezeichnet man also 
die Lichtweglange zwischen den Platten mit L, so durchlauft 
Biindel A (Fig. 4) den Weg 


L=L— 
und Biindel B 1 €Glas—Luft 


2 = L — €Meta—Lutt — 2d COS P 
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(e = Phasenbeschleunigung, gemessen in W ellenlangen). Direkt ge- 
messen wird: 


e=1,— I, = €Metall—Luft — €Glas—Lutt + 2d cOos@. 


Man braucht also in diesem Fall noch die Dicke d der Silberschicht, 
‘um den Phasensprung ausrechnen zu kénnen. Diese GréBe wird eben- 
falls nach dem in der vorhergehenden Arbeit beschriebenen Verfahren 
bestimmt, d.h. durch die Messung 
der Phasenanderung bei senkrechter 
Inzidenz. 

Die mit dieser Methode durch- 
gefiihrten Messungen wurden in der 
gleichen Weise ausgewertet wie bei 
der ersten MeBanordnung durch 
Ermitteln der effektiven optischen 
Konstanten fiir jede Schicht und 
Berechnen der Phasenspriinge fiir 
diese Werte. Die MeBgenauigkeit 
betragt auch hier 1/,, Streifen- 
breite = 6°. Die Ergebnisse fiir eine 
Schicht sind in Fig. 5 dargestellt. 
Die Verwendung des Intensitatsaus- 
gleichs wirkt sich dadurch aus, daB a rT ee in PER 
Messungen noch in ziemlicher Nahe Fig. 5. Beispiel einer Messung des Phasensprungs e 


des Polarisationswinkel (etwa 60°) _ bei der Reflexion Luft—Silber (zweite MeBan- 
a li h . d ordnung). Die Kreise geben die MeBpunkte an. 
mogiich sind. Oben fiir € parallel, unten fiir € senkrecht zur 
Einfallsebene. Die gestrichelten Kurven sind 

nach den Formeln (1) berechnet fiir reines Silber 


$6. EinfluB vonOberflachenschichten. saaiteddicmcidaive Duane ane 

Um die Abweichungen der MeB- _ sind berechnet unter Zugrundelegung der fir die 

i Schicht ermittelten effektiven optischen 

werte von den fiir reines Silber be- Konstanten (n=2,16; k=2,51). 
rechneten Werten zu erklaren, ist es 
zweckmaBig, die Ergebnisse einiger elektronenoptischer Untersuchungen 
von im Vakuum aufgedampften Metallschichten heranzuziehen. Hass? 
hat darauf hingewiesen, da8 die Struktur der reflektierenden Schicht 
fiir die Ergebnisse der optischen Messungen von ausschlaggebender 
Bedeutung ist, daB man aber auch gerade die Struktur durch ver- 
schiedene Aufdampfbedingungen (z.B. verschiedene Temperatur der 
Unterlage, Aufdampfgeschwindigkeit u.a.) in weiten Grenzen andern 
kann. 

STAHL und seine Mitarbeiter fanden bei ihren Versuchen?, daB bis 
zu einer Dicke von etwa 10~4mm tiberhaupt nie reine Metallschichten 


1 Hass: Ann. Phys. 31, 245 (1938). 
2 SraHL: J. appl. Phys. 20, 1 (1949). 
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entstehen. Es zeigte sich bis zu dieser Dicke stets nur das Beugungsbild 
des Metalloxyds. 

Das Auftreten einer Ubergangsschicht zwischen Unterlage und Metall 
und ihr EinfluB auf die optischen Messungen, hat bereits DrRuDE? 
in einer ausfiihrlichen theoretischen Arbeit behandelt. Er stellte fir 
den Lichtiibergang in ein zweites Medium exaktere Grenzbedingungen 
auf, indem er beriicksichtigte, daB die Anderung der optischen Kon- 
stanten beim Ubergang nicht sprunghaft erfolgt, sondern stetig unter 

Durchlaufen samtlicher 


Tabelle 1. Zwischenwerte in einer 
—_—_—$—$——————— CC .er". “ : 
wae | cae | Ifa l | on diinnen Grenzschicht, 
deren Dicke man_ bei 
4°09/ 13°48’ pe eae ra der iiblichen elementa- 
34’ 9°24" | .0;003° | my. , 50 
1°30’ | 35°24’ | 0,01 6 mu 2,34 tren Betrachtung zu 


vernachlassigen pflegt. 
Unter Zugrundelegung dieser Grenzbedingungen findet DRUDE neue 
Amplituden und Phasenbeziehungen zwischen dem einfallenden und re- 
flektierten Biindel. Diese Berechnungen lassen sich ohne weiteres auf 
eine eingelagerte ,,Fremdschicht" iibertragen, das bedeutet eine Schicht, 
deren optische Konstanten nicht notwendig zwischen denen der an- 
grenzenden Medien zu liegen brauchen. Dann lassen sich aus den Dif- 
ferenzen zwischen den (beim Vorhandensein einer Oberflachen- bzw. 
Zwischenschicht) gemessenen relativen Amplituden und Phasen und den 
(ohne Vorhandensein der Fremdschicht) berechneten nach DRUDE die 
Dicke / (bei DRUDE mit L bezeichnet) und ein mittlerer Brechungsindex 
der Fremdschicht berechnen. Das ist versuchsweise auch fiir einige 
in dieser Arbeit untersuchte Silberschichten geschehen. Die theoretischen 
Erwartungswerte fiir Amplitude und Phase werden mit y und 6 bezeich- 
net, die experimentellen, fiir die mit einer Fremdschicht bedeckten 
Oberflachen mit y’, 6’. y und y’ sind relative Amplituden, 6 und 6’ 
relative Phasen. Die obige Tabelle enthalt die Ergebnisse fiir drei 
Silberschichten. Alle Werte beziehen sich auf den Einfallswinkel g = 30°. 
Die hieraus berechnete Dicke / der Fremdschicht und deren mittlerer 
Brechungsindex » liegt fiir alle untersuchten Schichten in der gleichen 
GréBenordnung. Sie waren mit der Annahme einer Oxydschicht, wie 
sie STAHL® gefunden hat, gut vertraglich. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


1 Drupe, P.: Wied. Ann. 36, 532, 865 (1889). 
2 STrauL: J. appl. Phys. 20, 1 (1949). 
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Zur atomistischen Theorie der Elastizitit. 


Von 


G. LEIBFRIED. 


(Eingegangen am 30. Januar 1951.) 


Es wird ein Weg beschrieben, auf welchem man méglichst unmittelbar aus den 
Grundlagen der atomistischen Theorie der Kristalle die elastischen Gleichungen 
ermitteln kann. 


t 


1. Einleitung. 


Eine der wichtigsten Aufgaben der Atomtheorie der Kristalle ist die Begriindung 
der Gleichungen der phanomenologischen Elastizitatstheorie, einschlieBlich der 
Bestimmung der elastischen Konstanten aus den atomistischen Daten. In der 
Begriindung der modernen Atomtheorie der Kristalle hat Born die elastischen 
Konstanten auf folgenden beiden Wegen ermittelt!: a) In den atomtheoretischen 
Ausdruck fiir die Spannungen setzt er Verschiebungen der einzelnen Atome ein, 
welche elastisch einer homogenen Verzerrung entsprechen. So erhalt er eine 
Beziehung zwischen Spannungen und Verzerrungen und damit auch die elastischen 
Konstanten, welche durch diese Beziehung definiert sind. b) Setzt man in die 
atomistischen Bewegungsgleichungen des Gitters eine ebene Welle fiir die Ver- 
schiebungen ein, so erhalt man eine Sakulargleichung zur Bestimmung der Eigen- 
frequenzen des Gitters in Abhangigkeit von der Wellenzahl der ebenen Welle. 
Fiir kleine Wellenzahlen kann man den akustischen Zweig der atomaren Gleichung 
mit der elastischen Sakulargleichung vergleichen und daraus die elastischen 
Konstanten ermitteln. 

Gegen die Verwendung der ersten Methode sind in den letzten Jahren Bedenken 
erhoben worden”. Diese Bedenken griinden sich auf die von Born benutzte 
Beziehung zwischen Verschiebungen und Verzerrungen, welche der linearen Nahe- 
rung der phanomenologischen Theorie entstammt. Die beiden oben genannten 
Verfasser behaupten, daB der exakte Zusammenhang zwischen Verschiebung und 
Verzerrung zu benutzen ist, welcher auch quadratische Glieder in den Verschie- 
bungsableitungen enthalt. Epstein hat zunachst die Richtigkeit des Bornschen 
Resultats iiberhaupt angezweifelt, besonders hinsichtlich der sog. CaucHy-Rela- 
tionen, welche in besonders gelagerten Fallen die Zahl der elastischen Konstanten 
reduzieren. ZENER? und STaKGOLp* haben dann die Richtigkeit des Bornschen 
Ergebnisses wieder bewiesen, wobei STaKGoLp allerdings behauptet, daB das 
Bornsche Resultat nur zufallig richtig herauskommt. Man gewinnt so den Ein- 
druck, daB das von Born benutzte Verfahren eigentlich falsch sei. Das ist aber 
nicht der Fall. Die Verschiebungen sind namlich bei homogenen Verzerrungen 
auch fiir den exakten Zusammenhang lineare Funktionen der Koordinaten, deren 


———— 


2 Born, M.: Handbuch der Physik, Bd. XXIV/2. Berlin: Springer 1933. — 
BeGsre, G. H., u. M. Born: Proc. Roy. Soc. A 188, 179 (1943). 

2 EpsTEIN, P. S.: Phys. Rev. 70, 915 (1946). — Staxcorp, I.: Quart. appl. 
Math. 8, 169 (1950). 

3.ZENER, CL.: Phys. Rev. 71, 323 (1947). 

4 SraKGOLp, I.: Quart. appl. Math. 8, 169 (1950). 
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Konstanten fiir kleine Verzerrungen in den Bornschen Ansatz iibergehen!. So 
muB jedenfalls fiir kleine Verzerrungen aus dem Gleichgewicht die Bornsche 
Rechnung mit dem Verfahren von EpsTEIN und STAKGOLD tibereinstimmen. Das 
Verstandnis dieser Methode wird aber dadurch erschwert, da8 von vorneherein 
ein Zusammenhang der phanomenologischen Theorie benutzt wird, die erst ato- 
mistisch begriindet werden soll. Diesem Vorwurf setzt sich die zweite Bornsche 
Methode nicht aus. Das fiir kleine Wellenzahlen giiltige Gleichungssystem der 
Atomtheorie ist aquivalent mit den Bewegungsgleichungen der elastischen Theorie 
und enthalt daher auch die richtig definierten elastischen Konstanten. 


Wenn es sich nur um die Begriindung der elastischen Grundgleichungen und 
um die Ableitung der elastischen Konstanten handelt, scheint mir auch die zweite 
Bornsche Methode ein Umweg zu sein. Ich méchte daher in der folgenden Notiz 
einen Weg beschreiben, welcher méglichst unmittelbar auf die elastischen Glei- 
chungen fiihrt. Dieses Verfahren ist bereits bei Born angedeutet, aber nicht 
ausgefiihrt. Die Methode ist in der Literatur offenbar unbekannt und scheint 
mir auch aus didaktischen Griinden empfehlenswert. 


Wir gehen von den gleichen Voraussetzungen aus wie die anderen hier zitierten 
Verfasser. Wir setzen die Existenz einer potentiellen Energie zwischen je zwei 
Teilchen im Gitter voraus. Das Potential hangt nur ab vom Betrage des Abstands 
zwischen den beiden Teilchen, vermittelt also eine Zentralkraft. Die Daten des 
Gitters werden dadurch fixiert, daB im Gleichgewicht die Energie einer Zelle ein 
Minimum wird. Ferner werden nur kleine Verschiebungen aus der Gleichgewichts- 
lage behandelt, so daB eine Entwicklung des Gitterpotentials nach diesen GrdBen 
sinnvoll ist. Der Ubergang zur elastischen Theorie besteht dann darin, daB man 
nur langsam mit dem Ort veranderliche Verschiebungen behandelt und die Ver- 
schiebungen der einzelnen Atome durch ein Verschiebungsfeld beschreibt, d.h. 
also durch den Wert, welchen das Verschiebungsfeld als kontinuierlich vom Ort 
abhangige GréBe an der Gleichgewichtslage des betreffenden Atoms _ besitzt. 
Sowohl potentielle als auch kinetische Energie des Gitters k6nnen dann als Integrale 
liber den Raum dargestellt werden, wobei der Integrand auBer Konstanten des 
Gitters die Komponenten des Verschiebungsfeldes, sowie zeitliche und 6rtliche 
Ableitungen dieser Komponenten enthalt. Die Bewegung der Atome des Gitters 
wird durch das LaGRANGEsche Minimalprinzip geregelt, wonach das Zeitintegral 
liber die LAGRANGE-Funktion (d.i. die Differenz aus kinetischer und potentieller 
Energie) ein Extremum werden mu8. Zu variieren sind dabei die Verschiebungen 
der einzelnen Atome. Im elastischen Fall sind die Komponenten des Verschie- 
bungsfeldes, von denen die LaGRANGE-Funktion allein abhangt, zu variieren. 
Der Vorteil des hier beschriebenen Verfahrens besteht nur darin, daB die Voraus- 
setzungen fiir die elastische Theorie méglichst friih, nimlich bereits in der La- 
GRANGE-Funktion, eingefiihrt werden. 


Die mathematische Entwicklung ist sehr kurz gehalten, da eine gentigend 
ausgedehnte Literatur sowohl iiber die Grundlagen der atomistischen Theorie? 


1 Man sieht das sofort, wenn man den homogenen Verzerrungszustand auf 
das Hauptachsensystem bezieht. Ist die x-Richtung eine Hauptachsenrichtung und 


schen Notierung ist. Fiir kleine e,, erhalt man durch Entwicklung der Wurzel 
den Bornschen Ansatz. 


2 Born, M.: Handbuch der Physik, Bd. XXIV/2. Berlin: Springer 1933.— 
Atomtheorie des festen Zustandes. Leipzig: B. G. Teubner 1923. 
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als auch tiber das benutzte LaGrancesche Verfahren zur Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen! existiert. Zuerst behandeln wir ein primitives einatomiges Gitter, 
dann den allgemeinen Fall. 


2. Das primitive Gitter. 

Die drei primitiven Translationen des Gitters seien durch die Vek- 
toren a), a, a) gegeben. Sie legen die relative Lage der Atome im 
Gitter fest. Befindet sich ein Atom im Nullpunkt des Koordinaten- 
systems, so ist die Lage der Gitterteilchen durch den Vektor 7, a!) + 
mz a) +s a®) mit ganzzahligen n,, 7), 3 gegeben. Diesen Ausdruck 
kiirzen wir durch das Symbol A n ab, n ist dabei ein Vektor mit den 
Komponenten #,, ”, und »,, A steht symbolisch fiir die lineare Trans- 
formation von n mit dem Koeffizientenschema a‘) (a) ist die i-Kom- 
ponente des Vektors a'*)). Schreibt man formal die potentielle Energie ® 
eines unendlichen Gitters auf*, so wird diese mit g(r) als potentieller 
Energie zweier Teilchen im Abstand r 


D=32 9 (Atn—n)). (1) 


Diese GréBe ist aber nicht definiert, sie wird fiir das unendliche Gitter 
unendlich. Wohl aber existiert die Energie einer Zelle 


e=4> 9(An). (2) 


Im endlichen Gitter ist die Gleichgewichtslage dadurch bestimmt, daB 
die gesamte Energie des Gitters ein Minimum sein muB. Hier kénnen 
wir diese Bedingung durch die gleiche Forderung fiir die Energie einer 
Zelle ersetzen. Diese hangt lediglich von den Vektoren a'*) ab. Die Werte 
der a“) sind dann so zu bestimmen, daB die Gleichgewichtsbedingungen 


C cp (A 
ae, ~, ep ( n) scott (3) 


éa\*) 2 Cx; 


n 


befriedigt werden. Zwischen diesen 9 Gleichungen bestehen 3 Identi- 
taten, da « rotationsinvariant ist. Die Bedingungen (3) geniigen dann 
gerade, um die 6 Daten der Gitterzelle zu fixieren. 

Ist 5"=(s", sf, s") der Verschiebungsvektor fiir das Atom mit der 
Gleichgewichtslage An, so wird die potentielle Energie des unendlichen 
verzerrten Gitters 


D=4> 9(A(n—w) +3"—8"). (4) 


1 WENTZEL, G.: Quantentheorie der Wellenfelder. Wien: Franz Deuticke 1943. 

2 Summationen iiber lateinische Indizes gehen immer von 1 bis 3, Summationen 
iiber n oder n’ iiber alle ganzzahligen Vektoren n, n’. AuBerdem sind dabei die 
in den Summen vorkommenden GréBen (0) gleich Null zu setzen. Die gleichen 
Vereinbarungen gelten auch fiir den 3. Abschnitt. 
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Nimmt man an, daB die Verschiebungskomponenten klein sind und 
daB es daher sinnvoll ist, die TAyLorsche Entwicklung von (4) nach 
den s" anzusetzen und mit dem quadratischen Gliede abzubrechen, so 
wird: 
D =D, +4 > gi(A(n—w)) - fs" — 50} + 
inn 
+4 > pi (A (n—’)) {st —si"} (sf — Spf. 
i 
re a2 
Dabei steht @; fiir = und 9;,, fiir romere 
Term ®,, welcher die Energie des Gitters im Gleichgewicht beschreibt, 
existieren die Entwicklungsglieder in (4a) jedenfalls fiir hinreichend 
schnell im Unendlichen verschwindende Verschiebungen. ®, kann man 
durch geeignete Normierung der Energieskala iiberdies zum Verschwin- 
den bringen, so daB dann (4a) wirklich die potentielle Energie des ver- 
zerrten Gitters darstellt. 
Gehen wir jetzt zur elastischen Theorie iiber, so setzen wir voraus, 
daB die Verschiebungen s" durch eine Funktion s;(r) des Ortes r be- 
schrieben werden kénnen, wobei 


st=s (An) (5) 


. Abgesehen von dem ersten 


ist. Weiterhin sollen die Verschiebungen sich nur langsam verandern, 
genauer ausgedriickt, es soll 

Cs; saa 

Fes Sijr<1 (6) 
sein. In (4a) wird also der Term s''—s' durch s;(A n) —s;(A n’) ersetzt. 
Sind die Reichweiten der atomaren Krafte klein, nehmen also die 
Gr6Ben (An) bzw. g;,(An) geniigend schnell mit dem Abstand 4 n 
ab, so kann man fiir s,(A n’) auch 

s;(An-+ A (n’—n)) = 8,(An) + S'sy,(An)- {4 n}, 
i 

setzen, wobei wegen (6) die héheren Ableitungen vernachlassigt: sind. 
Nun sieht man sofort, daB wegen der Gleichgewichtsbedingungen (3) 


der in den Verschiebungen lineare Anteil von @ verschwindet, so daB 
also mit 


ae t 2, PinlA (t —’)) {Sij2(t) * Spin (0) * (A (1 —w’)), (A (1 W)), 
niv 


n 


die potentielle Energie nur noch quadratische Glieder in den s;, enthalt. 
Die GréBe 


2 PinlA (n—n’)) {4A (n—n’)}, {A (n—11')},, = 2p Tins, (7) 
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(V, Volumen der Elementarzelle) hingt offenbar gar nicht mehr von nt 
ab, da mit n’ auch n—n’ alle ganzzahligen Vektoren durchliutt. 


Der vierstufige Tensor T;x1m ist totalsymmetrisch, d.h. er Andert seinen 
Wert nicht, wenn man die Indizes beliebig vertauscht. Denn wenn y (vt) nur vom 
Betrage r=|r| abhangt, so ist 


ts S 1dp\. _,_ Sia 4p 
Giz (t) = ie] ce, 9 Sa of a Fa (7a) 


(0;, ist das KRonEcKERsche 6-Symbol: 6;,=1 fiir i =k und 0 sonst). Setzt man 
diesen Ausdruck in (7) ein, so ergibt der erste Anteil offenbar totale Symmetrie, 
der zweite Anteil aber verschwindet auf Grund der Gleichgewichtsbedingungen (2). 


Damit wird 
™ 
Bess » Tx 1m Sij(A 1) Sp\m(A 0). (4c) 


tkim 
n 


Ersetzt man noch die Summation iiber mn durch eine Integration iiber 


den Raum, also »’ durch al dr, so wird endgiiltig 


— 
n 


O=if pad, ikimS Si) Spin @E- (4d) 


tkim 


In derselben Weise kann man auch die kinetische Energie 


nt y 


Exin= [> ose (8a) 


ausdriicken. m ist die Masse eines einzelnen Atoms, g=m/V; die Dichte. 


durch 


Die LAGRANGE-Funktion L =E,;,—@ laBt sich durch ein Integral 
L=f Idx ausdriicken, sie ist ein Funktional des Verschiebungsfeldes. 
Die LAGRANGE-Dichte / hangt nach (4d) und (8a) von den s; und den 
S;, ab}; 1=I(s;, s;;). Das aus der Punktmechanik iibernommene und 
auch ee giiltige LaGRANGEsche Prinzip besagt, daB J drdtl genommen 
iiber ein beliebiges raum-zeitliches Volumelement ein Extremum sein 
muB fiir Variationen der s;(r, ¢), welche am Rande dieses Volumelements 
verschwinden. Daraus resultieren die Bewegungsgleichungen 

eee al ee ol ah (9) 


ot OSm Ox, OS 1 
l 


1 Fiir unseren Fall: 


= Dixit —> >) Taims itSkim: 


tklim 
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welche fiir unseren Fall iibergehen in 


é 
Bn =D, xj (Liman Sula} (10) 


Ink 


(10) hat genau die Form der Grundgleichungen der phanomenologischen 
elastischen Theorie. Hat man noch von auBen angreifende Krafte, 
etwa die Schwerkraft, so kann man auch diese in die LAGRANGE-Funktion 
aufnehmen. Auf der rechten Seite von (10) erhalt man als Zusatzglied 
die Dichte der auBeren Kraft. Neben dieser steht dann in (10) die 
Divergenz eines Tensors F,,, = 2 Timnk Snip» Ges Spannungstensors der 


elastischen Theorie, welcher die, Oberflichenkrafte beschreibt. Aus der 
Symmetrie von T folgt, daB die Spannungen nur von den Verzerrungs- 
groBen s,),-+5,), abhangen. Der lineare Zusammenhang zwischen 
Spannungen und Verzerrungen enthiilt die elastischen Konstanten. Die 
in der Literatur benutzten elastischen Konstanten, welche gewdhnlich 
mit c,, («, B laufen von 1 bis 6) bezeichnet werden, sind mit den ent- 
sprechenden Komponenten des Tensors 7 identisch. Die sog. CAUCHY- 
schen Relationen flieBen aus der totalen Symmetrie von T. 


3. Der allgemeine Fall. 

Die » verschiedenen Atomsorten in der Grundzelle des Gitters 
unterscheiden wir durch den Index 4:1 ...%. g**(r) sei das Potential 
zwischen zwei Atomen der Sorte 2 und /’ im Abstand r. Die Gleich- 
gewichtslagen fiir die A-Atome seien durch den Vektor A n +1’ gegeben. 
An gibt die Lage der Zelle, r* die Lage des 4-Atoms innerhalb der Zelle 
an. Die Energie der Zelle ist durch 

e= $d 9** (An+r%—1") (11) 
ax 
gegeben, sie hingt von den a) sowie den r’* ab. Die Gleichgewichts- 
bedingungen sind dann 
. é 1 ; 
at a DP An tet—r4) m= 0 


lr 


(12) 
ma Mae (An+r*—r*) =0. 


Zwischen diesen 3 +-9 Gleichungen i ca 6 Identitaten, da e gegen 
eine gemeinsame baat der a) und r* sowie gegen eine gemeinsame 
Translation der r* invariant ist. Die restlichen Gleichungen geniigen 
dann gerade wieder, um die Daten der Zelle und die relative Lage der 


raery 
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einzelnen Atome in der Zelle zu bestimmen. Entwickelt man nun 
wieder wie in Abschnitt 2 die potentielle Energie des Gitters 


D= 43 dig** (An+ 12+ ah4— An! — yp — g0'*) 
nn 
Ax 


nach den als klein vorausgesetzten Verschiebungen §"* der einzelnen 
Atome, so erhalt man nach Streichen des konstanten Terms: 


= Ax 4) | wa x a +o 
D— 14> 9;’ (A (n—n’) + r4+—r ){st4—sv 4} 4 
nn 
tar 


+ 4D Pin (Adon) ob the ch )fstt ste) (snes or 4}. | (13) 


ax 
tk 


Betrachten wir wieder nur langsam mit dem Ort veriinderliche Ver- 
schiebungen und definieren wir Funktionen s?(r), welche diese Ver- 
schiebungen beschreiben mit s!'*=s’(An-+r’), so kénnte man wie im 
zweiten Abschnitt versuchen, den Ubergang zur elastischen Theorie 
durchzufiihren. Die elastische Theorie kennt nur ein einfaches Ver- 
schiebungsfeld, wir haben aber » verschiedene Verschiebungsfelder. Was 
man im elastischen Fall tatsachlich beobachtet, sind die makroskopischen 
Verschiebungen der gesamten Zelle und nicht die Verschiebungen der 
einzelnen Gitter gegeneinander. Es ist daher zweckmaBig ein Ver- 
schiebungsfeld zu definieren, welches die Verschiebung der Zelle als 
Gesamtheit beschreibt. Offenbar ist die Verschiebung des Schwer- 
punktes der Zelle das geeignete MaB. Daher setzen wir 


si(t) =s,(t) + w(t) (14) 


ym, ur =0. (14a) 


m, ist die Masse der A-Atome. s; ist dann die Verschiebung des Schwer- 
punkts, die «? beschreiben die Verschiebungen der einzelnen Gitter 
relativ zum Schwerpunkt. s"*—s'” in (13) wird also nun ersetzt durch 


w(An+17)—u? (An' +27) +5,(An+r)—s,(An' +r"). 


Genau wie im zweiten Abschnitt entwickeln wir nun in (43) alle auf- 
tretenden GréBen der Verschiebungsfelder um die Stelle An. Dabei 
vernachlassigen wir die Ableitungen der u?, da ja die u} selbst explizit 
stehen bleiben und die Ableitungen nach Voraussetzung klein sein 
sollen. Aus dem gleichen Grunde bleiben auch nur die ersten Ableitungen 
der Schwerpunktsverschiebung stehen. Man iiberzeugt sich leicht, daB 
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dann wegen der Gleichgewichtsbedingungen der erste Term in (43) ver- 
schwindet und man erhalt 


D=4 > oii (Atn—n’) +2) — 2") fu} —ut + Di sq (A (a) + 


tk 
ax (13a) 
+h) + Do ste(A 8) 4+ tt ed 


Das Argument in den Funktionen des Verschiebungsfeldes ist An. 
Die Summation iiber n’ liefert wieder von n unabhangige Koeffizienten. 
Ersetzt man die Summation iiber n wieder durch ein Integral iiber den 
Raum, so erhdlt man endgiiltig die Integraldarstellung der poten- 
tiellen Energie zu 


O= fare [is |e mt 


az 
vs ; (13) 
1 Ls 
ryt Tisim* Sittin + >| chm I Su 
ikim 4 
ikm 


Dabei ist die Bedeutung der Koeffizienten 
ra? 7) a ax yam moe 
lee Pa gh eMlaal © 

n 


1 7 ; r 
Tinim= > - > oh (An+ r4—r") {An+ 4-171, x 
airs e (15 a—c) 
Aan 
x {A n+ r4—r*}, 


ot ee Ee A yt! oe 
leam | Ve LuVir (An+r4—r*){An+r4—r je 
na’ 


Bei: Zentralkraften sind alle lateinischen und griechischen Indizes in den 
Koeffizienten (15) vertauschbar. Man zeigt dies indem man (7a) mit p*?’ in die 
Gl. (15) einsetzt und bemerkt, da8 wegen der Gleichgewichtsbedingungen (12) 
wieder die mit 6;, behafteten Terme verschwinden. Auch bei der Umformung 
(13a) nach (13b) ist von diesen Eigenschaften der Koeffizienten Gebrauch ge- 
macht. Ferner gilt noch die Relation: 


Diliam |=? (154) 
A 


Die Koeffizienten (15) sind mit den von Born benutzten Ausdriicken 
identisch. Die kinetische Energie kann genau so durch ein Integral 
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dargestellt werden 


Fon fae-fe Dee YS oo 
mit (16) 
tm Vz’ ag ines 
Die LAGRANGE-Dichte hangt hier von der Schwerpunktsverschiebung 
und den Relativverschiebungen ab, 1(5;, s;;, «2, u?). Die Bewegungs- 
gleichungen lauten 


amr ee ae : 
Ot O54 Ly Ox; AS ; 
I 
(17) 
ee ee. 
et ur eur : 


also 


05a Daa [Dy Tinnases + lately (18a) 
I nk <3 


eritn=—>) [ani | Set — Ds [ops] 02 — 42). (18) 
z 


n vi 


Es ist hier darauf verzichtet, durch die Einfiihrung eines LAGRANGEschen 
Faktors fiir die Erfillung der Nebenbedingung (14a) zu sorgen. Durch Auf- 
summation der Gl. (18b) und unter Beriicksichtigung von (15d) erkennt man, 
daB >) 0,%4,=0. Man kann also immer die Nebenbedingungen (14a) erfiillen. 

4 


Einige Vorsicht ist dann allerdings bei der Beriicksichtigung 4uBerer Krafte am 
Platz. Fiir die Schwerkraft z.B. steht die entsprechende Kraftdichte nur in (18a), 
fiir elektrische Krafte stehen die entsprechenden Kraftdichten fiir die einzelnen 
Gitter nur in (18b). Aber auch hier kann (14a) immer befriedigt werden, weil 
wegen der Neutralitat der Zelle bei Summation der Gl. (18b) iiber A auch die 
Summe iiber die Kraftdichten verschwindet. 


Die Schwerpunktsbewegung ist also nach (18) mit der Relativ- 


bewegung der Gitter gekoppelt. Fiir den Fall, daB die GréBe eee | 


verschwindet, sind die Bewegungen separiert. Wie Born gezeigt hat, 
verschwindet diese GréBe fiir den Fall, daB jedes Teilchen Symmetrie- 
zentrum ist. Der Spannungstensor P,,,, dessen Divergenz auf der 
rechten Seite von (18a) steht, enthalt neben den Schwerpunktsver- 
schiebungen auch die inneren Verriickungen der Teilgitter 


Pn=> TimnrSaiet >, |p| (19) 
nk tA 


Im statischen Fall, fiir welchen die zeitlichen Ableitungen verschwinden, 
kann man wegen (18b) die inneren Verriickungen durch die Schwer- 


sj | so gelten 


punktsverschiebungen ausdriicken. Verschwindet ; on 


241* 
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wegen der totalen Symmetrie von T wieder die CAucHyschen Rela- 
tionen, andernfalls erhalt man wegen der inneren Verriickungen der 
Gitter Zusatzterme, welche die totale Symmetrie des vierstufigen 
Tensors, welcher Spannungen und Verzerrungen verkniipft, zerstoren. 
Die Rechnungen sind in der anfangs zitierten BorNschen Darstellung 
explizit durchgefiihrt. Fiir den Fall nur zeitabhangiger Verschiebungen 
gehen die Gl. (18b) iiber in die Gleichung zur Bestimmung der optischen 
Grenzfrequenzen des Gitters. Auch fiir langsame zeitlich veranderliche 
elastische Vorginge kann man den statischen Zusammenhang zwischen 
Schwerpunkts- und Relativverschiebungen benutzen, jedenfalls solange, 
als die beteiligten elastischen Frequenzen klein gegen die optischen 
Frequenzen sind. 


Gottingen, Institut fiir theoretische Physik. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 317—326 (1951). 


Ultraviolette Absorptionsbanden an photochemisch 
veranderten KCI- und KBr-Kristallen. 


Von 
HEINZ DORENDORFE. 


Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. Februar 1951.) 


KCI- und KBr-Kristalle werden im Temperaturgebiet von —180°C bis +75°C 

mit R6éntgenlicht bestrahlt und dann ihre Absorptionsspektren im Gebiet von 

0,2 bis 12 ausgemessen. Es erscheinen neben der F-Bande im sichtbaren mehrere 

Absorptionsbanden im ultravioletten Spektralgebiet, von denen bisher nur einige 

bekannt waren. Die Gestalt des Absorptionsspektrums ist stark von der ge- 
wahlten Bestrahlungstemperatur abhangig. 


$1. Etnlettung. 


Durch Bestrahlung von Alkalihalogenidkristallen mit Réntgenlicht 
entstehen Reaktionsprodukte, die sich durch ihre Absorptionsbanden 
bemerkbar machen. Lange bekannt ist die Absorption im sichtbaren 
Spektralgebiet, insbesondere die F-Bande. Sie kann ihrerseits in andere 
Absorptionsbanden umgewandelt werden [7], [2], [3]. 

Ebenfalls lange bekannt ist, daB dieselben Absorptionen erzeugt 
werden kénnen durch einen stéchiometrischen UberschuB von Alkali- 
metall [3], [4]. Aus diesen Beobachtungen wurde der SchluB gezogen, daB 
es sich bei diesen Absorptionsbanden um Elektronenbindungen handelt. 

In analoger Weise konnten hier im Institut vor 14 Jahren durch 
stéchiometrischen Uberschu8 von Halogen Absorptionsbanden erzeugt 
werden, die im Ultravioletten gelegen sind [8]. Seit einigen Jahren 
hat man diese Banden auch durch Absorption energiereicher Strahlung 
(Réntgenlicht und Elektronen) erhalten kénnen und fiir sie die Namen 
V-Banden eingefiihrt. Diese V-Banden kann man in Analogie zu den 
im langwelligen Spektralgebiet gelegenen Banden durch Bindungen von 
Defektelektronen deuten [3], [5], [6], [7], [14], [14]. 

Wahrend die experimentellen Untersuchungen iiber die I-Bande 
und ihre Folgeprodukte schon zu einem gewissen Abschlu8 gekommen 
sind, kennt man iiber die V-Banden erst wenige Tatsachen. 

Die vorliegende Arbeit untersucht den Einflu8 der Temperatur auf 
Entstehung und Stabilitat verschiedener Reaktionsprodukte. Dabei 
wird deren genetischer Zusammenhang besonders beachtet, weil man 
ohne ihn nicht zu einer befriedigenden Deutung und zweckmaBigen 
Nomenklatur gelangen wird. 
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§ 2. Versuchsanordnung und Arbeitsmethode. 


KCL und KBr-Kristalle wurden im Hochvakuum auf eine Tem- 
peratur zwischen —180° C und + 75°C gebracht, 1 Std mit Rontgen- 
licht bestrahlt und anschlieBend bei —180° C die Absorptionsspektren 
ausgemessen. 

Im einzelnen: Die Kristalle wurden unter Verwendung analysen- 
reiner Substanzen aus dem Schmelzflu8 gezogen [9] und innerhalb von 
40 Std auf Zimmertemperatur abgekiihlt. Ein Spalt- 
stiick eines so hergestellten Einkristalles von 10X 
102mm Gr6éBe befand sich in einem evakuierten 
Kihltopf, der in Fig. 1 dargestellt ist. 

Dieses Kristallstiick bedeckte gleichzeitig die beiden 
8 x 2mm groBen Fenster eines kupfernen Kristallhalters, 
der an den Boden des Chromeisentopfes angeschraubt 
war. Durch Verwendung des gleichen Spaltstiickes 
konnten Dickenunterschiede 
zwischen MeB- und Vergleichs- 
kristall, die sich im langwelli- 
gen Auslaufer der Eigenab- 
sorption stérend auswirken, 
weitgehend aufgehoben wer- 
den. Der auBere Mantel des 
Kiihltopfes hatte zwei gegen- 
iiberliegende Fenster aus 


a b 
Fig.iau.b, a Senkrechter Schnitt durch den Kiihltopf 
(7/5 nattirliche GréBe). J innerer Glaszylinder; 2 SuBerer 
Glaszylinder; 3 drehbare Schliffverbindung; 4 Kittstelle 
(Siegellack); 5 4uBerer Messingzylinder; 6 Quarzfenster; 
7 Vakuumraum; 8 zur Hochvakuumpumpe; 9 Raum fiir 
das Kihlmittel; J0 Chromeisentopf; JJ Kristallhalter; 
J2 Kristall; 13 Thermoelement; J4 Gekittete Durch- 
fihrung des Thermoelements. b Waagerechter Schnitt 
durch den Kiihltopf (A ...A in Fig. a, */, natiirliche GréBe). 


Quarzglas fiir das MeBlicht und 
um 90° dazu versetzt zwei 
Fenster aus 50 dicker Alu- 
miniumfolie fiir das Réntgen- 
licht. AuBerer und innerer 
Teil des Kiihltopfes konnten 
durch einen Glasschliff gegen- 
einander 


verdreht werden. 


J AuBerer Messingzylinder; 2 Quarzfenster; 3 Al-Folie; 
4 Messingzylinder als Strahlungsschutz; 6 Kristallhalter 
mit Druckschrauben; 6 Kristall. 


Wahrend der Bestrahlung mit 
R6ntgenlicht stand vor dem 
einen Fenster des Kristallhalters ein Bleiblech, das nach der Bestrahlung 
nach leichtem Neigen des ganzen Kiihltopfes herunterfiel. Der Schliff 
wurde um 90° gedreht, und der Kristall befand sich in MeBstellung, 
parallel den Quarzfenstern. 

Ein Thermoelement war an den Boden des Chromeisentopfes ange- 
létet und diente zur Einstellung der Bestrahlungstemperatur. Tem- 
peraturen zwischen 20°C und der der fliissigen Luft wurden dadurch 
aufrechterhalten, da® in Abstinden von 3 bis 5 min einige Tropfen 
fliissiger Luft eingetraufelt wurden. Die hierbeiauftretenden Temperatur- 
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schwankungen waren am Boden des Chromeisentopfes selten gréBer 
als -- 5° C. Der Temperaturunterschied Chromeisentopf—Kristall wurde 
durch eine getrennte Messung einmal festgestellt. 

Die Bestrahlung erfolgte mit einer Réntgenréhre mit Wolframanti- 
kathode, die mit 6-104 V und 7,5 - 1073 Amp betrieben wurde. Die 
_ Rohre hatte ein Fenster aus LInDEMANN-Glas. Der Kristall befand sich 
in etwa 10cm Abstand vom Brennfleck. 

Zur Ausmessung des Absorptionsspektrums diente im sichtbaren 
_ Spektralgebiet ein Doppelmonochromator mit Glasoptik und Wolfram- 
lampe als Lichtquelle und im Ultravioletten ein Doppelmonochromator 

_ mit Quarzoptik und Quecksilberlampe oder Funkenstrecken aus Kad- 
- mium, Silber, Zink und Aluminium als Lichtquelle. Im sichtbaren 
Gebiet wurde mit Kalium- oder Cadsium-Photozelle und Einfaden- 
elektrometer in Stromschaltung gemessen. Im Ultravioletten wurden 
zwei hochisolierende Natrium-Photozellen in Aufladeschaltung benutzt 
(siehe z.B. THomas [10)). 


Nach der Messung wurde das Kristallstiick 10 min auf 300° C erhitzt 
und in 1 Std abgekiihlt. Dadurch wurden alle durch die Réntgen- 
bestrahlung verursachten Veranderungen beseitigt, und der Kristall 
konnte fiir eine weitere Untersuchung benutzt werden. Nach 3- bis 
4maliger Verwendung empfahl es sich, ein neues Spaltstiick zu nehmen, 
da die Oberflachen nicht mehr ganz einwandfrei waren. 

Die Verfarbung der Kristalle war in Bestrahlungsrichtung bei dieser 
Wellenlange des Réntgenlichtes nicht homogen. Deshalb wurde als 
Ordinate bei den Absorptionsmessungen log W/W aufgetragen. W= 
durchgelassene Strahlungsleistung vor der Rontgenbestrahlung, ge- 


messen am unverfarbten Teil des Spaltstiickes, W = durchgelassene 
Strahlungsleistung nach der Rontgenbestrahlung, gemessen am ver- 
farbten Teil des Spaltstiickes?. 


In KCl- und KBr-Kristallen traten im Gebiet zwischen der Bigen- 
absorption und der F-Bande insgesamt 7 V-Banden auf, die sich teil- 
weise iiberlagerten. Um das Absorptionsspektrum aufzulésen und die 
einzelnen Banden herauszupraparieren, wurde folgender Weg beschritten, 
der gleichzeitig Aussagen iiber die Stabilitat der einzelnen Banden 
lieferte: 

Der Kristall wurde bei einer Bestrahlungstemperatur zwischen 
+ 75°C und —180° C 4 Std bestrahlt, auf —180° C abgekiihlt und das 
Absorptionsspektrum ausgemessen (Kurve I in Fig. 2 und 3). Daraufhin 
wurde der Kristall auf +20° C erwarmt, nach zweistiindiger Dunkel- 
pause wieder auf —180°C abgekiihlt und das Absorptionsspektrum 


1 Bei dem benutzten Rontgenlicht betragt die Halbwertsdicke fiir KCl etwa 
0,8 mm, fiir KBr etwa 0,2 mm. 
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Wellenlange —= 
250 300 400 500 6001 1000 


erneut ausgemessen (Kurven IIT - 
in Fig.2 und 3). Die Kurven"IV 
zeigen die Abnahme der Absorp- 
tion durch die Erwarmung (Kur- 
ven I—III) und praparieren aus 
den Absorptionsspektren I die 
weniger stabilen Banden heraus, 
wahrend in den Kurven III die 
stabileren Banden erhalten blei- 
ben. Eine verfeinerte Analyse 
konnte bei der Bestrahlungstem- 
peratur J —— 180° C in Fig. 2a 
durch eine kurze, voriibergehende 
Erwarmung auf —140° C erhal- 
ten werden (Kurve II), bevor der 
Kristall auf + 20°C erhitzt wurde. 

Durch Variation der Bestrah- 
Jungstemperatur und Anwendung 
der oben beschriebenen Versuchs- 
technik konnten die verschiede- 
nen V-Banden gut getrennt 
werden. 


$3. MeBergebnisse. 

In Fig. 2a—f und 3a—e sind 
die an KBr- und KCl-Kristallen 
bei verschiedenen Bestrahlungs- 
temperaturen erhaltenen Ergeb- 
nisse dargestellt. Die Tabelle 4 
enthalt Maxima und Halbwerts- 
breiten der gefundenen Absorp- 
tionsbanden. Die Ergebnisse an 


Fig. 2a—f. Absorptionsspektren von. KBr-Kri- 
stallen nach einstiindiger Bestrahlung mit Rént- 
genlicht (6+ 10* V, 7,5 + 40-* Amp) bei verschie- 
denen Bestrahlungstemperaturen T. Ordinate: 
log W/W. W, = durchgelassene Strahlungsleistung 
vor der Réntgenbestrahlung, W =nach der Rént- 
genbestrahlung. Abszisse: Photonen-Energie des 
eingestrahlten Lichtes in eV. Alle Messungen 
wurden bei —180° C durchgefiihrt. Kurve I: Nach 
Réntgenbestrahlung. Kurve II: Nach kurzer vor- 
tibergehender Erwarmung auf —140°C. Kurve III: 
Nach zweistiindiger Dunkelpause bei 20° C. 
Kurve IV: Abnahme der Absorption durch Er- 
warmung auf 20°C (Kurve I—III). Kurve V: 
Nach einhalbstiindiger Einstrahlung von Gliblicht 
der Wellenlangen 2> 550 mu. 


te 
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Tabelle 1. Maxima und Halbwertsbreiten bei — 180°C fiir die verschiedenen V- 
Zentren in KCl- und KBr-Kristallen. Die Genauigheit der einzelnen Werte ist sehr 
unterschiedlich. 


PMs Waka | neis¥n Vs ee ea V, 
ee 
356 | 230 212 | ~254 | <200 | 334 | 300 |mu 
KCl | 3,48 | 5,37 5,83 | ~4.87 | >6,18 3,70 | 4,12 lev ¢ Maximum 
0,73 0,5 | 0,35 ? ? ? ? eV Halbwertsbreite 
: | 410 | 265 | 231 275 | <202 | 362 | 308 |mp ) 4... 
KBr | 3,02 | 4,67 5,35 4,50 | >641 | 3,42 | 4,01 |eV ae elie 
0,7 | 0,6 ~0,45  ~0,4 ? ? ? eV Halbwertsbreite 


beiden Substanzen kénnen gleichzeitig besprochen werden, da KBr und 
KCl ein sehr ahnliches Verhalten zeigen. 


Die Vielzahl der Banden kann man zunachst grob in zwei Gruppen 


aufteilen: 

1. Die erste Gruppe erscheint 
nur (bzw. hauptsachlich) bei 
Bestrahlungstemperaturen um 
—180°C und entsteht wahr- 
scheinlich durch reine Elek- 
tronenprozesse. Diese Gruppe 
besteht aus der V,-Bande und 
einer Bande dicht vor der 
Eigenabsorption, die wir V; 
nennen wollen (Fig.2a und 3a). 
(Siehe auch [7] und [/4).) 

2. Die zweite Gruppe besteht 
aus drei dicht benachbarten 
Banden. Sie liegen zwischen 
der V,- und der V;-Bande und 
bilden sich am besten bei Be- 
strahlungstemperaturen  zwi- 
schen —50° C und —100° Caus 


Fig. 3a—e. Absorptionsspektren von KCl-Kri- 
stallen nach einstiindiger Bestrahlung mit Roént- 
genlicht (6 - 10* V, 7,5 - 10-* Amp) bei verschie- 
denen Bestrahlungstemperaturen JT. Ordinate: 
log W, |W. W, = durchgelassene Strahlungs- 
leistung vor der Réntgenbestrahlung, W= nach 
der R6éntgenbestrahlung. Abszisse: Photonen- 
Energie des eingestrahlten Lichtes ineV. Alle 
Messungen wurden bei —180° C durchgefiihrt. 
In Teilbild a wurde die doppelte Bestrahlungs- 
zeit gewahit. Kurve I: Nach der Réntgenbe- 
strahlung. Kurve III: Nach zweistundiger 
Dunkelpause bei 20°C. Kurve VI: Nach 48 Std 
Dunkelpause bei 20° C. 


Wellenlange —» 
250 300 400__ 500 


ee 


at K ~— gdnon LIS 4, 
5estrahlungstemperatur T=— 780°C J" 


Fig. 3 a—e. 
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(Fig. 2c u. d und 3c u. d). Die Entstehung dieser Banden diirfte mit — 
Ionendiffusionsprozessen verkniipft sein. 

AuBer diesen beiden Gruppen sind noch zwei weitere V-Banden 
(V, und V,) zu erwadhnen. Von diesen erreicht nur die V,-Bande im 
KBr eine nennenswerte Hohe. Beide Banden liegen zwischen der V,- 
Bande und der mittleren Bandengruppe. 


Uber 0° C nimmt die Rekombination zwischen V- und F-Zentren 
mit steigender Temperatur stark zu, so daB mit wachsender Bestrah- 
lungstemperatur die Konzentration der stabilisierten V- und F-Zentren 
stark abnimmt (Fig. 2e u. f und 3e). 

Auf der kurzwelligen Seite der F-Bande erscheint die Nebenbande, die KLEIN- 
scHROD [11] in additiv verfarbten Kristallen und CasLER, PRINGSHEIM und YUSTER 


in réntgenverfarbten Kristallen gefunden haben. Sie ist als Elektronenniveau 
anzusprechen. 


Gruppe 1. Die Banden der Gruppe 1 (V, und V,) bilden sich optimal 
bei —180°C. Doch ist bei noch tieferen Bestrahlungstemperaturen 
eine héhere Konzentration vor allem an V,-Zentren zu erwarten. Mes- 
sungen bei der Temperatur des fliissigen Wasserstoffs sind in Vor- 
bereitung. Wir befinden uns bei —180°C gerade an der Grenze des 
Stabilitatsbereiches der V,-Zentren. Eine kurze, voriibergehende Er- 
warmung auf —140°C zerstért die V,-Zentren vollkommen, die V,- 
Zentren zum groBten Teil, durch Rekombination mit F-Zentren (Fig. 2a). 
Aber selbst schon bei —180°C ist die Lebensdauer der V,-Zentren 
gering. Ihre Konzentration vermindert sich schon im Laufe weniger 
Stunden erheblich. Dabei ist die relative Abnahme der F-Bande um 
den Faktor 3 bis 5 geringer. 


Gruppe 2. Die mittlere Bandengruppe besteht aus den schon be- 
kannten Banden V, und Vs; [5], [6], [8] und einer weiteren Bande V,. 
Die kurzwelligste Bande V, ist am stabilsten, die langwelligste Bande V, 
am instabilsten. 


Die V,-Bande entsteht schon bei Bestrahlungstemperaturen von 
—180° C. Nach Erwarmung auf —140°C hat die Konzentration an 
Vy-Zentren etwas zugenommen (méglicherweise auf Kosten der V,- 
Bande), Erwirmung auf + 20°C zerstért die V,-Zentren vollkommen. 
An ihrer Stelle entstehen dabei V,-Zentren (Fig. 2a). Im KCl entsteht 
die V,-Bande schon bei —130°C nicht mehr, im KBr dagegen noch 
bei —50°C. 


» Die V,-Bande bildet sich hauptsachlich bei Bestrahlungstemperaturen 
zwischen —140° C und —40° C. Bei Erwarmung auf 20° C beobachtet 
man im KCl bereits deutlich eine Umlagerung von V,- in \,-Zentren 


(Vig. 3b, c und d), waihrend im KBr die V,-Bande ungedndert bleibt 
(Fig. 2b, c und d). 


Si 


Ultraviolette Absorptionsbanden. 323 


Die V;-Bande wird optimal bei Bestrahlungstemperaturen um + 20°C 
gebildet. Sie stellt die stabilste der heute bekannten Defektelektronen- 
bindungen dar. Im Falle des KBr ist sie bei den gewahlten Bestrahlungs- 
bedingungen nur schwach angedeutet. Die V,-Zentren scheinen dann, 
wenn sie bei tieferen Temperaturen erzeugt worden sind, bei Erwarmung 
auf + 20°C zu zerfallen. Trotzdem sind sie auch im KBr von allen 
bisher bekannten V-Zentren die stabilsten. Das entnimmt man aus 
folgendem Versuch (Fig. 4): Man erzeugt eine hohe Konzentration 
an V,-Zentren durch Bestrahlungsbe- 
dingungen mit groBer Energiedichte 
der absorbierten Réntgenstrahlung 
(3: 1074 V, 17-108 Amp, Cu-Antika- 
thode, 3 Std bei 20°C). In diesem 


Wellenlange —~ 


250 300 


Falle ist die V,;-Bande gréBer als die ‘| 

V.-Bande. Nach einer Dunkelpause S 

von 14 Std ist ein Teil der V.-Zentren ne a 
(zusammen mit einem Teil der F-Zen- T=+20°C 

tren) abgebaut, wahrend die V,-Kon- gemessen be/ +20°C 
zentration konstant geblieben ist. ee 5 ¥eV 


Nimmt man an, daB die Bildung —=— Photonen-tnergie 

der stabileren Zentren eine Assoziation _ Fis. 4. Kurve 4: Absorptionsspektrum eines 
: “A KBr-Kristalles nach dreistiindiger Réntgen- 

von Halogenionenliicken erfordert, so _ festrahlung (3-10'V, 17+ 10-8 Amp) bei 
pmaB die Platzwechselwahrscheinlich-  _Bes*tablungstemperatur T=20" C. Gemessen 

4 ; i Mata bei 20°C. Kurve D: Absorptionsspektrum 
keit des Halogenions hierbei eine ent- nach 14 Std Dunkelpause. 
scheidende Rolle spielen. Man wird 
also den gréBeren Ionenradius des Bromions verantwortlich machen 
fiir die erschwerte Ausbildung der V,-Bande im KBr. 

Zusammenfassend kann man iiber die mittlere Bandengruppe V,, 
V., V, folgendes sagen: Da ihre Entstehung eine merkliche Warme- 
bewegung voraussetzt, diirfte sie mit lonendiffusionsprozessen verknipft 
sein. Die Stabilitat der Banden nimmt nach kiirzeren Wellenlangen zu. 
Eine thermochemische Umwandlung in der Richtung zur stabileren 


Form hin (V,>V,-V;) ist zu beobachten. 


§ 4. Uber das Ausbleichen der Absorptionsbanden. 

Unter dem Ausbleichen wollen wir das Verschwinden von Absorptionsflache 
bei thermischer oder optischer Behandlung ohne Aufbau einer neuen Absorption 
auBerhalb der Eigenabsorption verstehen. Die im vorigen Paragraphen bespro- 
chene thermochemische Umwandlung von V,- in V,- und weiter in V,-Zentren 
nennen wir also nicht Ausbleichen in diesem Sinne, ebensowenig wie die optische 
Umwandlung der F-Bande in die langwelligeren Banden bei Mornar und PE- 
TROFF [3], [4]. 

Das thermische und optische Ausbleichen der F-Bande in Kristallen, 
die durch energiereiche Strahlung verfaérbt worden sind, ist schon lange 


bekannt [12]. 
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Auch die V-Zentren kénnen thermisch und optisch ausgebleicht 
werden. Das haben CASLER, PRINGSHEIM und YusTER fir V,-Zentren 
und ALEXANDER und SCHNEIDER fiir V,- und V,-Zentren gezeigt. 
Zwischen den Bleichprozessen in diesen beiden Untersuchungen besteht 
jedoch ein wesentlicher Unterschied: ' 

CASLER, PRINGSHEIM und YusTER strahlen bei —185°C in die 
V,-Bande ein und beobachten neben dem restlosen Verschwinden der 
V,-Absorption einen teilweisen Abbau der F-Bande. Zum gleichen 

Ergebnis fiihrt eine Erwarmung 

oe Wellenlinge on compra ut —140°C (Fig. 2a). Man ist 
ie geneigt anzunehmen, da8 diese 

Art von BleichprozeB eine Re- 


af kombination zwischen V- und 
I F-Zentren darstellt. Hierzu ist 
= noch zu bemerken, daB ein bei 


tieferer Temperatur bestrahlter 
Kristall bei Erwarmung bereits 
dicht oberhalb der Bestrahlungs- 
temperatur zu leuchten beginnt. 


=— Photonen-tnergie : 
Fig. 5. Kurve 4: Absorptionsspektrum eines KCl- Das Ausbleichen der V-Ban- 
Kristalles nach einstiindiger R6éntgenbestrahlung den bei ALEXANDER und SCHNEI- 
(6-104 V, 7,5: 10-* Amp) bei Bestrahlungstemperatur E . 
T=20° C. Gemessen bei 20°C. Kurve B: Absorp- DER scheint ein ganz anderer 


tion nach einstiindiger Einstrahlung von Gluhlicht . . 
der Wellenlangen A>500mu. Kurve C: Abnahme ProzeB zu sein. Diese strahlen 


der Absorption durch die Lichteinstrahlung. bei 20° G in die V.- und V;- 

Bande ein und beobachten eine 

Abnahme der V-Absorption mit einer Quantenausbeute von ungefahr 41 

ohne Beeinflussung der F-Bande. Die V-Absorption kehrt jedoch nach 

einigen Tagen vollkommen zuriick. Bei diesem AusbleichprozeB scheint 

es sich nicht um eine Rekombination zwischen V- und F-Zentren zu 
handeln. 

Uber einen ahnlichen Proze8 an den F-Zentren kénnen wir berichten. 
Ein KCl-Kristall wird bei + 20°C mit Réntgenlicht verfarbt. Das 
Absorptionsspektrum zeigt Kurve A in Fig. 5. Durch Einstrahlung von 
Glihlicht der Wellenlingen 2 >500 mu kénnen die F-Zentren restlos 
beseitigt werden (Quantenausbeute etwa 1), waihrend aus der Gruppe 
der V-Zentren nur ein Teil der V,-Zentren abgebaut wird und die V,- 
Absorption ungedndert bleibt (Kurve B)!. Durch diese optische Be- 
seitigung der F-Bande ist dem Kristall die Lumineszenzfahigkeit ge- 
nommen: Wahrend ein bei +-20° C bestrahlter KCl-Kristall bei Erwar- 
mung bei + 130°C zu leuchten beginnt, leuchtet ein Kristall nach 

2 Auch ALEXANDER und SCHNEIDER beschreiben die Beseitigung der F-Zentren 


ohne Abbau der V-Absorption durch Einstrahlung in die F-Bande, jedoch bei 
gleichzeitiger Anwesenheit eines starken elektrischen Feldes (2000 V/cm). 
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Beseitigung der sichtbaren Absorption praktisch nicht. Man michte 
daraus schlieBen, daB die Lumineszenz bevorzugt bei Rekombinations- 
prozessen zwischen F- und V-Zentren auftritt. 

ZusammengefaBt liBt sich folgendes sagen: Die Absorption eines 
durch energiereiche Strahlung verfirbten Kristalles kann sich durch 
drei verschiedene Prozesse andern: 

1. Durch Umwandlung einer V-Zentrensorte in eine andere bzw. 
von F-Zentren in Zentren mit anderen Elektronenbindungen, 

2. durch Rekombination von F-Zentren mit V-Zentren, begleitet 
von Lumineszenz, 

3. durch einseitigen Abbau von F-Zentren oder V-Zentren. Fiir 
diese letzte Erscheinung fehlt eine Deutung. 


§ 5. Bemerkungen. 


Es ware verfriiht, fiir jede einzelne Bande ein bestimmtes Modell 
angeben zu wollen. Dazu sind noch weitere, vor allem lichtelektrische 
Untersuchungen notwendig. Jedoch kann man sagen, daB der Zahl an 
_moglichen Elektronenbindungen (MOLNAR und PETROFF) eine fast 
gleichgroBe Zahl an Defektelektronenbindungen gegeniibersteht. 

Bei der Aufstellung konkreter Modelle sind noch folgende zwei Tat- 
sachen zu beachten: 

4. Die schon im § 1 erwahnten Untersuchungen von E. MoLitwo [8]. 
In ihnen wurden die Banden V, und V, in KBr- und K J-Kristallen bei 
additiver Verfarbung durch Halogendampf gefunden. Da die Halogen- 
konzentration im Kristall bei verschiedenen Temperaturen dem Halogen- 
dampfdruck im AuBenraum proportional ist, miissen die V,- und V3- 
Zentren molekiilartige Gebilde sein. 

2. In diesem Zusammenhange muB die Dissertation von THomas [10] 
zur Photochemie des KH—KBr-Mischkristalles erwahnt werden. 
THOMAS untersuchte die Bildung von F-Zentren aus KH-Zentren und 
fand bei tiefen Temperaturen zwei Zwischenprodukte, deren Existenz 
sich im KBr durch zwei Absorptionsbanden bei 203 my und 265 mp 
bemerkbar macht. Wir halten sie vorlaufig fiir identisch mit den 
Banden V, und V,, die an den gleichen Stellen liegen. 

Sr1Tz [13] hat bereits theoretische Uberlegungen iiber die bisher 
bekannter. V,-, V.- und V,-Zentren angestellt. Das von ihm gegebene 
Modell fiir das V,-Zentrum besteht aus einem Defektelektron, gebunden 
an ein Halogenion auf normalem Gitterplatz. Dieses Modell liefert eine 
so geringe Stabilitat wie es die V,-Bande des Experiments verlangt. 


Zusammenfassung. 
Bei der Bestrahlung von Einkristallen aus KC] und KBr mit Rontgen- 
licht werden neben der bekannten F-Bande im sichtbaren Spektralgebiet 
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sieben Absorptionsbanden (V-Banden) im ultravioletten Spektralgebiet 
beobachtet, von denen bisher nur drei bekannt waren (Fig. 2 und 3). 

Bei sehr tiefen Bestrahlungstemperaturen (—180° C) entstehen vor- 
wiegend die Banden V, und V,, die reinen Elektroneniibergangen zu- 
geschrieben werden. Sie zerfallen bei Temperaturerhohung. 

Bei Bestrahlungstemperaturen zwischen —100° C und —50° C ent- 
stehen vorwiegend die Banden V,, V, und V3, bei deren Bildung wahr- 
scheinlich Ionendiffusionsprozesse mitwirken. Daneben  erscheinen 
schwach angedeutet zwei weitere Banden V, und V,. 

Durch geeignete Temperaturbehandlung kénnen die V-Banden zum 
Teil ineinander iiberfiihrt werden. 

Oberhalb + 100° C verschwinden alle V-Zentren vorwiegend durch 
thermische Rekombination mit F-Zentren. 


Herrn Dr. H. Pick danke ich sehr fiir die Anregung und Férderung 
dieser Arbeit, Herrn Dr. F. St6cKMANN fiir anregende Diskussionen. 
Ganz besonderen Dank schulde ich Herrn Prof. R. W. Pont fiir die 
Aufnahme in seinem Institut, die vielseitige Férderung und sein leb- 
haftes Interesse am Fortgang der Arbeit. 
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Uber ein Verfahren 
zur Messung sehr hoher Temperaturen 
in nahezu durchlassigen Bogensiulen*. 
Von 
RUDOLF WILHELM LARENz, Hannover. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. Dezember 1950.) 


Durch Modifikation astrophysikalischer Methoden und Erweiterung eines von 
H6RMANN entwickelten Gedankens wird ein Verfahren ausgearbeitet, das in Bogen- 
sdulen Messungen bis zu extrem hohen Temperaturen erlaubt}. 


$1. Einleitung. 

In der vorliegenden Arbeit soll ein spektralphotometrisches Verfahren 
mitgeteilt werden, das die Temperaturverteilung in Bogensdulen sehr 
hoher Temperatur zu messen gestattet. Bei diesem Verfahren wird eine 
von HORMANN? angegebene Methode erweitert und fiir Messung sehr 
hoher Temperaturen dadurch fruchtbar gemacht, daB sie mit den im 
Anschlu8 an SAHA von FOWLER und MILNE? begriindeten astrophysi- 
kalischen Methoden kombiniert wird. Die Ansadtze von FOWLER und 
MILNE miissen zu diesem Zweck den in einer Bogensaule herrschenden 
physikalischen Bedingungen angepaBt werden. 


Im Gegensatz zu einem kiirzlich von H. BARTELS* ausgearbeiteten 
Verfahren zur Messung hoher Temperaturen, das fiir die zur Messung 
herangezogenen Linien starke Selbstumkehr voraussetzt, wird hier ver- 
langt, daB die Absorption in der Bogensdule fiir die Spektralbezirke, 
in denen gemessen wird, nur sehr klein ist. Die Anwendung des Ver- 
fahrens ist weiter an die Méglichkeit gebunden, daB sich in der Bogen- 
saule Temperaturen erreichen lassen, bei denen der Ionisierungsgrad 
die GréBenordnung 1 erreicht. In § 2 wird eine allgemeine Begriindung 
des Verfahrens gegeben. In §3 werden die formalen Grundlagen ent- 
wickelt und dabei auch die Unterschiede behandelt, die sich gegeniiber 


* Vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft in 
der Britischen Zone in Miinster am 15. April 1950. 

1 In einer unmittelbar folgenden Arbeit werden Messungen am GERDIEN- 
Bogen bis 34000° K mitgeteilt. 

2 HOrMANN, H.: Z. Physik 97, 539 (1935). 

3 FowLeR, R. H.: Statistische Mechanik. Leipzig 1931. Siehe auch A.UNSOLD, 
Physik der Sternatmospharen. Berlin 1938. Dort ausfiihrliches Literaturver- 


zeichnis. 
4 Bartets, H.: Z. Physik 127, 243 (1950); 128, 546 (1950). 
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den Rechnungen von FowLeR und MILNE aus der veranderten physi- 
kalischen Situation ergeben. In § 4 wird eine Fehlertheorie entwickelt, 
soweit das in allgemeiner Form méglich ist. 


§ 2. Grundlagen der Methode. 


Wir setzen in der Bogensdule drtliches Temperaturgleichgewicht 
voraus, ,,Ortliches Temperaturgleichgewicht sei hier so verstanden, 
daB sich die Verteilung der Energie iiber die einzelnen Partikel durch 
eine BoLTZMANN-Verteilung beschreiben 14Bt. Es sei also nicht ge- 
fordert, daB auch die Strahlungsdichte dieser Temperatur entspricht. 
Die Strahlungsdichte wird unter den Bedingungen, wie sie hier fiir die 
Anwendung der Methode verlangt werden, immer sehr viel kleiner sein. 
Ob in der Bogensdule die Fiktion dieses Grtlichen Temperaturgleich- 
gewichts ausreichend genahert wird, laBt sich bis zu einem gewissen 
Grad durch Kontrollen priifen, von denen weiter unten die Rede sein wird. 

Wir setzen weiter Axialsymmetrie der Saule voraus und beobachten 
die Emission auf Strahlen, die in einer zur Sdulenachse senkrechten 
Ebene liegen. Die Sdulenpunkte in dieser Ebene seien auf em Koordi- 
natensystem bezogen, dessen Nullpunkt in die Saulenachse gelegt wird, 
wahrend die x-Achse in der Beobachtungsrichtung, die y-Achse senkrecht 
dazu legen modge. Es sei ry die radiale Entfernung eines Punktes von 
der Saulenachse und der Saulenradius sei 7,. Die zur x-Achse parallelen 
Beobachtungsstrahlen sind eindeutig durch den Abstand y von der 
Saulenachse festgelegt. 

Zur Messung der Temperaturverteilung kann sowohl Linienemission 
wie Emission in einem Kontinuum herangezogen werden. Wesentliche 
Voraussetzung ist in jedem Fall, daB die Absorption in der Saule auf 
den Frequenzen, die der Messung zugrunde gelegt werden, nur sehr klein 
ist. Auf Méglichkeiten, die hinreichende Erfiillung dieser Voraussetzung 
zu kontrollieren, wird spater hingewiesen. 

Wir erértern das Prinzip der Methode zunachst an einem méglichst 
einfachen Fall, indem wir uns auf die Messung an einer Linie beziehen. 
Es sei vorausgesetzt, da8 die Linienemission nicht durch unterlagerte 
Kontinua gestért wird. Es sei J(y) die auf dem Strahl mit dem Achsen- 
abstand y emittierte Gesamtstrahldichte der Linie. Der dieser Linie 
entsprechende Emissionskoeffizient sei in seinem radialen Verlauf durch 
&(r) beschrieben. Dann gilt, wenn wir die Absorption in der Saule ver- 
nachlassigen diirfen, 

Vi-y* 


I(y)=2 J e(fx*+y)ax. (1) 


Ist I(y) tiber den ganzen Querschnitt der Sadule gemessen, so ergibt 
sich e(r) als Lésung der Anetschen Integralgleichung (1). Kann man 


7 ae 
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andererseits ¢ als Funktion der Temperatur T und des Druckes P be- 
rechnen, so la8t sich aus der Gleichung 


e(y) = se[T, P] (2) 


bei gegebenem Druck die radiale Temperaturverteilung der Sadule be- 
stimmen. Die experimentelle Durchfiihrung dieses im Prinzip so ein- 
fachen Verfahrens wird dadurch erschwert, daB unter Umstiinden sehr 
groBe Strahldichten absolut gemessen werden miissen. AuBerdem wird 
aber die Berechnung von ¢/7,P] im allgemeinen daran scheitern, daB 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten, die als Faktor in ¢[T, P] eingehen, 
nur unzureichend bekannt sind. Beide Schwierigkeiten entfallen sofort, 
wenn fiir einen bestimmten Radius 7 die Temperatur T bekannt ist. 
Dann kann man die Gl. (2) ersetzen durch 

ye i Pl. 3) 


é (7) e[T, P] 


e* (r) = 


Die Funktion e«*(v) laBt sich durch passende Normierung schon er- 
mitteln, wenn nur der relative Verlauf der Funktion e¢(v) bekannt ist. 
Eine Funktion e’ (7), die den relativen Verlauf von e(r) richtig wieder- 
gibt, erhalt man durch Lésung der Gleichung 


Vimy 


I(y) =. rf{ 9 ae 3 

jo 7 "| e' (2? + y*) dx (4a) 
mit 

é'(r) = vor ; (4b) 


Hier bedarf es also nur der Messung der Funktion die im astro- 


I(0 
physikalischen Sprachgebrauch als Mitte-Rand-Variation bezeichnet 
wird. Weiter aber fallt in der Funktion e*{T,P] die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit heraus. e*/7T,P) laBt sich im allgemeinen mit aus- 
reichender Genauigkeit berechnen. Auf diesem Wege hat HORMANN 
den Temperaturabfall in einem Kohlebogen bestimmt, indem er fir 
¥=O0 einen Wert J einsetzte, der durch anderweitige Messungen er- 
schlossen war}. 

Solange man darauf angewiesen ist, die Auswertung auf fremden 
Temperaturmessungen aufzubauen, fiihrt das Verfahren nicht zu einer 
unabhdngigen Temperaturmessung, ist also jedenfalls zu Messungen in 
Bereichen, in denen bisher Temperaturen nicht gemessen wurden, un- 
geeignet. Eine unabhingige Temperaturmessung kénnen wir auf der 
oben skizzierten Grundlage nur dann aufbauen, wenn wir die Norm- 
temperatur 7 (7) unmittelbar aus dem Ansatz (3) entnehmen konnen. 


4 HORMANN, H.: Z. Physik 97, 539 (1935). 
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Es soll nun in Analogie zu dem Gedankengang bei FOWLER und MILNE 
gezeigt werden, daB diese Méglichkeit gegeben ist, wenn nur die Tem- 
peraturen, die sich in der betreffenden Lichtquelle realisieren lassen, 
hoch genug sind. Dazu betrachten wir ganz allgemein den Temperatur- 
gang des Emissionskoeffizienten bei konstantem Druck. Trager der zur 
Messung herangezogenen Linie sei das J/-fach ionisierte Atom. Zahl 
dieser Atome je Volumeneinheit sei ,, davon m;) im Grundzustand und 
n,, im Anregungszustand der Linie, deren Ubergangswahrscheinlichkeit 
mit A bezeichnet werde. Dann ist 


Das Verhialtnis ,,/1;) nimmt mit wachsender Temperatur stets monoton 
zu und nahert sich bei beliebig hoher Temperatur einem konstanten — 
Grenzwert. Das Verhalten von 2, ist besonders einfach, wenn es sich 
um Emission einer Bogenlinie (/=0) handelt. Dann nimmt #,;, mit 
wachsender Temperatur monoton ab und nahert sich bei beliebig hoher 
Temperatur dem Werte Null. Ursachen dieser Abnahme sind Dichte- 
minderung, Verarmung der Grundzustande durch Anregung, Verarmung 
der Emissionstrager durch Ionisation und Verdrangung der Atome und 
Ionen durch freiwerdende Elektronen. Ist der Emissionstrager ein Ion, 
so wird ”;) mit wachsender Temperatur zunachst steigen und erst nach 
Durchlaufen eines Maximums monoton auf Null absinken, weil sich den 
gleichen Minderungsursachen zunachst der Zuwachs an neu geschaffenen 
Ionen tiberlagert. In jedem Fall fiihren diese Verhaltnisse dazu, daB e 
bei einer bestimmten Temperatur ein Maximum durchlauft. Bei der 
gleichen Temperatur hat natiirlich auch jede Funktion, die sich von ¢ 
um einen konstanten Faktor unterscheidet, ein Maximum. Die Tem- 
peratur, bei der das Maximum durchlaufen wird, ist also der Rechnung 
zuginglich. Wir setzen sie als Normtemperatur 7, so daB nach der 
durch (3) festgelegten Normierung e*{7,P] im Maximum gleich 4 wird. 

Das Maximum der Funktion ¢/7,P] muB sich auch im radialen 
Verlauf des Emissionskoeffizienten (7) und dem gemessenen relativen 
Verlauf e’(r) als Maximum abzeichnen. Ist * der Radius, bei dem 
dieses Maximum durchlaufen wird, so herrscht offenbar im Achsen- 
abstand * die Temperatur 7, ist also, wie oben gefordert, unmittelbar 
aus der gemessenen Funktion ¢’(”) und der berechneten Funktion 
e*|T, P| einem bestimmten Radius eine Normtemperatur zugeordnet. 
Man erhalt e*(7),.indem man den aus der Mitte-Rand-Variation gewon- 
nenen relativen Verlauf e’ (7) so normiert, daB8 er im Maximum gleich 4 
wird, und hat dann nach einfacher graphischer Methode aus der Beziehung 


e* (ry) = e* [T. P) 


den radialen Temperaturverlauf T(r) zu bestimmen. 
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Die Auswertung der Mitte-Rand-Variation der Strahldichte zur 
Temperaturmessung stellt also zwei Aufgaben: Es muB erstens durch 
Losung der ApeEtschen Integralgleichung die Funktion e* (r) ermittelt 
werden. Es muB zweitens e*{T,P] berechnet werden. Die erste Auf- 
gabe ist rein formaler Natur. Ihre systematische Lésung wurde bereits 
von HORMANN ausfithrlich behandelt und kann hier iibergangen werden. 
Im Anhang der folgenden Arbeit wird ein Lésungsverfahren mitgeteilt, 
das zwar etwas weniger systematisch vorgeht, sich aber besonders be- 
wahrt hat, wenn sehr viele Kurven auszuwerten sind. Die zweite 
Aufgabe, die Berechnung von e|T, P], bedarf einer etwas ausfiihrlicheren 
Behandlung. Ehe wir dazu tibergehen, sei die Grundlegung der Methode 
durch einige allgemeine Bemerkungen erweitert. 


Es hat zunachst den Anschein, als ob die Messung der radialen 
Temperaturverteilung nur dann méglich ist, wenn die Achsentemperatur 
den Wert T tatsdchlich iibersteigt. Es ist aber offensichtlich, daB 
damit der Anwendungsbereich viel zu eng umrissen wird. Wenn wir 
namlich eine Normlichtquelle haben, in der fiir eine bestimmte Emis- 
sionslinie die kritische Temperatur tiberschritten wird, so kénnen wir 
in allen Lichtquellen, in denen die gleiche Linie bei gleicher Funktion 
é(T,P) und gleichem Druck emittiert wird, Temperaturmessungen auch 
dann durchfiihren, wenn in ihnen 7 nicht erreicht wird. Wir haben 
nur dafiir zu sorgen, daB die an den Lichtquellen gemessenen Strahl- 
dichten sich auf die an der Normlichtquelle gemessenen beziehen lassen. 
Denn die Lésung der Gl. (4a) liefert in jedem Fall unmittelbar die 
in (4b) definierte Funktion 


Zur Unterscheidung indizieren wir die GrdBen, die sich auf die Messung 
an der Normlichtquelle beziehen, mit ». Dann ist die gesuchte Funktion 
e(r) — &(0) e’ (r) (0) * (0) 


e* (1) = &,, (0) : Pa jet ‘, (0) : 1, (0) “<n 


mit der in Gl. (3) zur Temperaturzuordnung einzugehen ist. 

Bei Begriindung des Prinzips, das dieser Temperaturmessung Zu- 
grunde gelegt wird, bezogen wir uns zunachst auf die Messung an einer 
Linie. Doch dndert sich an dem Verfahren im Prinzip nichts, wenn 
der Messung die Mitte-Rand-Variation der Strahldichte in Spektral- 
bereichen kontinuierlicher Emission zugrunde gelegt wird. Nur sind in 
diesem Fall Strahldichte und Emissionskoeffizient auf die Einheit der 
Frequenzskala zu beziehen. AuSerdem muB sich auch hier selbgtver- 
standlich der Emissionskoeffizient im Kontinuum in seiner Abhangigkeit 
von T und P berechnen lassen. Dabei komplizieren sich die Verhaltnisse 
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allerdings im allgemeinen dadurch, daB zur Emission mehrere Kontinua 
verschiedener Emissionsmechanismen beitragen. Bei Messung an einer 
einzelnen Linie geht nur der relative Verlauf der Funktion e[T,P], 
nicht aber ihr Absolutwert ein. Das wiirde auch noch bei der Uber- 
lagerung mehrerer Kontinua gelten, wenn die relative Abhangigkeit 
von der Temperatur fiir die betreffenden Kontinua gleich ist. Im 
allgemeinen werden aber die verschiedenen Emissionsmechanismen 
Unterschiede in der relativen Temperaturabhangigkeit bedingen, durch 
die dann auch die Absolutwerte der verschiedenen Emissionsanteile, 
zumindest in ihrem Verhaltnis zueinander in e* [T,P] eingehen. Hier 
stellt also die Berechnung von e* [| T, P] an die theoretische Beherrschung 
der Emission etwas héhere Anforderungen. 


Schon zu Beginn dieses Paragraphen wurde darauf hingewiesen, 
daB die Anwendbarkeit des Verfahrens an zwei allgemeine Voraus- 
setzungen gebunden ist. Vorausgesetzt wird erstens ausreichende An- 
naherung an die Fiktion des lokalen Temperaturgleichgewichts und 
zweitens sehr kleine Selbstabsorption auf den zur Messung heran- 
gezogenen Emissionsfrequenzen. Es sei in zwei Bemerkungen auf die 
Méglichkeiten hingewiesen, die sich zur Kontrolle fiir die Erfiillung 
dieser Voraussetzungen bieten. 


Verst6Be gegen die erste Forderung wiirden sich im Resultat dadurch 
dokumentieren, daB Messungen an Linien mit sehr verschiedenen 
Anregungsspannungen oder Linien verschiedener Ionisierungsstufen und 
Messungen auf wesentlich verschiedenen Kontinuumsfrequenzen zu 
merklich voneinander abweichenden Temperaturverteilungen fiihren. 
Damit ist die Méglichkeit einer experimentellen Kontrolle fiir die Er- 
fiillung der ersten Voraussetzung gegeben. 


Auch die Erfiillung der zweiten Voraussetzung 1aBt sich nachpriifen. 
Méglichkeiten dazu seien hier nur angedeutet. Da die Absorption 
innerhalb einer Linie mit der Frequenz sehr stark variiert und in ihrer 
Auswirkung auf die Gesamtstrahldichte nicht einfach zu iibersehen ist, 
sei bei Messungen an Linien die Absorption im Linienzentrum zugrunde 
gelegt. Wir legen also der Kontrolle sowohl bei Messungen an Linien 
wie an kontinuierlicher Emission die Strahldichte zugrunde, die auf 
die Einheit der Frequenzskala bezogen ist. Dann erfordert in jedem 
Fall die Kontrolle nur eine Abschatzung der optischen Schichtdicke 
auf dem Beobachtungsstrahl fiir die jeweilige Frequenz. Die Grund- 
lagen fiir eine systematische Abschaitzung der Schichtdicke ergeben sich 
aus einer von H. Bartets! entwickelten Theorie der Emission aus 
inhomogener Schicht. 


? BartTets, H.: Z. Physik 125, 597 (1949); 126, 108 (1949). 
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Die Ansatze, aus denen sich diese Abschatzung ergibt, seien hier kurz ange- 
deutet. Es sei 


die Ergiebigkeit (x — Absorptionskoeffizient). Es sei ferner dt =x dx das optisch 


gemessene Wegelement und J" der iiber dem optischen MaBstab genommene Mittel- 
wert der Ergiebigkeit. Dann ist das Verhaltnis 


f : 
iy 2 (T, P) 


eine Funktion der optischen Schichtdicke t, und eines Parameters p, der zwischen 
0 und 1 variieren kann und von der relativen Verteilung der Ergiebigkeit iiber dem 
optischen MaBstab abhangt. Die Funktion Y (z,, p) wurde von BarTELs berechnet. 
Fir kleine Schichtdicken (t)<1) ist in ausreichender Naherung 


Xo =n 


P Bitar Ble ty SS ede, 


ist also Y von p kaum abhangig. Es bedarf also zur Abschatzung der Schichtdicke 


einer Absolutmessung der Strahldichte und einer Abschatzung des Mittelwertes J”. 
In vielen Fallen ist die Erfiillung der zweiten Voraussetzung schon gesichert, 
wenn nur die GroBenordnung der Schichtdicke festgelegt wird. Dazu geniigt eine 


. = =r 
rohe Messung von J, und eine Abschatzung von J auf Grund von Temperatur- 
angaben, wie sie sich aus den auftretenden Ionisationsstufen ergeben. 


§ 3. Uber die Berechnung von e{T, P]. 


Die Berechnung von é« soll hier nur insofern behandelt werden, als 
sich AnlaB zu Feststellungen allgemeiner Natur gibt. Es geniigt, wenn 
wir eine Saule zugrunde legen, die in einem einheitlichen Atomgas 
brennt. Die Erweiterung auf Gasgemische gibt nichts wesentlich Neues 
und 1aBt sich ohne Schwierigkeiten durchfiihrent. Aus gleichem Grunde 
beziehen wir uns bei der Formulierung der Rechengrundlagen zunachst 
nur auf Messung an einer Linie. 

Es sei n; ({=0,1,2,...1...) die auf die Volumeinheit bezogene 
Zahl, U, ; die Ionisierungsspannung und w, die Zustandssumme der 7-fach 
ionisierten Atome, P der Gasdruck und P, der Elektronendruck. Trager 
der Linienemission sei das /-fach ionisierte Atom, Anregungsspannung 
der Linie U,, Gewicht des Ausgangsterms g,. Die Ionisierungsstufen, 
die bei der Rechnung zu beriicksichtigen sind, seien mit 7=z nach 
oben begrenzt. Zur Berechnung von é stehen dann zur Yerfiigung: 


a) Der Ansatz fiir é: 
eU, 


pile Be ype yp ey AT ‘ (5) 
47 Uy 


1 Als Komponenten der Gemische kommen bei der Héhe der Temperaturen 
nur Atomgase in Betracht. 
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b) z SAHA-Gleichungen: 


eU; 
41 p_ 2mm)! wiry (kT)i-e *? —F(T), (6) 
nN; a h uU; 
Seep ty Dei, bee. 
c) die Gasgleichungen: 
P=[nty +2m, +3 tg to-s + (z+4) nJRT, (7a) 
P=([nm,+2ng+---+2n kT. (7b) 


Wiirde man den Ansatz fiir kontinuierliche Emission formulieren, so 
ware die Gl. (5) durch einen Ansatz fiir ¢, zu ersetzen, in dem auBer 
bekannten Funktionen von JT auch nur noch #;-GréBen auftreten. Die 
Aufgabe reduziert sich also in jedem Fall auf die Bestimmung der m4 
aus den Gl. (6), (7a) und (7b). Aus (6) ergibt sich zunachst: 


fur 4—0 


Ny = sents ob - (8a) 


m 
P—P cs 
ae — +¢@ m=0 
mi kT to (8b) 
ee Fm 
i=1 m=—0 i 


Einsetzen in (7b) ergibt dann in bekannter Weise die Gleichung, aus 
der sich P, als Funktion von P und T berechnen 1aBt: 


i- i—1 


F; =i F; 
es ae >, P, * (9) 


-1 
m= : i=l m= 


P f + > +4) 
te=l 

Mit der Lésung P,(T,P) der Gl. (9) erhalt man aus (8) die Funktionen 
n, (I, P), die — eingesetzt in den Ansatz (5) fiir e bzw. den entsprechenden 
Ausdruck fiir e, — die Funktionen ¢[T, P] baw. ¢,{T, P] ergeben. Aus 
ihnen bestimmen sich dann durch Division mit den Maximalwerten 
e(T, P] baw. e,(7, P] die Funktionen e*(T,P] bzw. e¥[T,P], die der 
Auswertung zugrunde gelegt werden. 

Bei der Lésung der Gl. (9) ist man im allgemeinen auf graphische 
Methoden oder geeignete Iterationsverfahren angewiesen. Nur in den 
P— T-Bereichen, in denen nur zwei Ionisierungsstufen mit merklicher 
Konzentration auftreten, liBt sich (9) mit ausreichender Naherung auf 
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eine quadratische Gleichung reduzieren. Insbesondere wird, falls neben 
dem neutralen Atom nur das einfach geladene Ion zu beriicksichtigen ist, 


de ol 
R=F fitz. (10) 
Einsetzen in (8a) bzw. (8b) ergibt fiir diesen Fall 
P Ky ee 
t= pe {t—2 i+ eit, (11a) 
0 
BP. Ali], , PF - 
m=: Vit 2-4]. (11b) 


Die Lage des Temperaturbereiches, in dem man nach diesem Ver- 
fahren an Linien bestimmter Atom- bzw. Ionenarten Temperaturmes- 
sungen durchfiihren kann, wird durch die Parameter bestimmt, die T 
festlegen. Wir fragen deshalb: Wie hangt T — und damit die Lage 
des jeweiligen MeBbereiches — von der Anregungsspannung der Linie, 
von den Gewichten, von der Jonisierungsspannung des Emissionstragers 
und vom Druck ab? Einen vdéllig ausreichenden Einblick in die Ver- 
haltnisse gewinnen wir schon, wenn wir zur Vereinfachung der Rechnung 
annehmen, daB nicht mehr als zwei Ionisierungsstufen nebeneinander 
in merklicher Konzentration auftreten, und daB wir die Zustandssummen 
durch die Gewichte der jeweiligen Grundzustande ersetzen kénnen!. Im 
Rahmen dieser Annahmen behandeln wir zwei Falle: Im ersten Fall be- 
ziehen wir uns auf die Temperaturmessung an einer Bogenlinie, im zweiten 
Fall setzen wir das /-fach ionisierte Atom als Emissionstrager voraus. 


Im ersten Fall ist nach (5) 
eU, 


A os 
ea: hy =* aye FT. 
0 


(12) 


die Ionenkonzentration ct einzufiihren. Die SaHA-Gleichung schreibt 


sich dann 
2 q yA AL 
P= = PER ants (kT)te FE. (13) 


1 Berechnet man e¢{T7, P] fiir die Durchfiihrung bestimmter quantitativer 
Messungen, so sind diese Vereinfachungen nicht ohne weiteres statthaft und 
miissen zumindest von Fall zu Fall begriindet werden. 

+ Da wir es hier nur mit einer Ionenart zu tun haben, verzichten wir bei c 


n , : 
und F auf den Index. Allgemein sei unter c;= — 4 die Konzentration /-fach 
ionisierter Atome verstanden. n; 
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Differenzieren wir « nach kT — Differentationen nach kT sollen im 
weiteren durch einen Punkt gekennzeichnet werden — und setzen wit 
den Differentialquotienten gleich Null, so erhalten wir die Gleichung 


1—c|° fh aes 4—c eU,. _ 
Fevalets cris ene aT)? (14) 
aus der T bestimmt werden muB. Nun ist 
4—c ao Z -¢ 
Fess (1+ c)? 
und nach (43) 
Pe F  (i—e? F 1 cian Fhe. 
CS er aha at Ae a PA (15a) 
Pere Wolk, ke 
=a 4 “\arlee ar 
also 
oe ee tee 10) 
Ee sy Wane ye fame 7 (15) 


Setzen wir die Ionenkonzentration c(T) =, so folgt jetzt mit (15b) 
aus (14) 


Ledind Iseat 

g kT 

‘= 
ae (16) 
YY Zan ¥ 


und nach Kombination mit (13) als endgiiltige Gleichung fiir T 


eU; CF ane 2 
wnt A te PO ape eee oe 
(Qxmi 4 2 & a ar) Snes ad ae nee 
hs kT 


Die Lésung dieser transzendenten Gleichung und ihre Abhangigkeit von 
P und U; wird am einfachsten an einer graphischen Darstellung erlautert. 
Wir setzen eU/kT=€& und U,/U;=«, wir versehen weiter den kon- 
stanten Faktor auf der linken Seite mit einem MaBfaktor, der uns 
gestattet, P in Atm. zu messen und setzen 


go, Tiatmj _ 


81 (18) 


US voit] 


so da der graphischen Darstellung die Gleichung 


1,03 -10-8#K - fet? = tipo (19) 


ag—1 
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zugrunde gelegt wird. In Fig. 4 sind die Logarithmen der linken und 
der rechten Seite jeweils fiir verschiedene Werte der Parameter K und « 
aufgetragen. Der einem bestimmten Parameterpaar «, K zugeordnete 
Schnittpunkt gibt mit seiner Abszisse die Lésung =cUJkT, die 
diesem Parameterpaar gehért. Der Variationsbereich von K ist mit 


Qe =< 74 


ausreichend umgrenzt, wenn man beriicksichtigt, daB die Anwendung 
des Verfahrens bei wachsenden Drucken durch die steigende Absorption 


-7 


E15 12 
tet. 


Fig. 1. Zur Lésung der transzendenten Gl. (17). f; = 1,03 -10-*K é ee te =| 4 
ef — 


begrenzt wird. « kann, solange wir an einer Linie messen, den Wert 1 
nicht erreichen, wird aber den Wert 0,4 auch sicher nicht unterschreiten. 
Aus dem Diagramm ergibt sich zundchst rein formal: & andert sich 
bei festgehaltenem K mit « und bei festgehaltenem « mit K jeweils 
in entgegengesetzter Richtung, aber nicht in gleichem MaBe. Ins- 
besondere bewirkt eine Verschiebung von K um eine GrdSenordnung 
nur eine Variation in € von 20 bis 25%. Mit (18) folgt daraus, daB bei 
festgehaltener Anregungsspannung Anderungen von Druck oder Joni- 
sierungsspannung nur geringe Anderungen in E=eU/kT zur Folge 
haben. Das bedeutet einerseits ein sehr geringes Anwachsen der Tem- 
peratur J mit dem Druck bei fester Ionisierungsspannung, andererseits 
bei ungedndertem Druck eine Zunahme von T in nahezu gleichem MaBe 
mit der Ionisierungsspannung infolge der naherungsweisen Konstanz 
von €. Aus dem Diagramm lassen sich auch Richtwerte fiir T ent- 
nehmen: Bei einer Ionisierungsspannung von 10 V, einem Druck von 
1 Atm., bei g,/g, =1 und «=0,8 wird £=10, also T~12000° K. Fiir 
die Linien der BALMER-Serie wird bei gleichem Druck im Mittel T~ 


16000° K. 
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Ist, wie oben fiir den zweiten Fall angenommen wird, der Emissions- — 
triger das /-fach ionisierte Atom, so gilt 


eU, 
e= se vies me &T 
mit 
= t= opts * (20) 


G+1)+ey, AT 


und der SAHA-Gleichung 


tH, E+ C44 -P=F. (21) 
4— 644 (+1) + p44 


In ganz analoger Weise wie oben ergibt sich fiir ¢,,,, die Konzentration 
des (1-+1)-fach ionisierten Atoms bei der Temperatur 7, 


eU, : 
' 1+é kT 
Pe tase “+4 = Fy =i >. (22) 
cs +1 14-2644 euj , 5 
eT o\s 
Durch Kombination mit (21) wird nun in Parallele zu (17) 
: ak 
8 2 A RS ee 
(2 m)3 3 7 Siti U} kT 
te 
e Uj, 5 (23) 
_jJaT 2? 142 T4+%,  ,| C4144, 
— eU, _, I+4 142%, +t, - 
kT 


Obgleich hier im Gegensatz zu (17) T auch noch implizit — in é — auf- 
tritt, geniigt die Formulierung (23), um zu zeigen, daB sich bei gleichem 
U,, der Lésungsbereich fiir € nicht wesentlich gegen den Lésungsbereich 
im ersten Fall verschiebt. Die linke Seite von (23) entspricht der linken 
Seite von (17) vollkommen, so da sich in der graphischen Darstellung 
an den ihr entsprechenden Kurven nichts andert. Die rechte Seite hat 
sich etwas modifiziert: Statt des Quadrates 


eU; 5]? 
“Te 
eU, 
kT 


tnitt der Bruch selbst auf. AuBerdem ist er, wie zusitzlich auch die 
geschwungene Klammer auf der rechten Seite mit einem neu auftretenden 
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Faktor versehen. Die beiden Faktoren sind, zumal wenn es sich um 
hohere Jonisationsstufen handelt, ihrem Werte nach an enge Grenzen 
gebunden und nur wenig gréBer als 1. Sie andern sich zudem mit 7 
in gleichem Sinn wie der Quotient 
eU; 
kT 
eU, 


kT 


a 


| Nin 


1 


Die rechte Seite der Gl. (23) wird also ebenso wie die rechte Seite von 
(47) mit wachsendem € monoton kleiner. Die einem bestimmten «-Wert 


S| | a SS See eee 
70000 20000 30000 YO000 50000 °K 60000 
i —— 


Fig. 2. e*[T,P]-Funktionen fiir Sauerstoff-Bogen- und Funkenlinien (P=1 Atm.), 


zugeordneten Diagrammkurven verschieben sich, wie aus (23) zu ersehen, 
gegen die entsprechenden Kurven in (17) nach unten. Man tibersieht 
aber gleich, daB dadurch der Lésungsbereich der € bei festgehaltenen 
K-Werten nur unbedeutend gegen kleinere €-Werte verschoben wird. 
Etwas starker — aber in entgegengesetzter Richtung — wirkt sich die 
Senkung der K-Werte durch die héheren Ionisierungsspannungen aus. 
Im ganzen werden sich aber die T-Werte beim Ubergang vom neutralen 
Atom zu den aufeinanderfolgenden Ionisierungsstufen wie die jeweiligen 
Ionisierungsspannungen verhalten. 

Als Beispiel fiir e* [T, P|-Funktionen seien Kurven gewahlt, die zur 
Messung am GERDIEN-Bogen berechnet wurden. Der GERDIEN-Bogen 
brennt in einem Atomgasgemisch, an dem Wasserstoff und Sauerstoff 
im Verhiltnis 2:1 beteiligt sind. Fig. 2 zeigt die «*[7, P|-Funktionen 
fiir je eine Linie von OI, OII und OIII. DaB sich die Kurven auf 
die Komponente eines Gemisches beziehen, ist hier belanglos. Sie zeigen, 
daB Messungen an Linien eines bestimmten Emissionstragers nur in 
einem beschrankten Temperaturbereich moglich sind. Der Bereich wird 
beiderseits durch die Werte begrenzt, bis zu denen sich e*(7) nach 
unten messen laBt. Doch schlieBen im allgemeinen die den einzelnen 
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Ionisierungsstufen zugeordneten Bereiche so dicht aneinander an, daB man 
die Messung ohne wesentliche Liicke an Linien der nachsthoheren Ioni- 
sierungsstufe fortsetzen kann. So iiberspannen die Kurven in Fig. 2 in 
ihrer Gesamtheit einen Bereich von 10000 bis 60000° K. 


Es wurde bereits in der Einleitung darauf hingewiesen, daB sich 
das hier entwickelte Verfahren zur Temperaturmessung auf den gleichen 
Grundlagen aufbaut wie die Methoden, mit denen FowLER und MILNE 
die Einordnung der Sternklassen in eine Temperaturskala untermauern. 
Die Darstellung der Berechnungsgrundlagen, die in diesem Paragraphen 
gegeben wurden, macht aber auch die Unterschiede sichtbar, die sich 
aus der wesentlich anderen Problemlage ergeben. Bei Messung des 
Temperaturverlaufs in einer Bogensaule ist der Gesamtdruck als kon- 
stanter Parameter gegeben, muB also der Elektronendruck als Funktion 
von Druck und Temperatur aus Gl. (9) berechnet werden. In der Reihe 
der Sternklassen liegen die Verhaltnisse anders. An Stelle der Aussage 
iiber den Gesamtdruck tritt bei FowLER und MILNE eine Aussage tiber 
den Elektronendruck, die aus den in der Sternatmosphare gegebenen 
Bedingungen begriindet wird. Es entfallt somit die Notwendigkeit der 
Loésung von Gl. (9). 


Die Betrachtungen dieses Paragraphen bezogen sich zunachst auf 
die Temperaturmessung an Linien. Im Temperaturgang der kontinuier- 
lichen Emission fiihrt zunachst der Anteil, den die Endkontinua des 
neutralen Atoms stellen, zu einem ausgepragten Maximum. Weitere 
Maxima kénnen jeweils durch die Grenzkontinua neu auftretender 
Ionenarten bedingt werden. Sie werden sich aber, wenn sie tiberhaupt 
im Temperaturgang der unterlagerten Kontinua in Erscheinung treten, 
vielfach nur wenig von diesen abheben und deshalb fiir die Messung 
weniger geeignet sein. Auf das erste Maximum lassen sich die Aussagen 
dieses Paragraphen ohne weiteres iibertragen. 


§ 4. Uber die Fehlerquellen der Auswertung. 

Fehler ergeben sich im Auswerteverfahren, wenn die Parameter, die in die 
Auswertung eingehen, nicht mit ihren richtigen Werten eingesetzt werden. Die 
Lage der Maxima, die die Normtemperaturen i festlegt, und die Form der Kurven, 
die bei Messung anderer Temperaturen eingeht, sind durch Druck, Tonisierungs- 
spannungen, Anregungsspannungen und Gewichte bestimmt. Anregungsspan- 
nungen und Gewichte werden soweit bekannt sein, daB sie zu Fehlern keinen 
AnlaB geben. Dagegen kann, wie zuerst Rompr und Scuutz festgestellt haben, 
die Ionisierungsspannung im Plasma eine Senkung erfahren, die sich in vielen 
Fallen nur ziemlich roh abschatzen la®t. Ebenso wird unter manchen experi- 
mentellen Bedingungen die Festlegung des Druckes mit Unsicherheiten behaftet 
sein. Wir haben also zu untersuchen, wie stark sich diese Unsicherheiten im 
Resultat auswirken kénnen. 

Pir die Temperatur 7 ergeben sich die Fehler schon aus (17) bzw. (23) nahe- 
Tungsweise, wenn wir die geringe Variabilitat der rechten Seite gegen die sehr viel 
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starkere der linken Seite vernachlassigen. Es seien U,, T und P die richtigen 
Werte und AT die durch die Fehler AU; bzw. AP bedingte Abweichung von T. 
Dann wird sowohl bei Messungen an Bogen- wie an Funkenlinien 


AT AU; & 

== tt, (24a 

T pete? A) 
AT AP 1 

iemup Aaah i's -(aab : 
; P $43 (24b) ae 


Wenn aber Ionisierungsspannung und 
Druck fehlerhaft sind, verschiebt sich 4% 
nicht nur das Maximum, sondern die 
ganze Kurve «*[T, P]. Wollen wir den 
Fehler iiber die ganze Temperaturskala af 
verfolgen, so miissen wir die Rechnung 
auf einer breiteren Basis aufbauen. Dabei 
laBt sich gleichzeitig die Naherungsfor- 
mel (24) prazisieren. Die Fehler entstehen 
dadurch, daB einem fiir den Radius r ge- 0 fa 
messenen ¢*-Wert statt der richtigen 70000 %000 20000 Z5000K 
Temperatur T infolge Deformation der 7—- : 
Kurve eine Temperatur TAT zuge- Fig. 3. Zur Deutung der Funktion vu (2): 
ordnet wird. Der relative Fehler 4 7/T 

entspricht also der Temperaturanderung, die man erhalt, wenn man in e* [T, P, 
Uj) bei festgehaltenem Wert fiir «* einmal bei festgehaltenem Druck die Ioni- 
sierungsspannung U; um AU;, zum anderen bei festgehaltener Ionisierungs- 
spannung den Druck P um AP variiert. Berechnet man in dieser Weise den 
Fehler bei Messung an einer Bogenlinie, so ergibt sich 


G2 


eU; — 22 eU; 
ar 6 AU; kT Tr _ AU; kT 
SS a RRR TPES A 
ir 3 RT rT "2 
o"eU; 5 
erie 
ar AP 1 t—e AP 4 ; 
— "* - 205 5 eU, P Ups p>?) 
yy eee kT yee 
pe... ae 
4G; 3 
Bre 2 


Die beiden Funktionen y(T) lassen sich anschaulich deuten. Das sei fiir Py, (7) 
gezeigt. Zu dem Zweck ist in Fig. 3 


eu; es, 
kT 


eU; 8 
: Map hge 
RE + Z 


iiber T aufgetragen. Der Darstellung ist eine Messung an Ey zugrunde gelegt. Aus 
den allgemeinen Eigenschaften der Kurven ergibt sich, daB sich PU; (7) in der 
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Umgebung von T nur wenig Andert, stets positiv und kleiner als 1 ist. Fiir wesentlich 
tiefere Temperaturen wird PU; (T) kleiner. Das gleiche gilt fiir héhere Tempera- 


turen. Hier kann PU; (T) sogar durch Null hindurchgehen. Dann werden aber auch 


die Konzentrationen des neutralen Atoms so klein, daB die Grenze des fiir die 
Messung in Frage kommenden Temperaturbereichs bereits nahe erreicht sein diirfte. 
Es scheint zunachst, daB die Deutung der Funktion PU; (T) bis zu dieser Tempe- 


raturgrenze nur fiir Wasserstoff sinnvoll ist, weil bei Avacdérens Atomen das Auf- 
treten zweifach geladener Ionen die Voraussetzung fiir die Rechnung aufhebt. Doch 
lassen sich die an der Darstellung in Fig. 3 gewonnenen Resultate auch fiir héhere 
Temperaturen auf andere Atome iibertragen, weil c im Rahmen der Rechnung im 
wesentlichen nur als 1—c das Verschwinden der neutralen Atome miBt, c also 
beim Auftreten der nachsthdheren Ionisierungsstufen als Konzentration aller Ionen 
die gleiche Rolle spielt. Ganz analoge Uberlegungen lassen sich fiir pp(T) durch- 
fiihren. Wir diirfen also allgemein folgern, daB im ganzen fiir die Messung an 
Bogenlinien in Frage kommenden Temperaturbereich 


eu; 
AT}-, AU; PT a 
>: : 2 

A 7 Uj eu; Le - wag (26a) 
Fr ie e+ 

AT , AP 1 

T P eu; OF (26b) 
kT 2 


gilt. In ganz analoger Weise lassen sich beide Aussagen auch fiir Messungen an 
Funkenlinien beweisen. 


Hannover, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
Dezember 1950. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 343—364 (1951). 


Temperaturmessungen in der Siule eines 
Gerdien-Bogens*. 
Von 
RuDOLF WILHELM LARENZ, Hannover. 


Mit 11 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 27. Dezember 1950.) 


Nach einem in der vorstehenden Arbeit entwickelten Verfahren wird die Tem- 
peraturverteilung in der Saule eines GERDIEN-Bogens zwischen 55 und 500 Amp 
gemessen. Es ergeben sich in der Achse der Saule Temperaturen bis zu 34000° K. 
Es wird gezeigt, daB sich die von RIEWE und Rompe entwickelte Theorie der 
Warmeleitfahigkeit ionisierter Gase im Temperaturabfall des Bogens sowohl in 
bezug auf die GrdéBenordnung als auch auf den Temperaturgang des Warmeleit- 


vermégens bestatigt. 


$1. Problemstellung. 

GERDIEN und Lotz haben einen Bogen entwickelt, dessen Stabili- 
sierung dadurch erzwungen wird, daB die Saule ein wasseriiberspiiltes 
Diaphragma durchsetzt'. Durch diese Stabilisierung lassen sich in der 
Sdule extrem hohe Stromdichten erreichen. Fig. 1 zeigt einen Durch- 
schnitt durch die Diise und laBt erkennen, dab 
das Wasser aus dem Innern der Dise tangen- 
tial in den Diaphragmakanal einstrémt. Das 
abstro6mende Wasser deckt die Diisenoberflache 


Fig. 1. Die Diise des Fig. 2. Gerpien-Bogen. (Der Entladungskanal erscheint in 


GeERDIEN-Bogens Solarisation.) 


sowohl im Diaphragma wie auSen durch eine dunne Wasserhaut, die 
das Diisenmaterial vor dem unmittelbaren Angriff des heifen Bogen- 
plasmas schiitzt. Der Bogen brennt in einem beiderseits aus der Diise 
mit groBer Geschwindigkeit herausschieBenden Gasstrahl, der aus einem 
vollig dissoziierten Knallgasgemisch besteht. Die beiden Strahlen bilden 
bis zu 40 cm lange Flammen. Fig. 2 zeigt ein Bild des Bogens. 

* Vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft in 


der Britischen Zone in Miinster am 15. April 1950. 
1 GERDIEN, H., u. A. Lotz: Wiss. Verdff. Siemens-Werk 2, 489 (1922); 14, 
25 (1935). — Z. techn. Phys. 4, 157 (1923); 5, 515 (1924). 
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In der vorliegenden Arbeit soll die radiale Temperaturverteilung 
im GERDIEN-Bogen untersucht werden. Temperaturmessungen am 
GERDIEN-Bogen liegen bisher nicht vor. Doch zeigt schon das Spek- 
trum, daB im Inner des Gasstrahls, zumindest in der Nahe der 
Diise, das O I-Spektrum mit steigender Belastung véllig verschwindet 
und schlieBlich neben dem intensiven O II]-Spektrum auch O III-Linien 
deutlich sichtbar werden. Damit waren aber, wie schon eine Uber- 
schlagsrechnung zeigt, Temperaturen erreicht, die zwischen 30000 und 
40000° K_ legen. 

Fiir die Messung kann die in der vorstehenden Arbeit! entwickelte 
Methode fiir optisch diinne Bogensdulen herangezogen werden, die darauf 
basiert, daB der Emissionskoeffizient bei geniigend hohen Temperaturen 
einen Maximalwert durchlauft. Denn, wie bereits in der genannten 
Arbeit gesagt, erreicht die Wasserstoffemission unter den hier vor- 
liegenden Verhaltnissen bereits um 16000° K ihr Maximum und mit 
etwa 30000° K durchlauft auch die O Il-Emission ihren H6chstwert. 
AuBerdem laBt sich durch Messungen sicherstellen, daB die Absorption 
innerhalb des GERDIEN-Bogens in den Spektralbezirken, die fiir die 
Messung in Frage kommen, so gering ist, daB auch in dieser Hinsicht 
die Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Verfahrens gegeben ist. 

In §2 werden die experimentellen Grundlagen der Messung be- 
handelt, in §3 die speziellen theoretischen Grundlagen fiir die Aus- 
wertung entwickelt. In § 4 sollen die Resultate zusammengestellt und, 
soweit das bei dem vorliegenden Material schon méglich ist, gedeutet 
werden. 


§ 2. Die experimentellen Grundlagen fiir die Temperaturmessung. 
Den Ausgangspunkt bei dem in I beschriebenen spektralphoto- 
metrischen Verfahren bildet die Messung der relativen Strahldichte- 


verteilung senkrecht zur Saulenachse re t 
( 
Sprachgebrauch als Mitte-Rand-Variation bezeichnet wird. Es sind nun 


die Spektralbezirke festzulegen, die fiir diese Messung in Frage kommen. 
In der BALMER-Serie heben sich nur H,, H, und H, deutlich als Linien 
vom Kontinuum ab. Hinter H, flieBen die Linien in ein glattes Kon- 
tinuum zusammen, das sich stetig in das Seriengrenzkontinuum fortsetzt. 
Ks ist nicht zweckmaBig, die Temperaturmessung auf den Linienstrahl-. 
dichten von H,, H, oder H, aufzubauen, weil man bei der starken 
Verbreiterung die Linienstrahldichten nicht durch die Schwirzung bei 
breitem Spalt erfassen kann. AuBerdem ist zumindest fiir H, die Er- 
fillung der Transparenzbedingung nicht vollig sicherzustellen; ferner 


, dienach astrophysikalischem 


1 LARENZ, R. W.: Z. Physik 129, 327 (1951) (weiterhin mit I zitiert). 
+ Hinsichtlich der Bezeichnungsfragen sei auf I verwiesen. 
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sind H, und H, durch Sauerstofflinien gestért. Dagegen wird das 
BALMER-Grenzkontinuum in einem gréBeren Bereich um 2—3500 A 
herum nicht durch Linien iiberlagert. AuBerdem zeigt sich in dem 
ebenfalls schon kontinuierlichen Intensititsverlauf des BALMER-Spek- 
trums zwischen H, und H, eine stérungsfreie Liicke um A= 4020 A 
herum. Es wird deshalb die Mitte-Rand-Variation fiir die beiden 
angegebenen Wellenlingen zur Temperaturbestimmung herangezogen. 
Fir die Emission auf diesen beiden Wellenlingen liegt das Maxi- 
mum von e*[T] bei T=17000°K. Es wird sich aber ergeben, dab 
Messungen mit Hilfe dieser e*/7|-Funktionen nur bis etwa 26000°K 
durchzufithren sind. Traten bei sehr starken Belastungen des Bogens 
hdhere Temperaturen auf, so wurden der Messung die O II-Linien des 
Multiplets 3 4D — 3s 4P bei 4650 A zugrunde gelegt!, Der kontinuier- 
liche Untergrund war in diesem Bereich so schwach, daB er vernach- 
lassigt werden konnte. Fiir diese Linien durchlauft e* [7] das Maximum 
bei 31900° K und 1aBt Messungen bis etwa 40000° K zu. AuSerdem 
wurden aus Griinden, die erst spaéter besprochen werden kénnen, Mes- 
sungen im Kontinuum bei 4—5600 A gemacht. 


Zur Aufnahme der Mitte-Rand-Variation wurde die Saule des hori- 
zontal brennenden GERDIEN-Bogens auf den Spalt des Spektralapparates 
so abgebildet, daB der zur Messung vorgesehene Saulenquerschnitt den 
Spalt deckte. Gemessen wurde stets tiber einen Querschnitt 2mm 
auBerhalb des Diaphragmas. Um chromatische Fehler auszuschalten, 
wurde die abbildende Quarzlinse jeweils so justiert, daB der Bogen fiir 
den /-Bereich scharf auf den Spalt abgebildet wurde, in dem die Messung 
erfolgen sollte. Die Mitte-Rand-Variation lieB sich dann unter Bertick- 
sichtigung der linearen Verzerrung aus der Schwarzungsverteilung senk- 
recht zur #-Achse ermitteln. Die Intensitatsmarken wurden mit einer 
Quecksilberhéchstdrucklampe (HBO 500) gedruckt (Abstufung in tib- 
licher Weise durch sorgfaltig iiberpriifte Blendenschwachung). Wenn 
bei kleinerer Belastung des Bogens die Temperatur T nicht erreicht 
werden konnte, wurde stets auf der gleichen Platte auch das Spektrum 
des hochbelasteten Bogens aufgenommen und nach I § 2 zur Auswer- 
tung herangezogen. Die Reproduzierbarkeit der kurzen Belichtungszeiten 
wurde durch einen elektrischen VerschluB gewahrleistet. Derselbe be- 
stand aus einer vor dem Spektrographen angebrachten Blende mit 
zum Spalt parallelen Rand, welche mit dem Anker eines Relais verbunden 
war. Letzteres wurde durch einmalige Stromimpulse einstellbarer Zeit- 
dauer bestitigt, die in einer Thyratronschaltung erzeugt wurden. 


1 4Di1 —4P5, A= 4649,1 A und ‘Dy — 4Pr, 1=4650,9 A. Der Spalt wurde so 
breit gewahlt, daB die Schwarzung als Ma® fiir die Linienstrahldichte angesehen 
werden konnte. 
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Zum Betrieb des Bogens stand eine 500 V-Gleichspannungsleitung 
zur Verfiigung, aus der sich kurzfristig bis zu 500 Amp entnehmen 
lieBen. Gemessen wurde in einem Stromstiarkebe- 
reich von 55 bis 5|00Amp. Das Diaphragma hatte 
eine lichte Weite von 3,5 mm und eine Lange von 
4cm. Die Diise war aus keramischem Material 


amt | 

ast | 
ae. | 1 
Te 


Fig. 3. Spektren im Bat- 
MER-Gebiet bei Stromstar- 
ken zwischen 250 und 
500 Amp. 


hergestellt!. Die besondere Eignung keramischer 


Diisen beim Betrieb des wasserstabilisierten Bogens 
haben schon GERDIEN und Lotz hervorgehoben. 
Fig. 3 gibt einen Ausschnitt aus Spektren, die 


deutlich das 


bei Stromstarken zwischen 250 und 500 Amp auf- 
genommen worden sind. Man erkennt in der Mitte 
breite Intensitatsminimum 
Umgebung des durch die Bogenachse gehenden 
Beobachtungsstrahls, durch das sich die Wirkung 
der in I besprochenen Verarmungseffekte auf den 
Emissionskoeffizienten ¢ in der Mitte-Rand-Varia- 


in der 


tion dokumentiert. Deutlich ist auch das Hervortreten der O II-Linien 
in dem Bereich um die Achse zu erkennen. Fig. 4 zeigt als Beispiel die 


Fig. 4. 


Mitte-Rand-Variation im Kontinuum 4 
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3500 bis 4000 A. 


Mitte-Rand-Variation im BALMER-Kontinuum fiir 2 —3500 A fiir eine 
Reihe von Stromwerten zwischen 55 und 500 Amp. Fig. 5 gibt die 


der Diisen gedankt. 


Der Firma Stettner u. Co. sei fiir das groBe Entgegenkommen bei Anfe 


rtigung 
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Mitte-Rand-Variation fiir die O II-Linien 4 —4650 A fiir einige hdhere 
Stromstarken. Jede Kurve stellt einen Mittelwert aus je etwa 4 Mes- 
-sungen dar. 

Um fir die zur Messung herangezogenen Spektralbezirke die Trans- 
parenz der Bogensaule sicherzustellen, wurden die Strahldichten auf 
dem durch die Achse gehenden Beobachtungsstrahl durch Vergleich 
mit dem Kraterspektrum eines Reinstgraphitbogens gemessen und die 
optische Schichtdicke t, aus dem von H. BarTELs berechneten Dia- 
gramm nach der schon in I behandelten Methode abgeschiatzt. Es bedarf 
nur grober Schatzwerte der Achsentemperatur, die sich schon aus 


10 10 10 
98 as 08 
| as a6 06 
Ss pe btet au ae 
az az 02 
TEE ery ae ee Tae a ay NT ET, eT 
y-—- Tm Ye mm Oe ™mm 


Fig. 5. Mitte-Rand-Variation der O II-Linien 4650 A. 


den auftretenden Sauerstoffionisationsstufen ergeben, um zu erkennen, 
daB die optische Schichtdicke unterhalb von t,=10~? bleibt, daB also 
eine nennenswerte Absorption nicht stattfindet. 


$3. Die theoretischen Grundlagen fiir die Auswertung 
der gemessenen Mitte-Rand-V ariation. 


Da die allgemeinen Grundlagen des Auswerteverfahrens bereits in I 
eingehend behandelt wurden, kénnen wir uns hier darauf beschranken, 
die allgemeinen Aussagen den speziellen Gegebenheiten des vorliegenden 
Objekts anzupassen. Der Bogen brennt in einem Atomgas, in dem 
Wasserstoff- und Sauerstoffatome im Verhaltnis 2:1 beteiligt sind, 
brennt also entgegen der Annahme, die wir den Ansatzen in I zugrunde 
legten, in einem Gasgemisch. Um die jeweilige Anzahl neutraler bzw. 
ionisierter Atome zu berechnen, muB man also die Ansatze in I § 2 in 
der dort schon angedeuteten Form auf Gasgemische erweitern. Infolge 
einer zufalligen Wertekonstellation laBt sich diese Komplikation im 
vorliegenden Fall umgehen, solange die Konzentration der doppelt 
ionisierten Sauerstoffatome noch nicht merklich ins Gewicht fallt. Denn 
die Ionisierungsspannungen des neutralen Wasserstoff- und Sauerstoff- 
atoms unterscheiden sich nur um 0,5% (H: U;=13,56V; On U,= 
13,62 V). Ebenso stehen die Gewichte der Grundzustande fiir Ion und 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 23a 


348 RuDOLF WILHELM LARENZ: 


neutrales Atom bei beiden Atomarten in nahe dem gleichen Verhaltnis 
(H: £5 els Of Sas +). Der Fehlerdiskussion in I § 4 ist leicht 
9 F 


A 1 Oe 
VABl are eo) ‘Gab kein merklicher Fehler entsteht, wenn wir die 
Ionenkonzentration unter Zugrundelegen der Wasserstoffwerte wie in 
einem einheitlichen Gas berechnen und nachtraglich die Zahl der neu- 
tralen Atome und der Ionen im Verhaltnis 2:1 unter Wasserstoff und 
Sauerstoff aufteilen. Da die Konzentration der zweifach ionisierten 
Sauerstoffatome unter den hier gegebenen Verhaltnissen — Atmo- 
spharendruck — erst bei etwa 25000°K merklich wird, ist dies ver- 
einfachte Verfahren bis zu dieser Grenze statthaft. 

Es sind nun die Emissionskoeffizienten ¢, fiir die zur Messung 
herangezogenen Frequenzen kontinuierlicher Emission und e fiir die 
O-Linien bei A= 4650 A als Funktion von Temperatur und Druck zu 
berechnen. Dabei sollen die Zahlen der neutralen Atome, bzw. der 
einzelnen Ionenarten jeweils bezogen auf die Volumeinheit mit #,,, 
No DZW. My+, Nor UNd Mo++ und der Elektronen mit m, bezeichnet werden. 
Entsprechend sei bei der Bezeichnung der Zustandssummen # verfahren. 


Wir berechnen zunichst e, fiir A 4020 A. In diesem Fall baut sich 
é, aus drei Anteilen auf: Den ersten Anteil ¢,,, stellen die verschmierten 


Linien der BALMER-Serie; in dem zweiten Anteil e, ™ werden die End- 


kontinua des Wasserstoffatoms und die kontinuierlich-kontinuierliche 
Emission zusammengefaBt, soweit Wasserstoff an ihr beteiligt ist; der 
dritte Anteil €,, umfaBt die Endkontinua und die k.k.-Emission des 


Sauerstoffs. Da A=4020A zwischen den beiden Batmer-Linien H, 
und H, liegt, berechnen wir Evy» indem wir die Emission im Frequenz- 
bereich Ay zwischen den beiden Linien einer Linienemission zuordnen, 
bei der Ubergangswahrscheinlichkeit A, Gewicht g, und Anregungs- 
spannung U, aus den H, und H, zugeordneten Werten gemittelt werden, 
und diese ,,Linienemission’’ durch Division mit Av auf die Einheit 
der Frequenzskala beziehen. 
Es -wird dann 


A 4 — 
& = — — + Hy se AT hy. (1a) 


B 4a Ap wy 
Die Summe tiber die Beitraige der Wasserstoffendkontinua und des 
Wasserstoffanteils der k.k.-Emission erhalten wir, indem wir die Summe 
der entsprechenden Absorptionskoeffizienten mit der Ergiebigkeit 


1 Fir die Gewichte unter einfacher Modifikation dessen, was dort iiber den 
Einflu8 des Druckes gesagt wird. 


oS wate 
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multiplizieren. Die Summe dieser Absorptionskoeffizienten ist schon 


von UNSOLD? berechnet. Dabei sei nur der Anteil des Paschenkonti- 
nuums gesondert beriicksichtigt und der Rest der Summe — wie bei 
UNsOLD unter Einbeziehung der k.k.-Absorption -~ durch ein Integral 
ersetzt. Dann ergibt sich fiir den zweiten Anteil 


64204 m e1° 2 


&. = -— “Ny + — xX 
K 3/3 ca8ya tH 
: : ; 1b 
eU; 1 25; ppoe. ¢ 1 | hy hy ( ) 
— on ae —eae 9° — 
tn wed :* Soar ASS a eee AT 
xe aa — run € 2 e 


Auch den dritten Anteil berechnen wir, indem wir den Absorptions- 
koeffizienten des Kontinuums mit der Ergiebigkeit multiplizieren. Bei 
nicht wasserstoffahnlichen Spektren laBt sich dieser Absorptions- 
koeffizient allerdings nur in roher Naherung fassen: Man setzt nach 
UnsOLD? als ,,Absorptionskoeffizient je Ion und Elektron‘‘ im Kon- 
tinuum eines teilweise ionisierten Atomgases 


hv 


160% 28 Z* 1 1 Ps 7 
3/3 chr (2 m) (kT)? 


‘= 3 
Dabei sei fiir Z unter Verzicht auf effektive Ladungszahlen die Ladungs- 
zahl des Ions gesetzt. Bei der Berechnung des Beitrags, den der Sauer- 
stoff zur kontinuierlichen Emission liefert, soll auch der Anteil bertick- 
sichtigt werden, den die zweifach geladenen Ionen zum Absorptions- 
koeffizienten beisteuern. Dieser Anteil wird zwar erst bei sehr hohen 
Temperaturen wirksam, gewinnt aber dadurch Bedeutung, daB er durch 
die Form, in der er sich auswirkt, den Temperaturbereich begrenzt, 
in dem die e*{7|-Funktionen fiir das Kontinuum zur Temperatur- 
messung herangezogen werden kénnen. So wird denn endgiiltig 


hv he 
x? && + DR a a 
—_ aes é ava Lao kT (no+ + 4no++) t biting PO 
3 $48 (kT)! 
3/3 ch(2am)? * (kT) (1c) 
32 2? e& 1 


= — = —_, - (nor + 400) - 1, Tt. 


3 
2 


(kT)? 


Der Sauerstoffanteil wird also, wie schon UNSOLD bei dieser Form der 
Naherung festgestellt hat, unabhangig von der Frequenz. 


1 Uns6ip, A.: Physik der Sternatmospharen, S. 118, Formel 34,9 bis 34,12. 
Berlin 1938. 

_2 Uns6ip, A.: Ann. Phys. 33, 607 (1938). 

+ Der Ausdruck entspricht véllig einer von H. MAEcKER [Z. Physik 114, 500 
(1939)] aus den Unséipschen Ansatzen abgeleiteten Forme! fiir den Absorptions- 
koeffizienten in einem teilweise einfach ionisierten Gas, wenn man dort statt des 
Elektronendrucks die auf die Volumeinheit bezogene Zahl der Ionen und Elek- 
tronen einfihrt. 
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Es sind nun weiterhin my, %o+, %o++ und », als Funktion von Tem- 
peratur und Druck zu berechnen. Wir fiihren diese Rechnung fiir zwei 
verschiedene Naherungen durch, indem wir einmal die Annahme machen, 
daB 4no+ gegen my+-+no+ vernachlassigt werden darf, und indem wir 
zum anderen annehmen, daB my +, klein ist gegen y+ +-Mo+ Mor. 
Die Temperaturbereiche, in denen die beiden Naherungen eine aus- 
reichende Darstellung gewdhrleisten, iiberlappen sich bei P=1 Atm. 
zwischen 20000 und 25000° K so weitgehend, daB sich weitere Rech- 
nungen eriibrigen. 

Im Rahmen der ersten Naherung diirfen wir von der Vereinfachung 
Gebrauch machen, die sich, wie am Eingang dieses Paragraphen be- 
griindet wurde, aus den geringen Unterschieden von Ionisierungsspan- 
nung und Gewichtsverhaltnis bei Wasserstoff und Sauerstoff ergibt. 
Damit ist die Rechnung sehr schnell erledigt. Es treten bei dieser 
Naherung in (1) nur #y und m+: , auf. 

Nach I (7) ist 


2 P—2P, 7 
4. Ata (2) 
AuBerdem wird 
ot i 8S BY 
hot: %, = 7% = 3 \ar\ : (3) 
jeweils nach I (10) mit 
eae 
P=F,|| oe i}, (4a) 
wo in 
j eU, 
F,= Se 2 (eT -e OF (4b) 


fiir g,/gof und U; mit ausreichender Naherung die Wasserstoffwerte 
eingesetzt werden diirfen. 

Im Bereich der zweiten Naherung treten auBer », die GréBen m4, 
und %o+ + 4%o++ auf. Wie bei der ersten Naherung driicken wie sie auch 
hier durch P, P. und T aus und leiten die Gleichung ab, aus der sich 
P, als Funktion von P und T bestimmt. Zuniachst ergibt sich aus der 
SAHA-Gleichung fiir Wasserstoff 

eu; 
n ! 
Ht » (22a m)3 { ake 
NY Ts am) Nt (5) 
ganz allgemein 
i _2 P-P, P, 
ee al aie (6) 


i- — 


My = (My ++ Myr) - 
e 


+ In diesem Naherungsbereich diirfen die Zustandssummen durch die Gewichte 
der Grundzustande ersetzt werden. Dagegen wurden im zweiten Naherungsbereich 
die untersten Glieder der Zustandssummen mitberiicksichtigt. 
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Ist, wie hier gefordert wird, %4<my+, so wird also im Rahmen der 


a 


zweiten Naherung 
a Batbee CR: 
hy = a | 
Se ates (7) (7) 
Fir die Berechnung von o+-+-4%o.+ schreiben wir zunichst 


‘ ; Nor 
Nor + 4No++ = (Mor + Nor+) (4- -3 : 
; Nor Nort 


Im Rahmen unserer Naherung ist 
Pup 
RT — = 3 (2o+ 5 Ieor+) > (8) 
wird also 
1.2 
3 


: Es Not 
No+ = 42ov+ = — © 


z qe ee 
Bs Nor + Nott 


Aus der SAHA-Gleichung fiir die doppelt geladenen Sauerstoffionen 


eu; 
Nott (21m)? 2Uo++ = as 
oP = SER AO eT)-e FT = F(T) 
Not 1 ot 
folgt 
Nor 4 
No+ + Nor . Fo+ (9) 
1 oes 
te P, 
Damit ergibt sich 
1+4 For 
1 P—P em 
Nor + 4No++ os 3 . kh T * Fos 5 (10) 
1 = 
1 


Die Gleichung, aus der sich der Elektronendruck bestimmt, bekommt 
man, wenn man in 


LO ae a te oe (no+ + Nor) 4 =o 
oo ——— a = eR ae ; 
RT H+ 1 Not 7 Oo O ) SOAS Re 
n ° . . 
(19+ +Mo++) aus (8) und re o aus (9) substituiert. Es wird dann 
orc “7ost 
Da 
or 
pe P 3+ 4 P 4) 
an i 7 Fos’ 
bie ghey 


Die Gl. (14) ist eine quadratische Gleichung, deren Lésung den Elek- 
tronendruck als Funktion von P und £>+ und damit der Temperatur 
darstellt. Man erkennt aus (11) schon unmittelbar ohne Rechnung, 
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daB P, in dem ganzen Bereich, in dem unsere Naherung sinnvoll ist 
nur wenig von J abhangt. Denn es ist stets 


P P 8 
sine 2 
sy Rg (12) 
Die Lésung der Gl. (141) wird in guter Naherung durch 

Fo+ 
pr ere P 

ae aa pane (15) 
at # P 


wiedergegeben. Eine nahere Untersuchung zeigt, daB der Fehler dieser 
Naherung auch im ungiinstigsten Fall nur einige °/), betragt. Wir haben 
nun P, in (7) und (10) einzusetzen. In (7) hat (P —P) P, fir P.=P/2 
ein Maximum, ist also in der Umgebung von P.= P/2 gegen Ande- 
rungen von P. sehr unempfindlich. Wir diirfen hier mit ausreichender 
Genauigkeit 


1 Yo 
Soe Sy kT Fy(T) (14) 
setzen. In (10) wird mit (11) 
1+ 9° 
—, P, 
P—P.=}3P.: eo (15) 
8) 7 ~ 
€ 
also 
Fo: 
P ee; 
Nor + 4tor+ = le =" 
AT Fo: 
F. 
Einsetzen von (13) gibt schlieBlich 
$ .'S4 Xs 5 TI 
P eat . + 56 (5 
Nor - tort = —-* . = nee: i 
oO 4 ito AT Fe For} . (16) 
iS + 90 +. of 
rl P 8 ( P 


Die endgiiltige Formel fiir ¢ ergibt sich, wenn man im Bereich der 
ersten Naherung (2) und (3) mit (4), im Bereich der zweiten Naherung 
(13), (14) und (16) in die drei e-Anteile (1a), (1b) und (1c) einsetzt. 
Auf eine explizite Formulierung von ¢ als Funktion der Temperatur 
und des Druckes verzichten wir. Die Berechnung gestaltet sich am ein- 
fachsten, wenn man die einzelnen Ausdriicke fiir sich numerisch be- 
rechnet. Aus dem Resultat dieser Rechnung ergibt sich dann durch 
passende Normierung die Funktion e*{T, P} fiir 2 = 4020 A. 
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Die _Berechnung von ¢,[T,P) fiir A=3500A und 5600A bringt 
kleine Anderungen mit sich. Im ersten Fall ist der Beitrag der ver- 
-schmierten BALMER-Linien zu ersetzen durch den Anteil des BALMER- 
Kontinuums 
é Oe 1° U; igi 
GAatt m eld - gf (v) «my 2 ue aT, 1 ot, iat, 2h wv ar 
3)3chey 1H 8 ot 
Der neuauftretende Faktor g* ist der wellenmechanische Korrektur- 
faktor zur KRAMERSschen Formel des Absorptionskoeffizienten nach 
A. W. Mave!. Im zweiten Fall (5600 A) fallt der BarmEr-Anteil fort. 
Dafiir mu8 in dem bisher nur eine Korrektur darstellenden Beitrag der 
hdéheren Wasserstoffkontinua neben dem Paschenkontinuum (mit g*- 
Faktor) auch das BRACKETT-Kontinuum gesondert berechnet werden, 
wahrend beziiglich der weiteren H-Kontinua die Summation wieder 
durch ein Integral ersetzt werden kann. 
Fir die Emission der O II-Linien ist die Berechnung von e[T, P} 
wesentlich einfacher. Fassen wir alle Faktoren, die bei der Bildung 
von «e* fortfallen, in eine Konstante C zusammen, so ist 


eu, 
gS Cehges— +e OT, (17) 
“oe 
Aus (9), (8) und (15) ergibt sich 
Aes 1 

ot = >" aA 
6-+- 7 — 
; Ue 


é 


Fiihren wir hier P, nach (13) ein, so wird endgiiltig 


Or 
ea 
ie Pod 
— . - = 18 
No EE Foe rae 5 + ( ) 
18 +90 > + 98(—5 


aus (17) und (18) ergibt sich e[7T,P}?. Bei der Bildung von e* fallt 
dann C heraus. Der Verlauf von «*{T,P] fiir die O I1-Linien 4650 A 
ist bereits in I gezeigt worden zusammen mit dem Temperaturgang von 
e*[T, P] fiir die Sauerstofflinien O I— 6046 A, O III — 3341 A. 

Fig. 6 gibt die Kurve e*{T, P] fiir den kontinuierlichen Emissions- 
koeffizienten bei 23500 A. Durch diese Kurve mit dem Maximum 


1 Mave, A. W.: Ann. Phys. 13, 1614 (1932). 
3500 A: g¥ = 0,89; 5600 A: g*¥ = 0,95. 


Fiir die héheren Wasserstoffkontinua ist im betrachteten Spektralgebiet gr 1. 


2 In gréBerem Abstand vom Maximum muB8 bei Berechnung von vo+ auch 
die vorhergehende bzw. tibernachste Ionisationsstufe beriicksichtigt werden. 
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bei T—17000° K sollen den gemessenen ¢(r)-Werten Temperaturen 
zugeordnet werden. Dabei begrenzt der eigentiimliche Verlauf des 
Kurvenabfalls den Bereich von e*{/7T,P], in dem Temperaturen an 
dieser Kurve gemessen werden kénnen, nach oben mit T = 26000° K. 
Zu dieser Begrenzung zwingen zwei Griinde: Es ist zunachst ohne 
weiteres evident, daB sich Fehler in den gemessenen ¢*(r)-Werten bei 
der Temperaturzuordnung um so starker auswirken, je flacher e*[T] 
verlauft. Fiir T > 26000° ist eine sichere Zuordnung von Temperaturen 
zu e*(r)-Werten schon aus diesem Grunde nicht gewahrleistet. Diese 
Unsicherheit wird aber noch aus einem anderen Grunde erhéht. Um 

das zu zeigen, ist in Fig. 6 e* {T, P} 


ae in den Wasserstoffanteil 

sii eH _ &p +&x 

06) é é 

Pe und den Sauerstoffanteil ¢o/é zer- 
; ; legt. Man erkennt, daB beide An- 

ep ge Mee teile bis wesentlich iiber das Maxi- 

i ee RE — in e e 

pie ; ; == mum hinaus in nahezu konstantem 

10 75 = 20 ~s 80 85 4070" Werhaltnis zueinander stehen, daB 
—_— ° — . . 

; . ae ; X dann aber der Sauerstoffanteil in 

Fig. 6. e*[T,P] fiir das Kontinuum bei A=3500A 7 ‘ 

mit Aufteilung in Wasserstoff- und Sauerstoffantei. Gem Temperaturbereich, in wel- 


chem Sauerstoff schon zum erheb- 
lichen Teil zweifach ionisiert ist, im Gegensatz zum monotonen Abfall der 
Wasserstoffkurve ein zweites Maximum durchlauft. Eben dieses Maximum 
ist es, das sich bei Uberlagerung im Abfall der Kurve als Stufe mit nahezu 
horizontaler Tangente abzeichnet. Diese Verhaltnisse gewinnen deshalb 
Bedeutung, weil bei Berechnung des Sauerstoffanteils eine grobe Nahe- 
rung benutzt wurde, durch die der relative Temperaturgang der Emission 
sicher wesentlich besser wiedergegeben wird, als der Absolutwert. So- 
lange der relative Temperaturgang bei beiden Anteilen nahezu der 
gleiche ist, wie im unteren Temperaturbereich der e*-Kurve, spielt ein 
Fehler im Absolutwert der einzelnen Anteile keine Rolle. Wenn aber, 
wie im oberen Temperaturabschnitt, der relative Temperaturgang bei 
den beiden Teilkurven sehr verschieden wird, gehen die Absolutwerte 
der beiden Anteile in ihrem Verhaltnis zueinander wesentlich in den 
Kurvenverlauf ein, fallt also die Unsicherheit der fiir die kontinuierliche 
Sauerstoffemission benutzten Naherung voll ins Gewicht. Der flache 
Verlauf erhdht die Auswirkung der Unsicherheit auf die Zuordnung 
zwischen e*(r) und T ganz erheblich. Also auch aus diesem Grunde 
kann die Kurve zu Temperaturmessungen nur in dem Bereich heran- 
gezogen werden, in dem die zweifache Ionisation von Sauerstoff noch 
keine Rolle spielt, d. h. nur etwa bis 26000° K. 
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Die e* [T, P]-Kurve fiir A = 4020 A unterscheidet sich von der Kurve 
in Fig. 6 nur so wenig, daB wir auf ihre Reproduktion verzichten kénnen. 
Merklich anders aber liegen die Verhiltnisse bei e* [T, P] fiir 2 = 5600 A. 
Auch Fig. 7 gibt wie Fig. 6 getrennt die Anteile der beiden Gaskom- 
ponenten. Hier entfallt aber der Beitrag des Batmer-Kontinuums: 
deshalb verschiebt sich, wie auch ein Vergleich von Fig. 7 mit Fig. 6 
sofort deutlich macht, die Verteilung der Emission zugunsten von 
Sauerstoff. Das auBert sich in der Gesamtkurve insbesondere darin, 
da8 die ,,Treppenstufe’ im Kurvenabfall noch ausgepragter wird und 
noch hoheren e*-Werten zugeordnet ist. Wenn unsere theoretischen 
Rechengrundlagen ein hinrei- 
chend richtiges Bild geben, miis- 
sen sich diese durch das Auf- 
treten der O**-Ionen bedingten | a6 
Charakteristika auch im Ver- 
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_ Fig. 7. e*({T,P] fiir das Kontinuum bei A=5600 A mit 
BALMER-Seriengrenze nach A= Aufteilung in Wasserstoff- und Sauerstoffanteil. 


5600 A ergab, la8t sich an der 

Ertahrung priifen und gibt die Méglichkeit, die Berechtigung der fiir die 
Sauerstoffemission benutzten Naherung durch eine Absolutmessung der 
Strahldichte wenigstens grob zu iiberpriifen, denn nach der Rechnung 
hat man bei 4=5600A einen auf die Sauerstoffemission entfallenden 
Strahldichteanteil von etwa 40% zu erwarten. 


§ 4. Die Ergebnisse der Messung und deren Diskussion. 


Den nach den Rechnungen des vorhergehenden Paragraphen vor- 
liegenden e*{7,P]-Kurven seien nun die radialen Verteilungen des 
Emissionskoeffizienten e* (vr) gegeniibergestellt, wie sie sich durch Aus- 
wertung der Integralgleichung [I, (4a)] aus der gemessenen Mitte-Rand- 
Variation ergeben!. Fig. 8 zeigt e*(r) fiir das BALMER-Kontinuum bei 
Stromstirken zwischen 55 und 500 Amp. Fig. 9 gibt die e*(7)-Kurven 
fiir die O II-Linien 2 = 4650 A zwischen 400 und 500 Amp. Die Kurven 
zeigen zunachst, daB in beiden Fallen, wie erwartet, die den jeweiligen 
Maxima zugeordneten Temperaturen T iiberschritten werden. Es fallt 
weiter auf, daB die e*(r)-Werte fiir Wasserstoff in der Umgebung der 
Achse fiir Stromstarken gréBer als 250 Amp in einem mit der Strom- 
starke wachsenden Bereich praktisch konstant und unabhangig von der 


1 Uber die formale Lésung der Integralgleichung siehe Anhang zu dieser Arbeit. 
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Stromstirke werden. Da8 aus diesem Verhalten nicht geschlossen 
werden darf, daB die Temperatur im Achsenbereich der Saule konstant 
wird und nicht mehr von der Stromstarke abhangt, ergibt sich sofort 
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Fig. 8. e*(r)-Kurven fiir das Kontinuum 4=3500 bis 4000 A. 


aus dem Vergleich mit den e*(7)-Kurven fiir die O II-Linien, die im 
gleichen Bereich eindeutig ein Ansteigen der Temperatur anzeigen. Das 
Verhalten der an Wasserstoff gemessenen Kurven entspricht vielmehr 
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Fig. 9. e*(r)-Kurven fiir die O II-Linien 4650 A. 


durchaus dem Bild, das die errechneten e*(T, P}-Kurven erwarten 
lassen: In der Konstanz der e*(r)-Werte zeichnet sich die Treppenstufe 
ab, die in den e*{7T,P]-Kurven durch das Auftreten der O II-Ionen 
bedingt ist. Diese Deutung findet eine Bestaitigung in der GréBe des 
konstanten e*(r)-Wertes, wie ihn die Messung ergab. Sie stimmt mit 
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0,3 gut mit dem Wert iiberein, um den herum die ¢*-Werte auf der 
,,Stufe“ der berechneten e*[T, P]-Kurven liegen. Zur weiteren Siche- 
rung dieser Deutung dienten die schon oben erwahnten Messungen im 
Kontinuum bei A=5600 A, wo sich die Verhiiltnisse durch starkere 
_ Beteiligung der Sauerstoffemission merklich verschieben. Auch hier 
zeigte sich die Konstanz der e*(r)-Werte; auch hier fand sich aus- 
reichende Ubereinstimmung zwischen dem gemessenen konstanten Wert 
é* (0) =0,4 und dem fiir die ,,Stufe‘‘ berechneten Wert e* [T, Pia 045. 
Diese Argumentation zur Deutung der Konstanz setzt aber immer noch 
voraus, daB die ,,Stufe“ in der berechneten e*{T, P|-Kurve reell ist, 
daB also der Sauerstoffanteil durch die UNsétpsche Naherung richtig 
erfaBt wird. Um dies zu priifen, wurde die StrahldichteJ, bei A =5600A 
fiir mehrere Stromstarken absolut gemessen und andererseits aus der 
gemessenen Temperaturverteilung berechnet. Die Differenzen zwischen 
den MeBergebnissen und der Rechnung zeigten keine systematische 
Abweichung und entsprachen den Fehlern, die bei Absolutmessungen 
zu erwarten waren. Das Resultat zeigt, daB der Sauerstoffanteil des 
Kontinuums mit der Unsérpschen Naherung im wesentlichen richtig 
erfaBt wird, daB wir also die Konstanz der achsennahen e* (v)-Werte 
bei den Messungen am Kontinuum aus der ,,Stufe‘‘ im Verlauf der 
e*{T,P|-Kurven deuten kénnen. Damit fallt bei den Messungen im 
Kontinuum der Achsenbereich, in dem e* (rv) konstant wird, aus Griinden, 
die bereits in §3 auseinandergesetzt wurden, fiir die Messungen aus. 
In diesem Bereich miissen die Messungen an den O II-Linien A =4650A 
fortgesetzt werden. Den Linien ist das Kontinuum unterlagert. In der 
Umgebung von r=0 hat das Kontinuum auf den relativen Verlauf 
von e*(rv) keinen merklichen EinfluB. Wdahrend aber der Emissions- 
koeffizient der O II-Linien mit wachsendem 7 kleiner wird, steigt «¢ fiir 
das Kontinuum bis zu einem Maximum. Dadurch wird die Stérung 
mit wachsendem 7 schlieBlich so groB, daB sich das Maximum auch in 
der Mitte-Rand-Variation und im Verlauf der ¢* (r)-Kurve fiir die O I- 
Linien abzeichnet. Die Stérung durch das unterlagerte Kontinuum 
begrenzt deshalb die Messung an den O II-Kurven nach unten hin etwa 
bei e* (7) =0,4. 

Wie aus den e*(v)-Kurven der radiale Temperaturverlauf zu ge- 
winnen ist, bedarf nun keiner naheren Erlauterung mehr. Es ist einfach 
durch Ordinatenvergleich in den e*(r)- und e*[T,P]|-Kurven jeweils 
radialer Abstand und Temperatur einander zuzuordnen. Fig. 10 zeigt 
den nach diesem Verfahren gewonnenen radialen Temperaturverlauf 
im GERDIEN-Bogen fiir Stromstarken zwischen 55 und 500 Amp. Die 
in der Figur markierten Punkte entsprechen den beiden Normtem- 
peraturen, T —17000° K fiir die Messungen im Wasserstoffkontinuum 
und T=31900°K fiir die Messungen an den O II-Linien. Die am 
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Wasserstoff gemessenen Kurven brechen aus den mehrfach diskutierten 
Griinden bei 26000° K ab. Fig. 11 gibt die Temperatur in der Saulen- 
achse in Abhangigkeit von der Stromstarke wieder. 


Soweit die allgemeinen Voraussetzungen fiir die MeBmethode gegeben 
sind, ist die Genauigkeit der Messung im wesentlichen aus der Streuung 
der Mitte-Rand-Variation zu beurteilen, die sich aus Aufnahmen bei 
gleicher Stromstarke ergab. Fehler, die bei der Auswertung entstehen 
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Fig. 10. Radiale Temperaturverteilung im Grrpren-Bogen, 


oder sich aus einer Emmiedrigung der Ionisierungsspannung ergeben 
kénnten, spielen demgegentiber keine merkliche Rolle. Unter diesem 
Gesichtspunkt ergibt sich fiir die Temperatur zwischen 12000 und 
34000° K ziemlich gleichmaBig ein méglicher Fehler von etwa 5%. 
Da schon in § 2 nachgewiesen wurde, daB die Absorption in den zur 
Messung herangezogenen Spektralbezirken vernachlassigt werden kann, 
bedarf es nur noch in bezug auf die Erfiillung der zweiten Forderung 
der Diskussion, ob drtliches Temperaturgleichgewicht in ausreichender 
Naherung vorliegt. Um eine brauchbare Diskussionsgrundlage zu 
schaffen, halten wir zunachst an der Fiktion eines drtlichen Temperatur- 
gleichgewichts fest. Es ist dann bei gegebenem Druck die drtliche Ver- 
teilung der einzelnen Energietrager — z.B. bestimmter Ionen oder be- 
stimmter angeregter Zustiinde — durch den Temperaturabfall festgelegt. 
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Sie variiert fiir jeden Energietrager um so starker, je gréBer der Tem- 
peraturgradient ist, und kann fiir Energietrager verschiedener Art sehr 
verschieden sein. Eine solche Verteilung ist eine Fiktion, die in Strenge 
nie realisiert wird. Wir bekommen aber ein iibersichtliches Bild der 
sich tatsachlich einstellenden Verteilung, wenn wir sie durch ihre Ab- 
weichungen von einem strengen 6rtlichen Temperaturgleichgewicht 
beschreiben. Dabei diirfen wir uns im Rahmen dieser Untersuchung 
auf qualitative Betrachtungen beschriinken. Merkliche Abweichungen 
gegen ein Ortliches Temperaturgleichgewicht kénnen in einem statio- 
naéren Bogen bei Atmospharendruck nur dadurch entstehen, daB be- 
stimmte Energietrager im Bogen diffundieren und dadurch die drtliche 
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Fig. 11. Achsentemperatur in Abhangigkeit von der Stromstarke. 


Verteilung der Energietrager so verschieben, daB sie nicht mehr fiir 
alle Energietrager durch eine einheitliche Temperatur dargestellt werden 
kann. Diese Diffusion wird um so mehr Einflu8 gewinnen, je groBer 
-im Bogen das Konzentrationsgefalle der einzelnen Energietrager ist. Es 
ist also zu diskutieren, wie sich diese Abweichungen gegen ein Ortliches 
Temperaturgleichgewicht in den Messungen auswirken. Aus den e*|T, P]- 
Kurven und einer fiktiven Temperaturverteilung 7/(v) lassen sich fiir 
die Emissionstrager, an deren Emission die Temperatur gemessen wird, 
die e* (y)-Kurven konstruieren, die diesem Temperaturabfall entsprechen 
wiirden. Sie geben im wesentlichen die relative drtliche Verteilung der 
emittierenden Trager und zeigen natiirlich den gleichen Typus wie die 
gemessenen ¢*(r)-Kurven. Wir wollen annehmen, da die Achsen- 
temperatur der Sadule so groB sei, daB sich das Maximum der e* (r)- 
Kurven schon merklich von der Achse abgesetzt hat. Die St6rung durch 
die Diffusion 1a8t sich dann in ihren qualitativen Auswirkungen leicht 
_ beschreiben: Die Lage des Maximums wird nicht merklich verschoben, 
wohl aber wird der Abfall zu beiden Seiten flacher. Normieren wir 
wieder so, daB das Maximum =1 wird, so liegt die durch Diffusion 
- verzerrte Kurve iiber der Ausgangskurve. Aus dem Vergleich zwischen 
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den beiden ¢*(7)-Kurven und der ¢*{7,P]-Kurve erkennt man: Fir 
y~7 messen wir gegeniiber der fiktiven Temperatur zu groBe, fir 7<7 
zu kleine Werte. 

Vergleicht man die Messungen an O II mit den Messungen an Wasser- 
stoff, so scheint in der Tat, daB Abweichungen dieser Art bei den Mes- 
sungen vorliegen. Die beiden Messungen schlieBen sich der Gré8e nach 
im Ubergangsgebiet befriedigend aneinander an. Es ist aber unver- 
kennbar, daB der an OII gemessene Temperaturabfall wesentlich 
flacher verlauft als der an Wasserstoff gemessene und deshalb mit 
héheren Temperaturen (ry >7!) in den an Wasserstoff gemessenen 
Bereich (y<7!) hineingreift. Korrigieren wir im Sinne des oben ver- 
folgten Gedankenganges die gemessenen Temperaturverteilungen auf 
eine fiktive Verteilung mit 6rtlichem Temperaturgleichgewicht, aus der 
sich die Abweichungen durch Diffusionsst6rungen ergeben, so wirden 
wir in dem Temperaturbereich. zwischen 20000 und 28000° K zu einen 
Verlauf kommen, wie er fiir 500 Amp in Fig.10 punktiert angedeutet 
ist. Natiirlich soll die punktierte Kurve keine quantitativ zu wertende 
Korrektion geben, sie soll nur zeigen, daB auch die korrigierte Kurve 
den allgemeinen Charakter des Temperaturverlaufs zu beiden Seiten 
der AnschluBstelle nicht entscheidend andern kann. 

Eine eingehende quantitative Analyse der Kurven sei einstweilen 
zuriickgestellt. Hier sei zunachst nur diskutiert, inwieweit die gemes- 
senen Temperaturverteilungen der Theorie entsprechen, die RIEWE und 
Rompe fiir die Warmeleitfahigkeit ionisierter Gase entwickelt haben?. 
RIEWE und Rompe zeigen, daf die Warmeleitfahigkeit o infolge der 
Energie, die im Temperaturgefalle durch die Ionen transportiert wird, 
bei Einsetzen der lonisation weit iiber den ,,klassischen“’ Wert ansteigt 
bis zu einem Maximum bei der Temperatur, fiir die dc/d T+ den gr6éBten 
Wert hat. Ftir héhere Temperaturen sinkt o wieder ab, bis das Auf- 
treten zweifach ionisierter Atome aus gleichem Grunde ein erneutes 
Anwachsen bedingt. Bei Wasserstoff von Atmospharendruck beginnt 
nach Rechnungen von RiEwre und Rompe die Zunahme der Warmeleit- 
fahigkeit etwa bei 10000° K; bei 15 500° K durchliuft « mit dem 15fachen 
Wert des ,,klassischen’’ Warmeleitvermégens ein Maximum, um dann 
bis 20000° wieder auf die GréBenordnung des ,,klassischen‘‘ Leitver- 
mogens zu fallen. Im vorliegenden Fall haben wir es mit einem Gas- 
gemisch aus zwei Teilen Wasserstoff- und einem Teil Sauerstoffatomen 
zu tun. Da die lonisierungsspannungen der neutralen Atome praktisch 
gleich sind, haben wir fiir das Wiarmeleitvermégen, soweit nur einfach 
ionisierte Atome auftreten, den gleichen Temperaturgang zu erwarten, 


, i 


den RrEwrE und Rompe an reinem Wasserstoff berechnen. Die Absolut-_ 


1 Rizwe, K. H., u. R. Rompe: Z. Physik 105, 478 (1937). 
t+ ¢ = Ionenkonzentration. 
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_ werte werden zwar durch die Sauerstoffbeimengung verkleinert, jeden- 


~~ 


falls aber nicht in ihrer GréBenordnung gedndert. Es scheint somit 
nicht sinnvoll, an den von RrEWE und Rompe errechneten Werten eine 
entsprechende Korrektur anzubringen, denn die Vereinfachungen, die 
der Rechnung zugrunde liegen, lassen, wie schon RIEWE und Rompe 
bemerken, fiir o schon an sich nicht viel mehr erwarten, als die richtige 
Wiedergabe der GréBenordnung und des Temperaturgangs. Wir werden 


_ also bis T= 25000° K zum Vergleich das von RIEWE und RompE er- 


_ rechnete Warmeleitvermégen fiir reinen Wasserstoff heranziehen. Bei 


etwa 30000° K miiBte sich nach der Theorie im Temperaturgang des 


_ Warmeleitvermégens ein zweites Maximum infolge der zweiten Ioni- 


sierung des Sauerstoffs ausbilden. Es ist auf jeden Fall zu erwarten, daB 
dieses zweite Maximum wesentlich kleiner wird als das erste. 


Wir haben nun zu priifen, inwieweit die Messungen diesen theo- 
retischen Erwartungen entsprechen. Die Temperaturabhangigkeit des 
Temperaturgradienten im radialen Temperaturverlauf gibt nicht un- 
mittelbar ein Bild vom Temperaturgang der Warmeleitfahigkeit, weil 
die je Flacheneinheit und Zeiteinheit radial transportierte Warmemenge 
ebenfalls vom Radius abhangt. Es ist aber die Variabilitat des Warme- 
leitvermogens nach der Theorie von RIEWE und Rompe so groB, daB sie 
sich zumindest qualitativ im Temperaturverlauf abzeichnen miiBte. 
Tig. 10 zeigt, daB die Achsentemperatur bei 100 Amp etwa dem Maxi- 
mum der Warmeleitfahigkeit entspricht. Bei 150 Amp ist die Achsen- 
temperatur auf 20000° K gestiegen, sollte also nach der Theorie das 
Warmeleitvermégen in der Achse um etwa eine GroBenordnung kleiner 
geworden sein und mit wachsender Achsenentfernung zunehmen, bis 
bei 15500° K der maximale Wert erreicht wird. Diesen theoretischen 
Vermutungen entspricht durchaus die auffallige Veranderung, die sich 
beim Ubergang von 100 auf 150 Amp in den gemessenen Kurven ab- 
zeichnet. Bei 100 Amp ist der Temperaturgradient in einem weiten 
Bereich um die Achse nur klein. Er nimmt mit wachsendem Radius 
monoton zu, wie es bei wachsender WarmefluBdichte und abnehmendem 
Warmeleitvermégen zu erwarten ist. Bei 150 Amp zeigt die Temperatur 
in unmittelbarer Nahe der Achse einen Abfall, der nur zu einem kleinen 
Teil durch die vergréBerte Leistungsaufnahme bzw. die Zunahme der 
WarmefluBdichte bedingt sein kann, vielmehr dokumentiert sich hier 
das oberhalb 15500° K abgesunkene Warmeleitvermégen. Es zeigt sich 
nun aber auch, daB die Warmeleitfahigkeit mit fallender Temperatur 
groBer wird; denn im Gegensatz zur 100 Amp-Kurve wird der Gradient 
im weiteren Verlauf der 150 Amp-Kurve wieder kleiner und durchlauft 
in einem Wendepunkt des Temperaturverlaufs ein Minimum. Dieses 
Minimum liegt im Gebiet der errechneten Temperatur bei etwa 15 000° K, 
Qualitativ tritt also das Verhalten des Warmeleitvermégens, wie es 
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von der Theorie errechnet ist, im Verlauf der Kurven fiir 100 Amp 

und 150 Amp sehr deutlich in Erscheinung. Mit wachsender Stromstarke 
verschwinden qualitativ erkennbare Symptome fiir den starken Tem- 
peraturgang des Warmeleitvermdgens. Nur bei 200 Amp zeigen sich 
noch im Temperaturabfall gleiche Erscheinungen wie bei 150 Amp, 
indem auch hier ein Minimum des Gradienten etwas unterhalb 15 000°K 
festzustellen ist. Das zweite Maximum der Warmeleitfahigkeit wirkt 
sich in den gemessenen Kurven nicht so deutlich aus. Doch laBt sich 
das schroffe Absinken des Gradienten zwischen 25000 und 28000° K 
jedenfalls durch die Annahme deuten, daB in diesem Bereich das Warme- 
leitvermégen wieder gréBer wird. So vermittelt die qualitative Dis- 
kussion folgendes Bild: Das Warmeleitvermégen wird ab 15000°K 
kleiner, durchlauft zwischen 20000 und 25000° K ein Minimum und 
steigt dann wieder an, ein Bild also, das der theoretischen Erwartung 
im wesentlichen entspricht. 


Diese qualitative Diskussion sei erganzt durch die Resultate einer 
vorlaufigen Rechnung: Mit der nach GvosDOvER berechneten Elek- 
tronenbeweglichkeit wurde aus Stromdichte- und Temperaturverlauf 
die Feldstarke bestimmt, aus der Leistungsaufnahme je Volumeneinheit 
und dem Temperaturgradienten ergab sich dann die Warmeleitfahigkeit o. 
Wie bei der Theorie von RIEWE und Rompe darf man auch von dieser 
groben Auswertung nicht viel mehr erwarten als die Erfassung der 
Gr6éBenordnung und des relativen Temperaturgangs. Insbesondere wird 
hier die Abstrahlung, die einen mit der Temperatur steigenden Anteil 
an den Leistungsverlusten nimmt, nicht als solche beriicksichtigt, sondern 
den transportierten Warmemengen zugeschlagen, so daB das Warme- 
leitvermégen zu groB errechnet wird und der Fehler mit Ansteigen des 
Stromes wichst. Bei starkeren Strémen beteiligt sich auBerdem eine 
radiale Konvektion am Warmetransport; denn bei héheren Strémen 
wird der aus der Diise herausschieBende Strahl mit wachsendem Abstand 
von der Diise breiter. Auch diese Konvektion wird in unserer Rechnung 
der Warmeleitung zugeschlagen und bewirkt hier Fehler gleicher Rich- 
tung wie die Einbeziehung der Abstrahlung. Sie werden sich bei hohen 
Stromstarken besonders stark in den Randpartien der Saule auswirken. 
AuBerdem fallen die unmittelbare Umgebung der Achse und Tem- 
peraturen kleiner als 12000° K fiir die Bestimmung des Gradienten aus, 
weil im ersten Fall die Bestimmung des Gradienten zu unsicher ist, im 
zweiten Fall wegen der wachsenden Fehler der Temperaturmessung. 

Mit diesen Uberlegungen haben wir die Grundlagen fiir die Bewertung 
der Rechenresultate gewonnen: Die sichersten Ergebnisse werden sich 
aus der Kurve fiir 150 Amp ableiten lassen. Aus der Kurve fiir 150Amp 


ergab sich fiiro ein Maximum bei 14500° K mit o =0,6 a wahrend 
cm grad 
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nach RIEWE und Rompe ein Maximum bei 15 500° K mit o — 0,4 su 
: y : cm grad 
zu erwarten ware. In Ubereinstimmung mit der Theorie sinkt der Wert 


der Warmeleitfahigkeit bis 20000° K auf etwa 1/, des Maximalwertes. 


Bei Auswertung der anderen Kurven zeigen sich die bereits erwarteten 


systematischen Abweichungen: Die o-Werte, die einer bestimmten 


Temperatur zugeordnet sind, wachsen mit steigender Stromstarke bis 
500 Amp auf den zwei- bis dreifachen Wert. Gleichzeitig verlagert sich 
das Maximum gegen kleinere Temperaturen. In dieser Verlagerung 


-dokumentieren sich die Fehler, die durch die radiale Konvektions- 


stromung. bedingt sind und die vermutlich auch schon bei 150 Amp 
die Verschiebung des Maximums gegen den theoretischen Wert vor- 
tauschen. Aus allen Kurven ergibt sich aber fiir o zwischen 15000 und 
34000° K der gleiche Temperaturgang: o fallt von 15000°K bis zu 
einem Minimum bei etwa 23000°, um dann wieder zu einem Maximum 
bei 30000° zu steigen und, wie die Rechnung an 500 Amp zeigt, von 
30000 bis 34000° K zu fallen. DaB das Maximum bei 30000° wesentlich 
grOBer ausfallt, als nach RIEWE und RoMPE zu erwarten wire, ist zu- 
mindest zum Teil aus den Vereinfachungen der Theorie und der hier 
durchgefiihrten Rechnung zu erklaren. 


Anhang. 


Bemerkung zur Lésung der ABELschen Integralgleirchung (4a) in I. 
Die Integralgleichung fiir e’ (ry) — I (4a) — wurde durch einfachen Koeffizienten- 
vergleich gelést. Der Weg der Rechnung sei kurz angedeutet. Fiihren wir in 
I (4a) als Integrationsvariable £=/?/r, ein, setzen wir auBerdem 1= y*/r} und 
é’(r) =@(—) sowie 
<0) 4 _ yi), 
1(O) 1% 
so wird 


Da ¢(é) fiir F=1 verschwindet, liegt es nahe, gp mit positivem / durch den Ansatz 


gp (é) = (1 — §) (ag + a E+--- +4, 6") 


zu nahern. J sei stets eine ganze Zahl. Dann ist die Integration leicht durch- 
zufiihren. Sie ergibt 


p(n) =(1—)! > # (by + bay tees t+ bn”), 


wobei die b; als lineare Funktionen der a; erscheinen. Wir haben also die gemessene 
Funktion y(n) bei passender Wahl von / durch eine Darstellung dieser Form zu 
nahern, indem fiir »+1 passend gewahlte Punkte Ubereinstimmung gefordert 
wird, und aus den 3b; die a; zu berechnen. Auf Einzelheiten der rechentechnischen 
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Durchfiihrung sei nicht eingegangen. Es sei nur vermerkt, daB man den Kechen- 
aufwand in vielen Fallen sehr vermindern kann, wenn man die Mitte-Rand- 
Variation in geeigneter Form additiv in zwei oder drei Anteile aufspaltet, denen 
verschiedene Radien zugeordnet sind. Man bekommt dann zwei bzw. drei unab- 
hangige Integralgleichungen fiir die jeweils entsprechenden Anteile von €’ (r). 
Man kann auf diese Weise vermeiden, daB Stellen des Kurvenverlaufs, die nahezu 
singularen Charakter tragen, wie z. B. dié scharfe Krimmung am Ende des Kurven- 
abfalls, durch das Polynom dargestellt werden miissen, und kommt so mit wesent- 
lich geringerer Gliederzahl aus. 


Herrn Prof. BARTELS, in dessen Institut die vorliegende Arbeit ent- 
stand, sei an dieser Stelle fiir die Stellung des Themas und das férdernde 
Interesse bei der Durchfiibrung der Arbeiten, sowie fiir zahlreiche an- 
regende Diskussionen aufrichtig gedankt. 

Die Durchfiihrung der Arbeit wurde dadurch erméglicht, daB die ~ 
Hackethal Draht- und Kabelwerke AG., Hannover die AnschluBleitung, 
die Ringsdorff-Werke G.m.b.H., Mehlem am Rhein Hochstrom- 
Spezialkohlen, und die Uberlandwerke und StraBenbahn Hannover AG. 
Widerstande in entgegenkommender Weise zur Verfiigung stellten. Den 
genannten Firmen sei hier ebenfalls der gebiihrende Dank ausgesprochen. 


Hannover, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
Dezember 1950. 
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Das Primirspektrum 
der schnellen Neutronen einer (Ra«+ Be)-Quelle 
und deren unelastische St6Re in Pb. II*. 


Von 
F. G. HOUTERMANS und M. TEUCHER**, 


Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 9. February 1951.) 


Das Spektrum der von einer (Ra « + Be)-Quelle ausgesandten schnellen Neutronen 
wird hinter 7 cm Pb durch Beobachtung der von ihnen in einer photographischen 
Schicht ausgelésten RiickstoBprotonen untersucht. Durch Vergleich mit dem 
Primarspektrum werden Riickschliisse auf die unelastische Streuung in Pb gezogen. 


In einer vorangegangenen Arbeit! hatten wir das Primarspektrum der 
schnellen Neutronen einer (Rax-+ Be)-Quelle mit der photographischen 
Methode untersucht. Dabei zeigte sich, daB diese Neutronen eine sehr 
breite Energieverteilung mit einem deutlich ausgepragten Maximum bei 
4 MeV besitzen, wobei aber noch eine betrachtliche Zahl von Neutronen 
auch im Bereich zwischen 6 und 8 MeV vorhanden sind. Nach DUNNING? 
erstreckt sich die Verteilung mit abklingender Teilchenzahl bis zu 
Energien von etwa 14 MeV. Wir fanden jedoch kein Anzeichen dafiir, 
daB die Verteilung bei 1 MeV nach kleinen Energien hin ansteigt. 
Dies schien uns bemerkenswert, da friihere Messungen? teilweise zu 
wesentlich anderen Schliissen gefiihrt hatten. Allerdings waren bei 
diesen Experimenten zwischen die (Ra « +Be)-Quelle und das Nach- 
weisinstrument (WiLsoN-Kammer oder Ionisationskammer mit Pro- 
portionalverstarker) Bleiabschirmungen verschiedener Dicke gebracht 
worden, um die starke y-Strahlung der Quelle zu schwachen. Dabei 
hatte sich gezeigt, daB im Energiebereich zwischen 0,5 und 3,5 MeV 
ein deutlicher Anstieg der Neutronenverteilung nach kleinen Energien 
hin vorhanden war. Auf Grund unserer Messungen tiber die unelastischen 
St6Be schneller Neutronen in I lieB sich vermuten, da8B die in diesem 
Energiebereich gemessenen Neutronen gar nicht dem Primarspektrum 
der (Ra «+ Be)-Quelle zukommen, sondern daraus durch unelastische 


der Britischen Zone in Hamburg am 22. April 1949. 

** Jetzt im Max-Planck-Institut fiir Physik, Géttingen. 

1 TgucHER, M.: Z. Physik 126, 410 (1949). Im folgenden als I zitiert. 

2 DuNNING, J. R.: Phys. Rev. 45, 587 (1934). — JAEcKEL, R.: Z. Physik 91, 
493 (1934). — ByercE, T.: Proc. Roy. Soc., Lond. 164, 243 (1938). —- Baaag, E.: 
Phys. Z. 43, 226 (1942). — AuGeErR, P.: J. Phys. Radium 4, 719 (1933). 
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StéBe in Blei hervorgegangen sind. Daher haben wir inzwischen auch 
nach der photographischen Methode das Spektrum der schnellen Neu- 
tronen einer (Ra « + Be)-Quelle untersucht. 

Die Quelle befand sich im Zentrum einer Pb-Kugel von 16 cm Durch- 
meéser, in der eine Bohrung von 2 cm Durchmesser zur Aufnahme der 
Quelle angebracht war. In 80 cm Entfernung von der Quelle war eine 
photographische Platte (Ilford C 2, 100p dick) so aufgestellt, daB die 
Neutronen tangential in die Emulsion einfielen. Es wurden dann die 
von den Neutronen in der Photoschicht ausgelésten RiickstoBprotonen 


050 - 


0 Neutronen 
© Protonen 


Zoht der Neutronen und Protonen 
Lnergieintervall AE =0,5 MeV 


Energie 


Fig. 1. Spektrum der Riicksto8protonen und der Neutronen hinter 7 cm Blei (Raa + Be). 


vermessen. Dabei wurden nur solche Spuren beriicksichtigt, die in 
ihrer ganzen Linge in der Schicht verliefen. Die aus der endlichen 
Ausdehnung der Quelle folgende Unsicherheit in der Primarrichtung 
der stoBenden Neutronen bewirkt einen entsprechenden Fehler im 
Ablenkungswinkel # zwischen der Richtung des gestoBenen Protons und 
der des stoBenden Neutrons. Die Energie E,, des gestoBenen Protons 
hiangt mit der Energie des stoBenden Neutrons E,, durch die Beziehung 
E 
ali 
zusammen. Der erwahnte Fehler wird am kleinsten fiir #=0. Daher 
wurden nur RiickstoBprotonen vermessen, deren Ablenkungswinkel 
#< 10° betrug. Damit wird die Unsicherheit in der Energiebestimmung 
des Neutrons aus der eines RiickstoBprotons maximal 3%. 
Die Energie der Protonen wurde aus ihrer Reichweite nach der von 
LatTEs, FOWLER und CuER! angegebenen experimentellen Kurve be- 
stimmt. Bei der Auswertung der Ergebnisse wurden dieselben Korrek- 


‘ Lattes, C. M. G., P. H. Fowrer u. P. Curr: Nature, Lond. 159, 301 (1947). 
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turen wie in I angebracht: Einmal wurde die fiir lange Spuren abneh- 

mende Wahrscheinlichkeit, ganz in der Emulsion zu verlaufen, beriick- 

sichtigt, zum anderen das Absinken des Wirkungsquerschnittes fiir die 

Neutron —Proton-Streuung bei zunehmender Energie. | Einzelheiten 
dariiber sind in I ausfiihrlich berichtet. 

Die VergréBerung der Entfernung zwischen Quelle und Platte um 
einen Faktor 2 hatte eine Vergré8erung der Bestrahlungsdauer nur um 
eimen Faktor 4 erfordert. Jedoch bewirkte die groBe Bleidicke von 7 cm 
in diesem Versuch gegeniiber dem vorhergegangenen eine so starke 


250, 


t&% 
Ss 


° Neutronen 


© RuckstoBprotonen 
150 


700 


Zohl der Neutronen und Protonen 
Energieintervall AE = 05 MeV 


Energie 
Fig. 2. Spektrum der RiickstoBprotonen uud der Primarneutronen (Raa + Be), 


Schwachung der y-Strahlung, daB der dort sehr stdérende Platten- 
schleier fast vollkommen wegfiel. Aus diesem Grunde wurde die Be- 
strahlungsdauer um einen Faktor 16 auf 72 Std vergréBert. Es sei F 
die Flache eines Gesichtsfeldes, m die Zahl der durchmusterten Gesichts- 
felder im Mikroskop, ¢ die Dauer der Neutronenbestrahlung und 7 der 
Abstand der Quelle von der Photoplatte. Dann wurden bei der 
Auswertung so viele Protonenspuren vermessen, daB in dieser wie in 
der vorangegangenen Arbeit 


nF r* 
= const. 


Das heiBt anschaulich, daB ohne Riicksicht auf die Energie in beiden 
Fallen die gleiche Zahl von Neutronen auf die durchmusterte Flache 
eingefallen sind. Auf diese Weise sind die gemessenen Neutronen- 
spektren in ihren Absoluthéhen vergleichbar. Die echte Absorption 
der Neutronen in Blei ist so gering, daB sie vernachlassigt werden kann. 
Das Ergebnis unserer Messungen ist in der beigefiigten Fig. 1 enthalten. 

Es zeigt sich deutlich, daB dieses Spektrum in seiner Form wesentlich 
von der des in Fig. 2 zum Vergleich angegebenen Primarspektrums 
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abweicht. Von dem zwischen 3 und 8 MeV liegenden Maximum in der — 
Neutronenzahl ist nichts mehr zu sehen. Hingegen steigt die Verteilung 
zwischen 4 und 1 MeV nach kleinen Energien hin an. Das ist qualitativ 
das gleiche Verhalten, das z.B. von BaGGE? in einer Anordnung von 
gleicher Geometrie berichtet worden war, damals aber dem Primar- 
spektrum der (Rao + Be)-Neutronen zugeschrieben wurde. 

Damit lassen sich viele Differenzen friiherer Arbeiten ohne Schwie- 
rigkeiten deuten. Die gemessenen Neutronenspektren miissen sich, wenn 
mit verschiedenen Bleiabsorbern gearbeitet worden ist, betrachtlich 
unterscheiden. Weiterhin ist auch eine Kritik aller Messungen von 
Wirkungsquerschnitten fiir schnelle Neutronen méglich. Verschieden 
dicke Bleiabschirmungen bedeuten, daB der Schwerpunkt der ver- 
wendeten Neutronen bei verschiedenen Energien gelegen hat. 

Die von uns beobachtete starke Verschiebung des Neutronenspek- 
trums hinter 7cm Blei zwingt aber auch zu der Annahme, daB die 
Neutronen in Blei schon bei einem einzigen unelastischen StoB sehr 
groBe Energieverluste erleiden miissen. Wollte man die beobachteten 
Verschiebungen durch Mehrfach- bzw. Vielfachstreuung mit jeweils nur 
kleinen Energieverlusten erklaren, so miiBte man zu einem unverstand- 
lich hohen Wirkungsquerschnitt fiir unelastische Streuung kommen, 
der den geometrischen Kernquerschnitt um einige Male iibertrafe. 

Dieses Ergebnis ist in sehr guter Ubereinstimmung mit anderen 
Experimenten iiber unelastische Streuung?. In einer neueren Unter- 
suchung fanden GiTTinGs, BARSCHALL und EVERHART® unter Ver- 
wendung zweier ,,Schwellen-Detektoren“ (Al(n, p), Cu®(n 2n)) den 
gleichen Wirkungsquerschnitt fiir unelastische Streuung in Blei, obwohl 
in einem Falle die Schwellenenergie 3 MeV, im anderen 11 MeV betragt. 
Das bedeutet, daB die Neutronen, die durch einen unelastischen StoB 
unter die Schwelle von 11 MeV kommen, auch unter die Schwelle von 
3 MeV gelangen. Unsere Ergebnisse stehen auch in guter Uberein- 
stimmung mit theoretischen Uberlegungen von FELD’. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut der Universitat. 


1 Baacer, E.: Phys. Z. 43, 226 (1942). 
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* Girtines, H. T., H. H. BarscHALt u. G. G. EVERHART: Phys. Rev. 75, 1610 
(1949). 

4 FexLp, B. T.; Phys. Rev. 75, 1115 (1949). 
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Feldstarkemessungen an wasserstabilisierten 
Hochleistungsbégen. 
Von 
F. BURHORN und H. MAECKER. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 13. Januar 1951.) 


Fir wasserstabilisierte Hochleistungsbégen wird die Feldstarke in der Bogensaule 
fiir sechs verschiedene Kanalquerschnitte von 11,4 bis 1.4mm @ gemessen. Die 
Feldstarke ist fiir groBe Querschnitte bis etwa 150 Amp fallend und dann unab- 
hangig von der Stromstarke. Bei kleineren Durchmessern durchlauft die Feld- 
starke ein Minimum und steigt dann linear mit der Stromstarke an. Ferner wachst 
die Feldstarke linear mit abnehmendem Kanalquerschnitt. Bei dem 1,4mm @ 
Bogen hat sie bei 250 Amp den Wert von 250 V/cm. Die maximal erreichte Lei- 
stung betragt fiir den 2,3 mm @ Bogen bei 1500 Amp und 300 V/em 450 kW/cm 
Saulenlange oder 11000 kW/cm%. 


I. Problemstellung. 

In einer friiheren Arbeit hat der eine von uns [7] einen elektrischen 
Lichtbogen beschrieben, der durch einen Wasserwirbel tiber eine gréBere 
Lange eingeschniirt wird. 

Zum Verstaéndnis des Entladungsmechanismus bei diesem Bogen ist 
die wichtigste Voraussetzung die Kenntnis der Stromspannungskenn- 
linien und der Sdulenfeldstarken in Abhangigkeit vom Kanaldurch- 
messer und der Stromstarke. Uber diese Messungen wird im folgenden 
berichtet. 

II. Mefprinztp. 

Das MeBverfahren zur Bestimmung der Sdulenfeldstarke des Bogens 
ist im Prinzip sehr einfach. Zunachst wird direkt der Spannungsabfall 
am Bogen in Abhangigkeit von der Stromstarke gemessen. Dieser setzt 
‘sich aus zwei Teilen zusammen: 

4. Aus dem Spannungsabfall V,=£-/ innerhalb des Kanals mit 
der Lange 7 und 

2. aus dem Spannungsabfall V, auBerhalb des Kanals bis zu den 
Elektroden einschlieBlich des Anoden- und Kathodenfalls. 

MiBt man die Gesamtspannung fiir zwei verschieden lange Bogen 
bei konstant gehaltenem Kanalquerschnitt, so kann man durch Differenz- 
pildung den Spannungsabfall und damit auch die Feldstarke E der 
Bogensadule im Kanal bestimmen. 
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Fiir den Gesamtspannungsabfall am Bogen gilt bei einer festen 
Stromstirke und einem bestimmten Kanaldurchmesser also 


VV ok 
Hiernach gilt fiir einen langen bzw. kurzen Bogen: 
V,=V,+£-l, (langer Bogen); 
V,=V,+£E-1, (kurzer Bogen). 


Daraus folgt fiir die Feldstarke: 


i=; 


Er) = ay 

Dies Verfahren ist aber nur dann einwandfrei, wenn der duBere 
Spannungsabfall V, bei den zusammengehérigen Messungen der gleiche 
ist. "Es muB also wahrend der Messung der AuBenabstand von den 
Kanalenden bis zu den Elektroden stets derselbe sein. Dann ist auch 
der 4uBere Spannungsabfall bei beiden Bogenlangen gleich. Denn dieser 
hangt sicher nicht von der Lange des stabilisierten Bogenteils ab, sondern 
nur von dessen Durchmesser und der Stromstarke. 


III. MeBanordnung. 


Von Lotz und GERDIEN [2] ist die Feldstarke der Bogensaule eines 
Gleichstrombogens von hoher Stromstarke (50 bis 500 Amp) innerhalb 
einer wasserumspiilten Dise (4,5 mm @) gemessen worden. Zur Be- 
stimmung der Feldstarke brannte der Bogen einmal durch eine und 
zum anderen durch drei Diisen, die dicht hintereinander gestellt waren. 
Die MeBpunkte zeigten in diesem Fall, besonders fiir hohe Stromstarken, 
relativ groBe Streuungen. Hierfiir sind nach unserer Meinung zwei 
Umstande verantwortlich: 

1. scheint die Stabilisationsmethode der drei hintereinandergestellten 
Diisen untibersichtlich, weil man die Bogenverhaltnisse zwischen den 
Diisen nicht kennt; 


2. kann die Streuung der MeBpunkte zum wesentlichen Teil durch 


nicht geniigende Konstanthaltung der Gesamtbogenlange, bedingt durch 
den schnellen Abbrand der Kohlen, erklart werden. 

Zahlreiche Vorversuche haben namlich ergeben, daB bei axial ge- 
richteten Elektroden die Gesamtbogenlainge schnell zunimmt, weil die 
Kohlen stark ausbrennen, Auch Sondenmessungen mit diinnen Kohle- 
staben zeigten erhebliche Streuungen. Als sehr geeignet erwies sich 
eine Anordnung (Fig. 1), bei der der Bogen zwischen zwei zum Kanal 
senkrecht aufgestellten Kohleelektroden brennt. Der Abstand der Elek- 
troden von der Turbine ist relativ klein und kann genau eingestellt 
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werden. Wahrend der Messung werden entweder die Elektroden mit 
Hilfe eines Elektromotors senkrecht auf und ab bewegt, oder es wird 
die Wasserkunst mit dem Kanal zwischen den horizontal nebeneinander 
stehenden Kohlestében verschoben. Die Geschwindigkeit des Motors 
wird so eingestellt, daB die 

Elektrodenmaximalnur0,1cm ink pe 

ausbrennen kénnen. Dadurch Fektrode H,0 Alek trode 
kann die obige Bedingung, die 
wahrend der Messung kon- 
stante Lange fordert, gut ein- 
gehalten werden. 

Die zusammengehorigen py 
Werte von Strom und Span- ging 
nung werden durch Filmen 
der beiden  entsprechenden 
MeBinstrumente registriert. 

Zur Ziindung des Bogens 
wird ein Eisendraht durch Fig. 1. Schematische MeSanordnung zur Messung der 
eine durchbohrte Hilfselek- Feldstarke. 
trode und den Kanal gefiihrt, 
so daB er, ohne die rotierende Wasserschicht zu beriihren, mit der 
gegentiberliegenden Elektrode zur Beriihrung kommt. 

Im einzelnen gibt die folgende Tabelle die Kanalabmessungen fiir 
samtliche untersuchten Bogen wieder. 


Tabelle 1. 
Lochdurchmesser in | 
den Endplatten . Z 3 2 5 8 12mm 
Kanaldurchmesser . 1,4 2,3 3,3 4,0 |. 7:0 11,4 mm 
Lange, langer Bogen . 16,5 26,0 26,0 61-0"), 61,095) 61,0 mm 
Lange, kurzer Bogen . 6,5 16,0 16,0 31,4 31,4- | 31,4mm 


Aus der Tabelle ist zu ersehen, daB fiir die drei groBen Kanaldurch- 
messer auch die Kanallange sehr groB ist. Fiir die Messung an den 
engen Kanalen muBte die Kanallange gekiirzt werden, weil die inneren 
Feldstarken fiir diese Bogen stark ansteigen und die verfiigbare Span- 
nung von 500 V nicht fiir grodBere Langen ausreichte. Trotzdem ist 
bei den Bégen mit den drei engen Kanilen die Lange groB gegeniiber 
dem Durchmesser, so daB noch gute MeBgenauigkeit gewahrleistet ist. 


IV. Mefergebnisse. 


In Fig. 2 sind als Beispiel die Stromspannungskennlinien fiir die 
Kanaldurchmesser von 11,4 mm und 2,3 mm wiedergegeben. Viir den 
25% 
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groBen Kanaldurchmesser (Fig. 2a) zeigen die Kennlinien bis etwa 
450 Amp einen fallenden Verlauf, anschlieBend sind sie unabhangig von 
der Stromstarke. 

Fig. 2b zeigt ebenfalls ein Absinken der Spannung im Bereich kleiner 
Stromstarken von 40 bis 90 Amp; von da ab steigt die Kurve jedoch 
wieder an. Vergleicht man die 
zu einem Kanalquerschnitt 
gehorende Kennlinien, so er- 
kennt man, daB8 sie fiir den 
langen Bogen starker ansteigen 
als beim kurzen Bogen, weil 
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Ng Hanallange 64mm 


+ 


feldstarke E im Kanal 
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40 80 120 160 200 Amp 240 
Stromstirke I 0 40 80 720 160 200 240 Amp 
b Stromstérke I 
Fig. 2a u. b. Stromspannungskennlinien, Fig. 3. Charakteristiken fiir sechs verschiedene Kanal- 
a Fiir 11,4mm Kanaldurchmesser; b fiir durchmesser (ausgezogen), Kurven gleicher Leistung je cm 
2,3 mm Kanaldurchmesser. Saulenlange (strich-punktiert) und je cm* (gestrichelt). 


beim langen Bogen das Verhialtnis der Kanallinge zur Gesamtbogen- 
lange gréBer ist ‘als beim kurzen Bogen. Im Kanal ist die Feldstarke 
wegen der groBen Einschniirung stark steigend, wahrend sie im nicht- 
stabilisierten Teil des Bogens bei den in Frage kommenden Strom- 
starken nahezu unabhangig davon ist, Fig. 4. Beim langen Bogen ist 
daher der Anteil mit steigender Feldstarke gréBer als beim kurzen 
Bogen, so daB dadurch fiir den langen Bogen mit wachsendem Strom 
ein starkerer Spannungsanstieg resultiert. 
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In Fig. 3 sind die nach dem oben angegebenen Verfahren ermittelten 
Saulenfeldstarken dargestellt. Danach nimmt mit abnehmendem Quer- 
schnitt die Feldstarke stark zu. Fiir den Kanaldurchmesser von 41,4 mm 
ist die Feldstarke am kleinsten und betragt bei 200 Amp 24V/cm. Beim 
Kanaldurchmesser von 1,4mm 36— — i 


und 200 Amp hat sie dagegen den : Valifem. 

sehr groBen Wert von 225 V/cm  § 82 

erreicht. Bei den engen Kanialen S 

steigt die Feldstarke linear mit $42 

der Stromstirke an. Der An- & 

stieg ist um so steiler, je kleiner 2 a aia Tae rice 200Amp ay 
der Querschnitt ist. Bei dem Stromstarke I 


Fig. 4. Mittlere Feldstarke zwischen Kanal und 


Bogen mit 2,’ x - 
§ 2,3 mm Kanaldurch Elektroden als Funktion der Stromstarke. 


messer wurde die Feldstarke bis 
1500 Amp gemessen. Innerhalb der MeBgenauigkeit von + 3% lauft 
die Feldstarke fiir diesen Bogen linear weiter und erreicht bei 
1500 Amp den Wert von 300 V/cm. 

Fig. 4 gibt die mittlere AuBenfeldstarke des Bogens als Funktion 
der Stromstarke wieder. Sie sind aus den Stromspannungskenn- 
linien und den entsprechenden 
Feldstarkekurven durch Sub- Volt 
traktion der Spannung am Ka- § 
nal von der Gesamtbogenspan- > 
nung gewonnen. Die AuBenfeld- r 
starken haben sich innerhalb § 
der MeBgenauigkeit als unab- yy, 

S 
S 
5 
oa 


—_—_— 


a — 
SS Aanallange, 16,5mm. 


hangig vom Kanalquerschnitt 
erwiesen. 


200 
Die Stromspannungskenn- 
linien fiir den Bogen mit dem 18 
ngsten untersuchten Kanal von 
“el ‘ 0 40 8 120 160  200Amp2¥0 


14,44mm @ sind in Fig.5 dar- Stromstirke I 

gestellt. Die Kanallangen be- Fig. 5. Stromspannungskennlinie fiir den Bogen mit 
tragen in diesem Fall 16,5 mm 1,4 mm Kanaldurchmesser, 

und 6,5 mm. 

Die Stromspannungskennlinie fiir den kurzen Bogen zeigt den er- 
warteten Verlauf, die entsprechende Kurve fiir den langen Bogen weicht 
dagegen deutlich von dieser Form ab. Diese Anomalie kann nur durch 
Druckkriafte, die der brennende Bogen im Kanal erzeugt, erklart werden. 
Durch die Verdampfung des Wassers entsteht im Kanal ein Uberdruck, 
weil die groBe Dampfmenge nicht ungehindert aus den relativ kleinen 
Endléchern austreten kann. Das bedingt eine kleine Aufweitung des 
Kanals, die sofort ein Absinken der Spannung am Bogen zur Folge hat. 
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Daher muB die Feldstarke fiir diesen Bogen allein aus dem Verlauf 
der Stromspannungskennlinie fiir den kurzen Bogen (Fig. 5) und der 
AuBenfeldstarke (Fig. 4) durch Differenzbildung bestimmt werden. 
Um den Zusammenhang zwischen Feldstérke und Kanalquerschnitt 
zu finden, wird die Feldstirke als Funktion der reziproken Kanalflache 
bei mehreren Stromstirken aufgetragen. Fig. 6 gibt die Verhaltnisse 
fiir vier verschiedene Stromstarken wieder. Danach wiachst fiir Bogen 
mit steigender Charakteristik die Feldstarke linear mit der reziproken 


Fliche, und zwar um _ so 
Volt/cm 
“| 


steiler, je gréBer die Strom- 
starke ist. 


200 Mit dieser Darstellung kann 
man nun aus der abweichen- 
160 den Stromspannungskennlinie 
fir den langen 1,4 mm 2 
720 Bogen die Aufweitung des 
Kanals berechnen. Vermindert 


Feldstarke E im Bogen 


Sy 


man namlich die im abwei- 
chenden Ast z. B. bei 200 Amp 
gemessene Gesamtspannung 
um den  Spannungsabfall 


oS 2; 3% 40 50 60 ‘79 auBerhalb des Kanals nach 
: | i reziproker Kanalquerschnitt 1faR? cm? Fig. 4, dann resultiert nach 

4¥ 704033 23 19 rai ope e 

: camer mm Division durch die Kanallange 


Fig. 6. Feldstarke als Funktion des reziproken Querschnitts. eine innere Feldstarke, deren 
zugehériger Kanaldurchmesser 
aus Fig.6 zu 1,75mm © abzulesen ist. Mit den Druckkurven der Fig. 6 
von [1] ergibt sich daraus ein mittlerer Druck von 0,026 atii. 
Zusammenfassend lassen sich die Feldstarkemessungen im steigenden 
Teil der Charakteristiken mit nur wenigen Prozent Fehler durch die 
Zahlenwertgleichung darstellen: 


E = 42 + 207% (7 +190) Viem (J in Amp), 


Der Gesamtverlauf der Charakteristiken mit ihren fallenden und 
steigenden Asten stimmt qualitativ sehr schén mit theoretischen 
Berechnungen tiberein, die G. Scumitz [3] auf Grund der ELENBAAS- 
Herrerschen Differentialgleichung fiir einen idealisierten Bogen an- 
gestellt hat. 


Bei den Bogen mit steigender Charakteristik kann der Vorschalt- 


widerstand nach dem Ziinden kurzgeschlossen und die Stromstirke mit 
der Klemmenspannung reguliert werden. 
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V. Qualitative Erklarung des Feldstarkeverlaufes. 

Die Erklarung des Feldstarkeverlaufes kann nur qualitativ sein, da 
die Kenntnis tiber die Stromdichteverteilung senkrecht zur Bogenachse 
fehlt und der Bogen sich mit wachsendem Strom in unbekaunter Weise 
ausdehnt. 

Fur die Bogen mit den Kanaldurchmessern von 11,4 und 7mm 
fallt die Feldstarke mit wachsendem Strom bis etwa 120 Amp ab und 
bleibt dann unabhangig von der Stromstirke. Im ersten Teil der 
Kennlinie muB also die Leitfahigkeit des Bogens sehr stark zunehmen, 
um eine Abnahme der Feldstaérke mit wachsendem Strom zu ermég- 
lichen. Setzt man fiir den Bogen eine Zylinderverteilung mit dem 
Querschnitt F an, dann gilt fiir die Stromstarke 


J=jc-E£ -F=I1-n,-6--E-F, 


wobei o die spezifische Leitfahigkeit, b~ die Beweglichkeit der Elektronen 
und #, die Elektronendichte ist. (Der Ionenanteil ist wegen seiner 
Kleinheit vernachlassigt.) 

Bis zur Stromstarke von etwa 120 Amp befindet sich der Bogen in 
einem Temperaturgebiet, in dem mit Zunahme von Strom und Tem- 
peratur noch standig neue Ladungstrager gebildet werden. Die Elek- 
tronendichte steigt von 8 bis 14000° um zwei Zehnerpotenzen! Da- 
durch steigt die Leitfahigkeit des Bogens mit , so stark an, daB die 
Feldstarke sinkt. AuBerdem dehnt sich der Bogen noch etwas aus, 
was ein zusatzliches Absinken der Feldstaérke verursacht. 

AnschlieBend ist die Kennlinie unabhaingig von der Stromstarke. 
Hier nimmt die Elektronendichte wegen der weit fortgeschrittenen Ioni- 
sierung nur noch wenig zu, so daB nun die Stromsteigerung vom wach- 
senden Querschnitt und in geringerem MaBe auch von der mit T3 an- 
steigenden Beweglichkeit getragen werden mu. Wird aber diese Quer- 
schnittserweiterung durch einen engen Kanal verhindert, dann muB 
die Feldstarke steigen, um den gréBer werdenden Strom zu transpor- 
tieren. Das hat weiter zur Folge, daB mit abnehmendem Querschnitt 
des Kanals die Feldstarke ansteigt. Der erste Teil der Kennlinien dieser 
engen Bégen ist aus den fiir die weiten Bégen angegebenen Griinden 
ebenfalls fallend. Die Feldstarke durchlauft also ein Minimum, das 
mit abnehmendem Querschnitt nach kleineren Stromstarken riickt, 
weil bei den engeren Bégen eher die Temperatur erreicht wird, die zur 
vollstandigen Ionisation erforderlich ist. 


VI. Uberblick iiber die maximal erreichten elektrischen Werte. 


Durch die Wasserstabilisation von Lichtbégen ist man in der Lage, 
in der Bogensiiule sehr hohe Leistungen, Stromdichten und Temperaturen 
zu erzeugen. 
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Zur Ubersicht sind im Feldstaérkendiagramm (Fig.3) noch die 
Kurven gleicher Leistung je cm Sdulenlange angegeben. Bei dem 
Bogen mit 1,4mm Kanaldurchmesser werden bei 250 Amp 60 kW/cm 
umgesetzt. Bei der maximal erreichten Stromstéarke von 1500 Amp 
fir den Bogen mit 2,3 mm Kanaldurchmesser liegt die Leistung bei 
450kW/cm. Das entspricht fiir die angegebenen Bogen einer je cm* 
gerechneten Leistung von 4,0 - 10% kW/cm® bzw. 11 - 10% kW/cm’. 

Als mittlere Stromdichten fiir die einzelnen Bogen erhalt man im 
Strombereich von 50 bis 250 Amp je nach Kanalquerschnitt Werte 
zwischen 1 bis 17 - 10? Amp/cm?. Die maximal erreichte mittlere Strom- 
dichte betragt bei 1500 Amp und 2,3mm Kanaldurchmesser 37 - 
10? Amp/cm?. Bei zu groBer Belastung halten die Endplatten nicht 
mehr der intensiven Strahlung stand, trotz der Wasserumspiilung, auch 
wenn man Quarz- oder Kohleeinsatze in den Endplatten verwendet. 
Die Lécher erweitern sich dann durch Ausbrennen. Empirisch hat sich 
ergeben, daB diese Uberlastung immer dann eintritt, wenn mehr als 
160 kW im ganzen Kanal umgesetzt werden. 

Herrn Prof. Dr. LocHTE-HOLTGREVEN danken wir fiir die stete Fér- 
derung dieser Untersuchungen. 

Herrn Dipl.-Ing. AHLERT, dem Leiter der Entmagnetisierungsstelle 
in Kiel-Friedrichsort, und der dortigen Belegschaft sind wir fiir ihre 
bereitwillige Hilfeleistungen bei den Messungen mit héchsten Strom- 
starken ebenfalls zu Dank verpflichtet. 

Die Kohlen wurden in dankenswerter Weise von den Ringsdorff- 
Werken in Mehlem (Rhein) zur Verfiigung gestellt. 
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Die Struktur des physikalischen Begriffssystems. 
Von 
R. FLEISCHMANN, Hamburg. 


(Etngegangen am 15. Januar 1951.) 


Es wird untersucht, welche Rechenregeln fiir das Rechnen mit ,, GrdoBenarten", 
der Verallgemeinerung von benannten ,,physikalischen GréBen" gelten. Es inter- 
essieren vor allem die Verkniipfungen von verschieden benannten GréBen. Es 
gibt im Unterschied zu (reinen unbenannten) Zahlen dafiir nur eine Art der Ver- 
knipfung und ihre Umkehrung (Multiplikation und Division, jedoch nicht Addition 
und Subtraktion). Die Grundaussagen fiir die Verkniipfung werden in Ziffer 4 auf- 
gestellt. Die Gesamtheit der GréBenarten der Physik, also das System derjenigen 
physikalischen Begriffe, die quantitativ faBbar sind, bilden demnach eine Gruppe 
im Sinne der Mathematik, deren Eigenschaften untersucht werden (Existenz eines 
Basissystems). 
Wenn eine Tabelle von Verkniipfungen (Tabelle 1, Spalte 2) gegeben ist, 1ABt sich 
die Anzahl x der darin enthaltenen unabhangigen Basiselemente eindeutig angeben. 
Ein Basissystem, das aus » Elementen besteht, verhalt sich zur Gruppe, wie eine 
Elementarzelle zu einem n-dimensionalen Punktgitter (Ziffer 9). Es gibt im all- 
gemeinen unendlich viele gleichwertige Basissysteme. Es gibt aber auch unendlich 
viele Systeme aus vonetnander unabhdngigen Elementen der Gruppe, die hein 
Basissystem bilden. Bei Beriicksichtigung dieser bis jetzt nicht bekannten Unter- 
scheidung und durch die Forderung begrifflicher Eindeutigkett 1aBt sich die leidige 
MaBsystemfrage in allgemeinster und zugleich einfachster Weise radikal beseitigen. 
Der in den Maxwettschen Gleichungen in der iiberkommenen Schreibweise auf- 
tretende Faktor c ist entgegen der allgemeinen Auffassung nicht der Vektor Licht- 
geschwindigkeit, sondern eine skalare GréGe ,,elektromagnetische Verkettung” 
(vgl. Ziffer 13). 


1. Gegenstand der Untersuchung. 


In friiherer Zeit hat man die Auffassung vertreten, daB in physi- 
kalischen Gleichungen nur reine Zahlen (MaBzahlen) eingesetzt werden 
kénnen. Diese MaBzahlen miissen sich notwendig andern, wenn andere 
Einheiten verwendet werden. Die quantitative Formulierung eines 
Naturzusammenhangs hangt bei dieser Auffassung daher vom ver- 
wendeten MaBsystem ab. 

In den letzten 30 Jahren hat sich in zunehmendem Mabe ein anderer 
Standpunkt durchgesetzt (J. WarLor!). Danach kommt man zu einer 
Beschreibung der physikalischen Vorgange, die in allen MaBsystemen 
und MaBeinheiten gleich aussieht, wenn man die Buchstaben in unseren 


1 Wa Lot, J.: Z. Physik 10, 329 (1922). —- Handbuch der Physik, Bd. 2, 
Kap. 1. — Vgl. auch BrrpGMAn-HOLt, Theorie der physikalischen Dimensionen. 
Leipzig-Berlin: B. G. Teubner 1932, sowie das auf S. 395, FuBnote 2 zitierte Buch 
von E. BopDEA. 
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Gleichungen mit ,,physikalischen GroéBen” identifiziert, wobei unter 
physikalischen GroBen im Sinne MAXWELIs! etwas verstanden wird, 
das sich als Produkt einer Mafzahl (unbenannten reinen Zahl) mit 
einer benannten Einheit ausdriicken laBt. Nach dieser Auffassung ist 
z.B. ,,die Vakuumlichtgeschwindigkeit“ oder ,,3° 101° cm/sec‘‘ oder 
10,8 - 108 km/Std‘ ein und dieselbe physikalische GréBe, die in einer 
dieser drei Formen (oder in einer beliebigen gleichwertigen) an Stelle 
des Buchstabens, der die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet, einzusetzen 
ist. Es sollen also stets benannte ,,GréBen‘‘ verwendet werden. Es ist 
selbstverstandlich, da8 man mit diesen nicht wie mit reinen Zahlen 
rechnen kann. Eine genaue Formulierung der zulassigen Rechen- 
operationen geschieht weiter unten (Ziffer 4). 


Das Ziel des Rechnens mit ,,physikalischen GréBen“ ist es also, — 
quantitative physikalische Beziehungen invariant gegeniiber der Wahl 
von Mafeinheiten zu formulieren. Dieses Ziel wird erreicht, wenn aus- 
schlieBlich ,,GréBengleichungen‘‘ zugelassen werden. Obwohl iiber diese 
Forderung weitgehende Einigkeit besteht, gibt es bis jetzt im Bereich 
der Elektrizitat und des Magnetismus haufig Meinungsverschieden- 
heiten, ob eine bestimmte vorgegebene Gleichung eine GréBengleichung 
darstellt oder nicht. Eine Gleichung, die von der Wahl des (rationalen) 
MaBsystems abhdngt, ist keine GréBengleichung. 

Die Frage der Einheiten selbst ist dabei vollkommen nebensdchlich. 
Wesentlich sind allein die begrifflichen Verkniipjungen und deren Etin- 
deutigkett. Die Verkniipfungen werden durch die ,,Dimensionen“ zum 
Ausdruck gebracht. Gegen alle heute verbreiteten Dimensionssysteme 
sind Beanstandungen vorzubringen (Ziffer 42). 

In der vorlegenden Arbeit wird die Unabhdngigkeit und A bhangig- 
keit der begrifflichen Definition der GréBenarten und die mathemati- 
schen Grundlagen fiir ein Rechnen mit ,,GréBenarten“, der Verall- 
gemeinerung der benannten physikalischen GréBen, untersucht. Eine 
Hauptgrundlage der vorliegenden Abhandlung ist die Forderung begriff- 
licher Eindeutigkeit. Das soll heiBen: Wenn eine GréBenart definiert 
ist, dann darf fiir sie daneben keine zweite Definition, die von der ersten 
verschieden ist, gleichzeitig gefordert werden*. Durch die Forderung 


} J.C. Maxwett, Lehrbuch der Elektrizitat und des Magnetismus (autori- 
sierte deutsche Ubersetzung von Dr. B. WeinsTEIN), Springer Berlin 1883, Bd. 4, 
S. 3: ,,Jeder Ausdruck fiir eine Gré®e besteht aus zwei Komponenten oder Fak- 
toren. Der eine bezeichnet eine vorausbestimmte ein fiir allmal als Vergleichs- 
einheit dienende Qualitdt der zu messenden GréBen, wahrend der andere angibt, 
wie oft die Vergleichseinheit genommen werden muB, bis man den geforderten 
Betrag der betreffenden GréBe erhalt."' 

* Die Zulassung einer solchen bedeutet die Schaffung mehrdeutiger Begriffe. 


Deren Beniitzung hat die bekannten leidigen Schwierigkeiten zwangslaufig zur 
Folge (vgl. dazu Ziffer 12). 
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eindeutiger Verkniipfungen wird die Frage der Einheitensysteme einer 
eindeutigen Lésung zugefiihrt und damit die Diskussion iiber die MaB- 
systeme radikal erledigt und zwar in der allgemeinsten und zugleich 
einfachsten Weise. 


_ Alle in der Physik vorkommenden Begriffsverkniipfungen (Defi- 
nitionen von benannten GréBenarten) lassen sich in solche von der Form 
A-B=C aufspalten, vgl. Tabelle 1, Spalte 2. Diese Tabelle enthalt 
kein einziges Naturgesetz, sondern ausnahmslos Begriffsverkniipfungen!. 


Die Uberlegungen werden in den ersten Kapiteln (bis Ziffer 7) zu- 
nachst auf GréBenarten der Mechanik beschrankt, in deren Bereich 
sich alle Physiker iiber die Begriffsbildung einig sind. Dann werden 
sie unverandert d.h. ohne Abanderung der Grundaussagen (Ziffer 4) auf 
alle Teile der Physik erweitert. 


2. Definitionen von Gréfenarten, Rechnen mit GroBenarten. 


Wir gehen jetzt tiber vom Rechnen mit bestimmten ,,GréBen“ (z.B. 
einer bestimmten Lange, einer bestimmten Zeit, einer bestimmten 
Geschwindigkeit) zum Rechnen mit ,,GréBenarten“ (z.B. Lange, Zeit, 
Geschwindigkeit, also einer gewissen Sorte von physikalischen Begriffen) 
und definieren, was unter dem Produkt oder dem Quotienten zweier 
,, GroBenarten“ verstanden werden soll. Unser Ausgangspunkt ist 
folgender: Eine ,,GréBe“ (benannte GroBe) laBt sich in ein Verhiltnis 
‘setzen zu einer GréBe gleicher Art (gleicher Benennung). Die Verhaltnis- 
zahl ist eine reine (unbenannte) Zahl/. Jede GrdBe laBt sich als das 
A-fache einer willkirlich gewahlten GréBe gleicher Art ansehen, die man 
als Einheit wahlen kann. Als ,,Messung“‘ wollen wir mit AusschlieBlich- 
keit nur die Bestimmung einer solchen unbenannten Verhdaltniszahl be- 
zeichnen?. 

Um zum Rechnen mit ,,GrdGenarten® zu gelangen, gehen wir aus von zwei 
verschiedenen ,,GréBen‘‘ gleicher GréGenart (z.B. 2 Energien) a und a’ und zwei 


Gr6éBen einer anderen GréBenart (z. B. zwei Zeiten) b und b’. Dabei soll sein a’=/a 
und b’=yb, wobei 2 und « MaBzahlen (reine unbenannte Zahlen) sind. 

Wir betrachten ein Paar von GréBen a und b (verschiedener oder auch gleicher 
GréBenart). Es laBt sich nun eine neue GréBe (a, b) als Funktion von a und 6 
erklaren durch die Forderung, daB immer (a’, b’) =A: (a,b) gelten soll. Wenn 
dies erfiillt ist, nennen wir (a, b) Produkt aus a und b und schreiben dafiir kinftig 
a-b. Fiir die ,,GréBenart‘‘ von a:b kann ein neuer Name eingefiihrt werden 
(z.B. ,, Wirkung“‘, wenn die GréBenarten von a und b ,,Energie‘‘ und ,,Zeit“* sind), 


1 Selbstverstandlich erfolgt die Bildung der physikalischen Begriffe in Anpas- 
sung an die Naturerfahrung. 

2 Wir schlieBen also ausdriicklich das ,,unechte‘‘ Messen aus, wie es z.B, in 
dem Satz gemeint ist: ,,Ein elektrischer Strom kann gemessen werden durch das 
mechanische Drehmoment, das eine stromdurchflossene Spule in einem homo- 
genen Magnetfeld erleidet’’ usw. 
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Fir die GroBenart von a oder a’ schreiben wir A und analog B fir die GréBenart 
von b und b’. Die GréBenart von a+b soll dann mit A - B bezeichnet werden. 

Wir betrachten wieder das Paar von GréBen a und b. Es laBt sich eine weitere 
Gr6Be [a, b] als Funktion von a und 6 erklaren durch die Forderung, daB immer 
pu [a’, b’] =A [a, b] gelten soll. Wir nennen [a, }} Quotient aus a und b und schreiben 
dafiir kiinftig a:b oder a/b. Dabei ist natiirlich 5, b’ +0 vorausgesetzt. Fir die 
,,GroBenart von a/b kann wieder ein neuer Name eingefiihrt werden (z. B. ,», Lei- 
stung“). Sie soll mit A/B (s. unten) bezeichnet werden. 

Auf Grund dieser Definitionen konnen wir vom Rechnen mit GréBen (bezeichnet 
mit kleinen Buchstaben), mit denen wir bisher gerechnet haben, zu einem Rechnen 
mit GréGenarten (bezeichnet mit groBen Buchstaben) iibergehen, indem wir die 
obigen Gleichungen ohne Riicksicht auf die Zahlenfaktoren 2 und yw betrachten, 
also Aussagen machen, die mod / und mody gelten. Die GréBenarten kénnen 
daher aufgefaBt werden als allgemeine (verschieden benannte) GréBen. Wir haben 
so erklart, was unter der Multiplikation und Division einer GréSenart mit einer 
anderen verstanden werden soll. Die GréSenart der reinen Zahlen, die aus 4/A 
erhalten werden kann, bezeichnen wir mit (1). 

Statt der benannten GréBen a, b, c kénnen wir auch reine Zahlen bzw. die 
GréBenart der reinen Zahlen zulassen. Die Bedeutung der GréBenart C-+= (1)/C 
ist dann in analoger Weise erklart. 


Auf Grund dieser Definitionen und Erklarungen? kann man sagen: 
Die Gréfenart Geschwindigkeit » 1aBt sich definieren als der Quotient 
aus der Gréfenart Lange / dividiert durch die Gréfenart Zeit t oder auch 
die Gréfenart Lange = Gréfenart Geschwindigkeit mal Gréfenart Zeit. 
In diesem Sinne sollen samtliche Gleichungen in Ziffer 4 und in Tabelle 1, 
‘Spalte 2 verstanden werden. 


Gewisse andere Operationen, die es fiir Zahlen gibt, z.B. das Logarithmieren, 
lassen sich in analoger Weise fiir Gré8en und GréBenarten nicht erklaren, weil 
diese Operation bei GréGen keinen Sinn hat [z.B. kann man von der Lange eines 
Tisches keinen Logarithmus bilden. Wohl aber kann man die ,,Lange“‘ eines 
Tisches multiplizieren mit der Lange in einer dazu senkrechten Lange (,,Breite‘‘) 
und erhalt dann die ,,Flache‘‘ des Tisches). 


3. Gedankengang. 

Zunachst soll der Gedankengang der nachfolgenden Uberlegungen 
skizziert werden. Die Grundaussagen, die fiir das Rechnen mit benannten 
GréBen und ihrer Verallgemeinerung, den GréBenarten, gelten, werden, 
wie. erwahnt, zundchst nur unter Heranziehung der GréBenarten der 
Mechanik (Tabelle 1a, b, c, Spalte 2) aufgestellt, weil sich bei diesen 
alle Physiker tiber die Verkniipfungen einig sind. Es erweist sich, daB 
sie identisch sind mit dem vollstandigen Axiomensystem einer sog. 
freien ABELschen Gruppe. Dies ist eine Feststellung, nicht etwa ein 
Postulat. Hierbei gelangt man in Ubereinstimmung mit der Ansicht 
aller Physiker fiir GréBenarten der Mechanik zu einer Produktdar- 


urspriinglich nur auf das Rechnen mit reinen (unbenannten) Zahlen bezieht, wurde 
dadurch erweitert auf das Rechnen mit allgemeinen benannten GroBen. 
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Dann wird folgende Forderung aufgestellt. Bei Hinzunahme (Ein- 
beziehen) von GréBenarten auBerhalb der Mechanik, z.B. aus Elek- 
trizitat, Magnetismus u. dgl., sollen die Grundaussagen — falls méglich — 
unverandert aufrechterhalten werden, einschlieBlich der Ganzzahligkeits- 
forderung, die darin enthalten ist. Es wird gezeigt: Das ist méglich. 
Diese Aussage weicht ab von der bisherigen Meinung vieler Physiker. 
Die Gesamtheit der Grundaussagen (das Axiomensystem) einschlieBlich 
der Forderung ganzzahliger Exponenten braucht nicht und soll daher 
auch nicht abgedndert werden, es sind auch keine Zusatzvereinbarungen 
erforderlich, die willkiirlich getroffen werden kénnten oder miiBten. 

Auf Grund der Giiltigkeit des Axiomensystems wird sich ein be- 
stimmter mathematischer Satz aus der Gruppentheorie iiber Basis- 
systeme auf GréBenarten anwenden lassen (Ziffer 9). Dieser Satz und 
seine Anwendung auf GréBenarten ist die wichtigste Grundlage der 
vorliegenden Arbeit. 


4. Grundaussagen fiir die Verkniipfung verschiedener GroBenarten. 


Fiir das Rechnen mit verschieden benannten ,,physikalischen GréBen‘‘ 
und ihrer Verallgemeinerung, den physikalischen ,,GréBenarten“ gelten 
folgende Grundaussagen: 

4. A- B=C, d.h. zu zwei GréBenarten existiert stets eine dritte, 
fiir die gilt A - B=C. (Beispiel: Geschwindigkeit - Zeit = Lange.) 

2. A- (1) =A. Es existiert eine GroBenart, die bei der Multiplikation 
mit irgendeiner GréBenart A wieder die gleiche GréBenart A ergibt. 
Wir nennen sie die GrdBenart der unbenannten Zahlen und bezeichnen 
sie mit (1). Ihr gehéren z.B. an: Teilchenzahl, Nutzeffekt, Brechungs- 
index, Winkel u. a. (Beispiel: Energie - Nutzeffekt = Energie.) 

3. A-A+t=(1). Zu jeder GroBenart A existiert eine reziproke A“, 
fiir die gilt A- A4+=(1). [Beispiel: Frequenz- Zeit = Zahl oder (Teil- 
chenzahl : Flache) - Flache = Teilchenzahl.} 

4. A-(B-D)=(A- B) - D (assoziative Eigenschaft). (Beispiel: Wir 
wahlen Lange-Kraft- Zeit, dann ist Lange-Impuls = Energie - Zeit.) 

Unter Benutzung von 3. und 2. kann aus 1. gefolgert werden A = 
fp und B=At*~C. 

5. 4-B=B-A (kommutative Eigenschaft). (Beispiel: Geschwin- 
digkeit - Zeit = Zeit - Geschwindigkeit.) 

6. Fir alle A+ (4) und fiir alle Faktorenanzahlen m gilt A. A-A- 
A ...=+ (1). 

7, Die aus unendlich vielen GréBenarten bestehende Gesamtheit 
besitzt ein endliches Erzeugendensystem, d.h. es gibt endlich viele 
Elemente C,, C,,-.-.,C,, so daB jedes Element X sich in die Form 


Ki C0 
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bringen laBt mit ganzzahligen x;. Eindeutigkeit dieser Produktcaay 
stellung ist nicht vorausgesetzt. Die C,, ..., C, nennt man , Erzeugende 
der Gesamtheit. Ihre Anzahl werde mit N bezeichnet. 

Eine Gesamtheit von Elementen A, B, C, D ... (speziell z. B. GroBen- 
arten), fiir welche die Grundaussagen 1 bis 4 erfiillt sind, bildet eine 
Gruppe ® (in bezug auf die Multiplikation als Verkniipfung) im Sinne 
der Mathematik. Wenn die Grundaussagen 1 bis 5 erfiillt sind, bildet sie 
eine ,,kommutative‘‘ oder ,,ABELsche Gruppe“. Wenn auch Aussage 6 
erfiillt ist, heiBt die Gruppe ,,torsionsfrei‘‘?. Wenn die Aussagen 1 bis 7 
erfiillt sind, bilden sie eine ,,freie (ABELsche) Gruppe‘. 1 bis 7 bildet 
das vollstdndige Axiomensystem fiir eine solche Gruppe. 


5. Definition und Existenz eines Basissystems. 


Eine solche Gruppe (und damit auch die Gesamtheit aller GréBen- 
arten) besitzt ein ,,Basissystem“. Man versteht darunter eine Auswahl 
von n-Elementen [GréBenarten (n< N)] aus den C; gekennzeichnet durch 
die Eigenschaft, daB sich jedes Element der Gruppe in der Form 


X = BY... B," 


eindeutig mit ganzzahligen x; darstellen laBt. Wir bezeichenen diese Aus- 
wahl aus den C; mit B;. Die Eindeutigkeit tritt genau dann ein, wenn 


1 Man kann die Grundaussage 7 auch aufrechterhalten, wenn bei einer anderen 
Betrachtungsweise auf Grundaussage 5 verzichtet werden wird (z.B. rx R= 
—§x~yr). Dann gelten auch Produkte mit verschiedener Reihenfolge als ver- 
schieden. In der vorliegenden Arbeit ist davon noch nicht die Rede (vgl. jedoch 
Hinweis in Ziffer 17). 

* Hecke, E.: Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. II. Leipzig 1923. 

3 Es ist also nicht wie bei einer Drehungsgruppe, wo man bei m-facher Drehung 
um den Winkel 22/m zur Identitat gelangt, wo fiir beliebiges ganzzahliges 7 
also -A™+t — A* ist. 

4 ,,Frei“ hei®t eine nicht-ABELsche oder ABELsche Gruppe mit endlich vielen 
Erzeugenden, wenn sich jedes Element X eindeutig in die Gestalt 


X = CT Cet... 6S" 


bringen laBt, deshalb, weil zwischen den C; keine Relationen bestehen. Bei dieser 
Darstellung gelten (bei nicht-ABELschen Gruppen) andere Reihenfolge der C; als 
verschieden. 

Bei Apetschen Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden, die so beschaffen 
sind, daB sich jedes Element C eindeutig in die Gestalt 


X = By" BF... B& 


bringen laBt, spricht man von einer freien (Asetschen) Gruppe aus » unabhangigen 
Erzeugenden. Die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle. Die B; sind eine Basis, 
weil zwischen ihnen keine Relationen bestehen. Ebenso wie bei Zahlen bedeutet 
B* so viel wie B- B+ B... B mit der Faktorenanzahl a, wenn « >0O, und so viel 


wie 1/Bl*|, wenn «<0, und schlieBlich ist Bo — (1). Mit einer solchen Gruppe haben 
wir es bei den GréBenarten zu tun. 
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keines unter den C; durch die iibrigen ausgedriickt werden kann. Es 
handelt sich dann um ,,unabhdngige Erzeugende“, deren Anzahl mit 
bezeichnet wird. Wenn im folgenden von einer ,,Basis“’ gesprochen 
wird, so ist stets ein ,,Basissystem der ganzen Gruppe‘ gemeint. Die 
Elemente einer Basis werden von nun an mit B, bezeichnet. 

Bei Anwendungen auf GréSenarten nennt man die B; ,,GrundgréBen- 
arten’‘, die Produkte aus den BY wollen wir ,,Dimensionsprodukte'‘ 
nennen und die «,; ,,Dimensionen relativ zu den GrundgréBenarten B;*. 
. Es gilt der mathematische Lehrsatz: ,,Eine Gruppe, die den Axiomen 
1 bis 7 geniigt, besitzt mindestens eine Basis B, ... B,; dabei ist n< N.“ 

Ferner gilt: Fiir »=1 gibt es genau zwei Basen, namlich B, und 
B;+. Fiir » >1 gibt es unendlich viele gleichwertige Basissysteme (siehe 
Ziffer 8). 

Ein Basissystem verhalt sich zu einer Gruppe gerade so, wie ein 
System von » linear unabhangigen Grundvektoren zu einem -dimen- 
sionalen Punktgitter. Zwar werden die GréBenarten multiplikativ ver- 
kniipft, jedoch die Dimensionen (vgl. Ziffer 5), ebenso wie die Vektoren 
eines Punktgitters additiv. (Nadheres siehe Ziffer 9.) 

Die Anzahl x der Basiselemente pflegt man den ,,Rang‘“‘, gelegentlich 
auch die ,,Dimension™ der Gruppe zu nennen. 

Unter einer Untergruppe versteht man eine Auswahl von Elementen 
der Gruppe, fiir deren Verkniipfung auch alle Axiome der ganzen Gruppe 
gelten. Jede Gesamtheit von Elementen, die aus einem Teil der » 
Basiselemente erzeugt wird, ist ein (spezielles) Beispiel einer solchen 
Untergruppe. 


6. Die Gréfenarten als freie ABELSche Gruppe. 


In Tabelle 1 sind die Verkniipfungen zwischen den physikalischen 
 Begriffen zusammengestellt. Keine der dortigen Gleichungen diirfte 
den Widerspruch eines Physikers finden. 

An Hand der Tabelle 1 kann man sich davon iiberzeugen, daB alle 
Verkniipfungen zwischen verschiedenen GréBenarten den in Ziffer 4 
formulierten Grundaussagen tatsdchlich geniigen. 

Alle Gleichungen in Spalte 2 sind Gleichungen zwischen GroBen- 
arten im Sinne von Ziffer 2. Durch keine dieser Gleichungen wird, wie 
schon betont, ein Naturgesetz ausgesprochen. Es handelt sich vielmehr 
ausschlieBlich um definitorische Verkniipfungen zwischen den Begriffen. 
Naturgesetze werden mit Hilfe der vorher definierten Begriffe ausge- 
sprochen, diirfen aber in den Definitionsgleichungen der Begriffe nicht 
vorkommen. Die Ausdrucksweise ,,definitorische Verkntipfung’ ist 
gewahlt, weil durch A - B=C entweder A durch B und C, oder B 
durch A und C, oder C durch A und B definiert werden kann. Keine 
dieser drei Méglichkeiten ist vor der anderen ausgezeichnet. 
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Tabelle 1. GrdBenarten und ihre Verkniipfungen. 


Anzahl 


P 5 Rich- 
i Verkniipfungs- der | Dimensions- exe 
GréBenart und Bezeichnung gleichung decal produkt ae 


| Zeichen 


a) Geometrie (Vektorraum). 


Ldnge (Fahrstrahl) / i v 
Flache (orientiert) / - ae bes LCT 2 pu 
Volumen (aus Dreibein) vol . . | rol = f +1 | P p— 
Winkel (q) - L=(@) < 1 (1) | pv 
b) Kinematik 
Zeit t ! t = 
Geschwindigkert.§) : + 29.5 . b—w-t 2 ii v 
Beschleunigung h. . : p=b-t 1 if i 
Geschwindigkeitspotential 0, : G=v7-s 1 je 
Frequenz » . . Bhat (1) =yv-t 1 got ~ 
Winkelgeschwindigkeit tw ifn (y) = -? 1 e pu 
Winkelbeschleunigung Ti een os to = 10-t { = pu 
vp=wrxil | oO 
c) Mechanik (ohne Gravitation). 

Energie E E == 
Impuls p E=p»pv 2 iAIiE t 
Karatt. 5". : y— st i ee 3) i 
Trage Masse m;, b= m,,°D 1 ad all = 
Wirkung S S=£+% 1 1E i 
Leistung N ; E=WN-t 1 fA - 
Drehmoment St. RM=ix fF 1 E po 
Drehimpuls Jt N=Iixyp 1 té pv 
Tragheitsmoment J . M = J +w 1 SE Zi 
Dichte 09. m,, = 0+ vol 1 reAeE p- 
Normaldruck p. R= >p-f i. J de = pt 
Energiedichte w E =w- vol 1 i = ~p— 
Energiestrom F E=E-:i 1 iE 
Energiestromdichte © . E=©6*f 1 fA1£ pu 

E= +1 0 | 

E = p- vol Oe st 

E = M- (¢) 0 

me = b . | 0 ' 

N=R-v 0 

R= M-t Oo | 

N= /]J-w o | 

d) Elektrizitat 

Elektrische Ladung! Q O ie 
Elektrische Spannung U. . . . B= 0-7 2 &O- 
Elektrisches Moment m, m, = Q-1 1 iQ hi 
Elektrische Verschiebung? > ' O = > -} 1 120 pu 
Elektrische Raumladungsdichte 0¢ Q = 09° vol 1 ve QO p— 


} Elektrische Ladung Q und elektrischer Influenzflug W sind die 
GréBenart. 
2 Elektrische Verschiebung # und Flachendichte der el 


i ektrischen Ladung 
sind die gleiche GréB®enart. 
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Tabelle I. (Fortsetzung.) 


Anzahl 


GréBenart und Bezeichnung Ss ag der Dimensions- om 
eichung neuen rodukt . 
; ¥ Zeichen aoe charakter 


Elektrische Stromstarke J. . . | Q=I-t ge t10 a 
fElektrische Stromlange€ . ..| G=TJ:/ { Trt v 
Stromdichte7 .. . S us| Gee pe 1 eh ee OU el ae 
Elektrischer SpannungsstoB S.. | S.=U-:t 1 fot) 
Elektrische Feldstarke © U=€:1 ! izgot | oy 
_ Kapazitat C C= CT 1 |e 
Influenzkonstante ...| D=aE 1 EA Ole p= 
Elektrischer WiderstandR ..| U=R-I 1 th.Qe* — 
Elektrischer Leitwert G . . Deer ee tT AR eed eh 2 — 
Elektrische Leitfahigkeit x P= ees 1 PA BON 
Spezifische Ladung (e/m;,) . Q = (e/mz,) Me, 1 PEON 
Selbstinduktion L ; SA 1 EEO ~- 
n= € 0 
| D=zt 0 
| ¥=prd (6) 
| ©=7- vol @ 
€=Q-pb 0 
m, = D- vol 6) 
ip Cs ) 
at 5 ) 
w=D-E 0 
See Chery 0 
e) Magnetismus 
Magnetische Polstdrke} P P — 
-Magnetische Spannung V ... B= PV 2 Pas — 
Magnetisches Moment m,,- - - | M,.,— P-/ 1 IP bo as 
Magnetische Induktion? 8 . . P=} 1 bee pu 
Magnetische Volumendichte 9,,. P= p90! 1 LP p 
Magnetische InduktionsfluB- 
guderang (Strom) 7,, .< . feet fe) 1 ee _ 
Magnetische Stromlange €,, . . | ©,,=J,,°/ 1 ae a v 
Magnetische Stromdichte (B= Vie on ie 1 Uaeiee we pv 
Magnetischer SpannungsstoB S,, | S,—=—V-t 1 yc 
Magnetische Feldstarke § . A ea | 4 (eS ere v 
Magnetische Kapazitat* C,, 1p er ay | 1 EAP = 
Induktionskonstante si Pi pia 5) 1 is ae ig po — 
R = P- Ae) O 
he, GL ) 
Im = Om’? 0 
C7, VO. O 
C= PF op 0 
Hina Davo | 0 


1 Magnetische Polstarke P und magnetischer Induktionsflu8 ® quer durch 
einen Stabmagneten sind die gleiche GréBenart. 

2 Magnetische Induktion 8 und Flachendichte der magnetischen Polstarke 
sind die gleiche GréBenart. 

3 Das Reziproke der magnetischen Kapazitat wird in der Elektrotechnik ,,ma- 
gnetischer Widerstand‘‘ genannt. Dieser ist aber nicht das magnetische Analogon 
des elektrischen Widerstandes. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 20 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 


Rich- 


; Verkniipfungs- Dimensions- 4 
GréGenart und Bezeichnung | pe ew, even produkt Pen? 
| IC. 
in; = 8° Oo | 
pe 024 
w= B ° 9) 0 
5 =P So 
-1 E-1 i nad 
Elektromagnetische Verkettung y P=y¥-S, 1 ae tes ba 
Elektromagnetische Strahlungs- pine 
cone tt SL lee = 2H 1 SE Os PS 
Elektromagnetische Mengen- oan 
produktion Hk A. «0, =. » Lee Oa 1 : 
Elektromagnetischer Wellen- 
widerstand Z . S=z- 5 1 QP 
Q=7" Sm 0 
1 =—=y" U 0 
IT=y-V 0 
Hem=y"S 0 
S= y - ‘3! 0 
P=2-9 0 
f) Gravitation. 
Schwere Masse (,,Gravitations- 
ladung*) m, ms 
Gravitationspotential ®, . ..| E=m,-®, 2 E m3" — 
Gravitationsfeldstarke G . | . R= m,- GB 1 12 Em; v 
Flachendichte der Masse F. . . m, = F,-f 1 I-2 m, pu 
Gravitationskonstante y,. . . . © =y,* F, 1 LE m3" i p— 
0 W-/ 0 
gz) Warme 
Temperatur T r 
Warmekapazitat Cy, ..... en 2 Re 
Spezifische Warmec .... . Cae cw 1 | ETOm> a 
oT ee 5 is 
Temperaturgradient _ tae a 1 al “4 1 (AF v 
cl 
= RG P 
Warmeleitfahigkeit 2 . . . . . & = A*— ; 1 jAeciE T- p 
C 


Gleichungen, neben denen in Spalte 3 die Zahl 0 steht, sind selbst- - 
verstandliche Folgerungen aus vorher vorkommenden Gleichungen. 

Gleichungen, neben denen in Spalte 3 die Zahl 1 steht, sind Defi- 
nittonsgletchungen fiir eine GréBenart und zwar diejenige, welche in 
Spalte 1 angegeben ist. 

Gleichungen, neben denen in Spalte 3 die Zahl 2 steht, machen 
die Einfiihrung einer GrundgréBenart notwendig. 

Bei der Betrachtung der Tabelle beschranken wir uns zunachst auf die Ab- 


schnitte a), b), c), also auf die GréBenarten der Mechanik. Dann iiberzeugen wir 
uns anschlieBend, daB die gleichen Aussagen unverandert auch fir die ibrigen 
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_Abschnitte der Tabelle gelten. Die Gleichungen in Spalte 2 haben samtlich die 
Form A+ B=C oder A+ B=(1) oder A+ (1) =At (Grundaussage 1, 2, 3). Da 
mindestens eve GréBenart bereits eingefiihrt sein muB bevor man mit Hilfe von 
A-+-B=C weiterdefinieren kann, etwa durch 4-4 —B (usw.), ist klar, daB es 
eine oder mehrere GrdBenarten geben muB, die bereits definiert sein miissen, 
bevor man mit Hilfe von Schritten der Art A - B= C weiterdefinieren kann. Wenn 

es gerade m GréBenarten gibt, die nicht mit Hilfe der Grundaussage 1 und der 
Grundaussage 3 aus bereits definierten abgeleitet werden kénnen, so besitzt die 
Gruppe ” unabhdngige Erzeugende, also eine Basis, die aus » Elementen besteht 

_ (nw GrundgréBenarten). 

Grundaussage 4 ist fiir GréSenarten ohne weiteres klar. Grundaussage 5 muB 
besonders beachtet werden. Wir erhalten die freie ABELsche Gruppe nur, wenn 
wir das Wort ,,GréBenart** so definieren, daB Kraft - Weg und Weg - Kraft 
die gleiche GréBenart sind. Wir beriicksichtigen also nur die darin enthaltenen 
Faktoren ohne Beachtung der Reihenfolge. Was wir als GréBenart definieren, 
macht also keinen Unterschied zwischen Arbeit und Drehmoment}. 

Es 14B8t sich keine GréBenart angeben, die A™+*= A? ist (Grundaussage 6). 
DaB die Gruppe der GréBenarten nur endlich viele Erzeugende benétigt (Grund- 
aussage 7) wird der Erfahrung entnommen. Die Giiltigkeit der Grundaussagen 
(Axiome) ist damit fiir GréBenarten der Mechanik (Tabelle 1a, b, c) festgestellt. 
Auf diesem Teilgebiet stimmen die Ansichten aller Physiker mit den in dieser 
Arbeit gemachten Aussagen vollkommen iiberein. 


Wenn man nun auch Tabelle 1d—g betrachtet, erkennt man, daB 
— genau wie in Tabelle 1a, b, c — alle Begriffe durch Gleichungen der 
Form A - B=C verkniipft werden. In jedem neuen Unterabschnitt d 
bis g wird ei# neues unabhdngiges Element erforderlich. Es besteht 
daher keine Veranlassung, Abanderungen des Axiomensystems in Be- 
_ tracht zu ziehen. Dies weicht von der bisherigen Ansicht vieler Physiker 
ab. Durch Tabelle 1 ist die Giiltigkeit des Axiomensystems fiir alle 
Gr6éBenarten erwiesen. Alle Gréfenarten, also nicht nur die der Mechanik, 
bilden eine freie ABELsche Gruppe. Daher kénnen mathematische Satze 
(Ziffer 8), die fiir solche Gruppen gelten, auf GréSenarten, die Begriffe 
ohne Zahlenwert sind, angewendet werden. 


7. Basissysteme fiir die Gruppe der Grofenarten. 


Unsere nachste Aufgabe ist die Bestimmung der Anzahl n der 
erforderlichen Basiselemente und Angabe eines Basissystems fiir die 
GréBenarten. 

Unter den Gleichungen von der Form A - B =C in Tabelle 1, Spalte 2, 
miissen wir, wie schon in Ziffer 6 erwahnt, drei Arten von Gleichungen 


+ Diese Gleichungen, die der Grundaussage 1, 2, 3 entsprechen, kann man 
in der Form A- B=C zusammenfassen, wenn man fiir A oder B oder C aus- 
 driicklich auch (1) zulaBt. In diesem Sinn ist im folgenden stets nur A BoC 
geschrieben. 

1 In spateren Betrachtungen werden wir Arbeit und Drehmoment als verschie- 
dene ,,RichtungsgréBenarten‘ unterscheiden. Fiir deren Verkniipfung gilt das 
kommutative Gesetz nicht mehr allgemein (bei ,,GréBen‘' nur fiir den Betrag, 

- nicht mehr fiir das Vorzeichen). 


26* 
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unterscheiden. Insbesondere gibt es ,,selbstverstandliche‘ Gleichungen, 
in denen lauter bereits definierte GréBenarten vorkommen, also 0 neue 
GroBenarten (vgl. Spalte 3). Man kénnte sie weglassen oder ihre Anzahl 
vermehren, ohne daB dadurch weniger oder mehr ausgesagt wiirde. 
Sie sind daher fiir die weitere Betrachtung auszuschalten. 

Die Anzahl n der Basiselemente erhalten wir, indem wir die Anzahl G 
der verbleibenden Gleichungen von der Anzahl Z der darin vorkom- 
menden Zeichen (GréBenarten) abziehen. Es gilt! also 


n=Z—G. 


Zum Beweis itberlegen wir folgendes: Durch Hinzufiigen von Glei- 
chungen, in denen eine newe GroBenart vorkommt und zwet, die schon 
vorher definiert sind (normale Definitionsgleichungen), wird die Anzahl 
der Basiselemente nicht vermehrt, denn Z und G wachsen um 1. | 
Gleichungen, in denen zwei neue GréBenarten und nur ere bereits 
vorgekommene, also schon definierte Gr6éBenart, enthalten sind, stehen 
in den Abschnitten a bis g der Tabelle 1 jeweils in der ersten Zeile. 
Beim Hinzufiigen jeder solchen Gleichung wachst Z um 2, G um 1. 
Basiselemente sind also solche, die sicht definiert werden kénnen aus 
A+B=C, wo zwei davon in den vorausgehenden Gleichungen schon 
vorgekommen sind. Eine davon ist vielmehr als GrundgréBenart ein- 
zufihren. 

Wir wahlen von den beiden in der jeweils ersten Zeile des Ab- 
schnitts a bis g der Tabelle 1 erstmalig vorkommenden GréBenarten 
willkiirlich die eine und erhalten so ein Basissystem. Fiir die Gesamtheit 
der heute bekannten Grdfenarten bilden also die folgenden ein Basis- 
system: Linge, Zeit, Energie, elektrische Ladung, magnetischer FluB, 
schwere Masse und Temperatur?. 

Wir hatten genau so gut den anderen Faktor wahlen kénnen und hatten dann 
das folgende Basissystem erhalten: Lange, Geschwindigkeit, Impuls, elektrische 
Spannung, magnetische Spannung, Gravitationspotential und Warmekapazitat. 
Welche GréBenarten in das Basissystem gelangen, hangt auch noch von der Reihen- 
folge ab, in der die Verkniipfungsgleichungen in Tabelle 1 aufgefiihrt sind. 

Die Bedingung, wann » voneinander unabhdngige, sonst aber be- 
liebige Elemente auch eine Basis bilden und wann nicht, wird in Ziffer 8 
behandelt werden. 


' Diese Beziehung wird nicht gestért, wenn die gieiche GréBenart in zwei 
Definitionsgleichungen mit zwei verschiedenen Bezeichnungen eingefiihrt wird, 
weil dadurch sowohl Z als auch G um 2 zunimmt, oder wenn eine GréSenart in 
zwei oder mehr ,, RichtungsgréBenarten‘* aufgespalien wird (Ziffer 17), von denen 
etwa die eine ein Skalar, die andere ein Vektor oder Pseudovektor ist (Beispiel: 
Arbeit und Drehmoment oder Zahl und Winkel). 

2 Es sei darauf hingewiesen, daB in diesem in Tabelle 1, Spalte 4 gebrauchten 


Basissystem allein die Lange (Fahrstrahl) ein Vektor ist, wahrend alle iibrigen 
Skalare sind. 


awyet 
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Sobald die Definitionsgleichungen der Tabelle 1a bis g niederge- 
schrieben und anerkannt sind, liegt die Anzahl der darin enthaltenen 
Basiselemente eindeutig fest. Im Abschnitt a kommen nur GréBenarten 
vor, die zur Geometrie gehéren. Dafiir ist e’ Basiselement erforderlich. 
Bei Hinzunahme der Kinematik bendtigt man zwei, bei Hinzunahme 


_der Mechanik (ohne Gravitation) drei Basiselemente, bei Hinzunahme 


der Elektrizitat vier, des Magnetismus fiinf, der Gravitation sechs, der 
Warme sieben. 

Die in Tabelle 2 vor- Tabelle 2. 
kommenden Gr6Ben- 


. : | Zahl der 
arten bilden also eine Gebiet | erforderlichen 
J Basiselemente 
Gruppe, deren Basis aus 


7 Basiselementen besteht. 3 | Gasmete P 
Die zu Tabelle1abisc obige(s) Gebiet(e) | Kinematik 


- einschlieBlich 
oder Tabelle 1 a bis e ge- epery Mechanik ; 
hérenden Gr68enarten (ohne Gravitation) 
bilden Untergruppen der > Elektrizitat 4 
oe Magnetismus 5 
_gesamten Gruppe. ‘i anor Cats 6 
Neue Gebiete, z. B. : Warme 7 


auch Einbeziehung der 
physiologisch bewerteten Licht- und Schallstrahlung (Photometrie, 
Phonometrie), die in Tabelle 1 nicht aufgenommen sind, erfordern 7e 
ein neues Basiselement. 


8. Mathematischer Satz iiber Basissysteme. 
. Ein Basissystem (eine ,,Basis‘‘) ist, wie erwahnt, eine Gesamtheit 
von Elementen B,,..., B,, von der Art, daB sich daraus jedes Element X 
der Gruppe mit ganzzahligen Exponenten eindeutig in der Form 
X = BY Bz’... By” 
ausdrticken ]aBt. 


Unmittelbar aus dem Begriff der Basis folgt der mathematische Satz: 
Wenn B,,..., B, eine Basis ist, so bilden die Elemente 


B, = By Byi2... Byin (4) 
dann und nur dann auch eine Basis der ganzen Gruppe, wenn sich die B, 
wieder aus den B; mit ganzzahligen Exponenten d,, kombinieren lassen: 
B, = Bim By... By”. 
Es ist dann Det (c;,) = Det (d,;) = + 1. 


Das ist gleichwertig mit der Forderung, daB sich alle Elemente (GréBenarten) 
durch wiederholte Anwendung der Axiome 1, 2 und 3 in endlich vielen Schritten 


390 R. FLEISCHMANN: 


erzeugen lassen. Bei dieser Methode kénnen also nur ganzzahlige Exponenten auf- 
treten. 

Beispiel: Wir wollen uns zunachst auf die Untergruppe Mechanik (ohne Gravi- 
tation) beschranken (Tabelle 1a, b, c). Dafiir ist Lange 1, Masse m, Zeit t ein Basis- 
system. Mit Hilfe des obigen Satzes kann man zeigen, daB die folgenden: Impuls p, 
Energie E, Wirkung S ebenfalls eine Basis fiir dieses Teilgebiet (Untergruppe) 
sind. Dazu driicken wir diese GréBenarten durch /, m, t aus. 


b = P mi ae 1 1—1 
E = [2 m' t-? also Det (c;,)=|2 1—2;=—1. 
S=P mt reget Oe 


Wir betrachten die Umkehrung: 


Phe Find Cate —1 Oo 4 
mapezast, also Det (dz )) = 2—1 O;=—1. 
t =p E-1S1 o—1 1 


Ebenso zeigt man, daB Lange, Masse, Zeit eine Basis ist, wenn Lange, Energie, 
Zeit eine solche ist und umgekehrt. Dagegen ist Flache, Masse, Zeit keine Basis. 
Man kann namlich mit Hilfe der Axiome nicht von der Flache zur Lange gelangen. 
Weitere Beispiele folgen in Ziffer 10 (Tabelle 3) und Ziffer 11. Dort werden sieben- 

reihige Determinanten bendtigt. : 


9. Vergleich mit einem Punkigitter. 


Die besondere Auszeichnung der Basissysteme kann man sich geo- 
metrisch klar machen durch eine Analogie zu Elementarzellen von 
Punktgittern. 


Ein Basissystem verhalt sich zu einer Gruppe wie die Grundvektoren eines 
Punktgitters zu allen Vektoren, die vom gemeinsamen Ausgangspunkt der Grund- 
vektoren zu allen Gitterpunkten gezogen werden kénnen. Wir vergleichen die 
Vektoren zu den Punkten eines dreidimensionalen Punktgitters mit der Gesamt- 
heit der GréBenarten im Fall von drei unabhangigen GrundgréBenarten (Mechanik). 
Die Grundvektoren (Translationen) a,, dg, a; ... spannen eine ,,Zelle des raum- 
lichen Punktgitters auf. Der Zelle kann je ein Gitterpunkt, etwa der Eckpunkt 
unten, vorne, rechts eindeutig zugeordnet werden. Man kann nun andere Grund- 
vektoren (Translationen) a; c;, a, bilden (Transformation) und fragen, wann 
es mdglich ist, auch jeder daraus gebildeten Zelle genau einen Gitterpunkt zuzu- 
ordnen, Das ist nur méglich, wenn die Det (¢;x) = +1 ist!. Auch hier sorgt die 
Forderung Det (c;,)=-+ 1 dafiir, da8 die Umkehrung der Transformation a, = 
2 t; G; ganzzahlige Koeffizienten bekommt und daB auch deren Det (,) = 1 ist. 
In diesem Fall und nur in diesem ist das Volumen der urspriinglichen und der 
transformierten Zelle gleich groB. 


10. Basissysteme der Mechanik. 


Im Bereich einer freien ABELschen Gruppe, fiir die m >4 ist, gibt 
es unbeschrdnkt viele gleichwertige Basissysteme. Lange, Zeit, Energie 


1 Lave, M. v.: Materiewellen und ihre Interferenzen, S.97. Leipzig: Aka- 
demische Verlagsgesellschaft 1944. 
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bilden, wie gezeigt, ein Basissystem fiir die Untergruppe Mechanik. 
Wir wollen aus den GréBenarten der Mechanik (Tabelle 1a, b, c) einige 
weitere GréBenarten mit heranziehen und in verschiedenen Beispielen 
drei daraus auswahlen, sie durch Lange, Energie, Zeit oder durch 
(J, m, t) als Potenzprodukt ausdriicken und die dabei entstehende Deter- 
_ minante c;, ausrechnen. Wenn sich der Wert -+-4 ergibt, liegt ein Basis- 
system vor (z.B. das bisher meist itbliche Lange, Zeit, Masse). Falls 
sich 0 ergibt, sind die 


- drei GréBenarten von- 
_ einander abhangig, Falls 
sich eine Zahl vom Be- 


Tabelle 3. 


Deter- 
minante 
Betrag 


GréBena rten | 


trag >1 ergibt, z.B. 2, 
3, 4 oder mehr, so bilden 
die GréBenarten keine 
Basis derganzenGruppe yo] 
(hier Untergruppe), ob- 
wohl sie voneinander un- 
abhangig sind. 

Das Ergebnis ist in 
Tabelle3 wiedergegeben. 
Das Vorzeichen der De- 
terminanten hat fiir 
unsere Betrachtungen 
keine Bedeutung, denn 
es dndert sich, wenn 
die Rethenfolge von 
zwei Gr6dBenarten (Zei- 
len der Determinante) 
vertauscht wird. 

Es sei darauf hingewiesen, daB auch ohne Auftreten des Volumens 
die Det =3 sein kann, z.B. bei m N 1. 

Die Tabelle enthalt zehn Beispiele von Basissystemen, fiinf Bei- 
spiele von abhangigen Gré8enarten und neunzehn Beispiele von GrédBen- 
arten, die zwar unabhdngig voneinander sind, aber kein Basissystem 
bilden. 
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Dabei bedeutet: / Lange; ~ Flache; vol Volumen: 
m Masse! ¢ Zeit; p Impuls; E Energie; S Wirkung; 
N Leistung; ®, Geschwindigkeitspotential. 


11. Basissystem fiir die ganze Gruppe. 


Nur wenn die GréBenarten, die einer Basis der ganzen Gruppe 
angehoren, begrifflich bereits definiert sind, ist es wie schon in Ziffer 7 
gesagt, mdglich, alle iibrigen GroBenarten mit ihrer Hilfe durch die 
Grundaussagen 1 bis 3 zu definieren. Ausgehend von der in Ziffer 7 
gefundenen Basis wollen wir einige Beispiele von sieben unabhan- 
gigen GroBenarten aus der ganzen Physik mit Hilfe des in Ziffer 8 
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formulierten Satzes untersuchen und priifen, ob sie eine Basis fiir die | 
ganze Gruppe bilden. 


ee OO Pe te kg es 
Loft m “O Pm, FT Tsasis 
Lt m R P m T Det=2 
Lt m & ft m, I Det=2 
a S Q m,, ™, E/T Basis 


In der ersten Zeile steht die in Ziffer 7 als Basis festgestellte Auswahl 
von GréBenarten. Zeile 2 unterscheidet sich von Zeile 1 nur dadurch, 
daB die Energie durch die Masse ersetzt ist. Man erhalt auch eine 
Basis. In der nachsten Zeile ist die elektrische Ladung durch den elek- 
trischen Widerstand ersetzt. Driickt man diese GréBenarten durch die 
GroBenarten entweder der Basis in Zeile 1 oder der Basis in Zeile 2 
aus und bildet die Determinante, so erhalt man den Betrag 2. Hier 
liegt also kein Basissystem vor. In der nachsten Zeile finden sich die 
GréBenarten, mit deren Hilfe das GAusssche gemischte CGS-System 
aufgebaut ist. Man erhalt die Determinante 2, also halbzahlige Expo- 
nenten (keine Basis). In der letzten Zeile sind die GréBenarten an- 
gegeben, denen die elementaren Naturkonstanten angehéren, namlich 
Lichtgeschwindigkeit, PLANCKsches Wirkungsquantum, elektrische Ele- 
mentarladung, Bonrsches Magneton, Wasserstoffmasse, BOLTZMANN- 
Konstante. Als eine Art elementarer Lange ist die ComMpTON-Wellen- 
lange / hinzuzufiigen. Die zugehérigen GréBenarten, also Lange, Ge- 
schwindigkeit, Wirkung, elektrische Ladung, magnetisches Moment, 
schwere Masse und (Energie/Temperatur) bilden eine Basis. 


12. Ganzzahligkeit der Exponenten und Eindeutigkeit, 
Ubergang zu den bisher iiblichen Dimensionssvstemen. 

Die Forderung ganzzahliger Exponenten ist zunachst eine Frage 
der Zweckmabigkeit. So lange man Systeme von » Elementen (GréBen- 
arten) betrachtet, die  unabhdngige Elemente enthalten (n-reihige 
Determinante + 0), so wiirden sich gebrochene Exponenten durch Zu- 
satzvereinbarungen in mathematischer Hinsicht in eindeutiger Weise 
einfiihren lassen. Man ware allerdings gezwungen, Begriffe wie | Energie 
u. dgl. als a priori gegebene GrundgréBenarten anzuerkennen, was physi- 
kalisch schwierig erscheint. 

Sobald man aber durch willkiirliche Zusatzvereinbarungen versucht, 
die Anzahl m der unabhangigen Basiselemente zu vermindern, indem 
man eine Potenz eines der » Basiselemente mit einem Produkt aus 
den tibrigen (7— 1) Basiselementen oder deren Potenzprodukten durch 
willkiirliche Vereinbarung identifiziert, so geht die Eindeutigkeit ver- 
loren. Dies geschieht aber bis jetzt in allen Dimensionssystemen, die 
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ublicherweise! verwendet werden und zwar bei den Begriffssystemen, 

die den CGS-Systemen zugrunde liegen, an zwei Stellen, beim Volt- 

Ampere-System in der heute meist verwendeten Form an einer Stelle. 

Es handelt sich um Begriffsidentifizierungen, die zu den notwendigen 

definierenden Verkniipfungen der Tabelle 1, Spalte 2 durch Postulat 

_ hinzugenommen werden. Sie sind die Ursache der leidigen Schwierig- 
keiten und nicht die Wahl der MaBeinheiten. 

Im elektrostatischen CGS-System (CGS-E) wird die GréBenart 
elektrische Ladung, die gemaB der Abzahlung der Gleichungen und 
Zeichen in Ziffer 7 als unabhiangiges Basiselement eingefiihrt werden 
muB, durch zusatzliches Postulat als | Energie - Lange oder als Lange - 
Kraft erklart. 


Im magnetischen CGS-System (CGS-M) gilt dieses Zusatzpostulat 
nicht, dafiir gilt aber ein anderes Zusatzpostulat. Es bezieht sich auf 
ein anderes unabhangiges Basiselement und besagt: Der magnetische 
InduktionsfluB (Polstarke) soll mit Energie - Lange oder mit Lange - 
‘Kraft identifiziert werden. Neben diesen in beiden Systemen. ver- 
schiedenen Postulaten wird in beiden Systemen iibereinstimmend auBer- 
dem noch das Produkt aus elektrischer Ladung - magnetischem Induk- 
tionsfluB (Q- P) als identisch mit einer Wirkung, also Energie - Zeit 
postuliert. 

Im Gaussschen CGS-System (CGS-G) werden die ersten beiden 
Zusatzpostulate iibernommen, das dritte, das dem CGS-E und dem 
CGS-M-System gemeinsam ist, aber micht. Die ,,elektromagnetische 
Verkettung‘ y, die eine skalare GréBe ist, und im CGS-E- und im 
CGS-M-System dimensionslos gesetzt wird, fallt im CGS-G-System 
zusammen mit ,,Geschwindigkeit”. 


Im heutigen Volt-Ampere-System wird das dritte Postulat «ber- 
nommen}, die beiden anderen aber nicht. Zu den gemaB Tabelle 1, 
Spalte 2 als Begriffsdefinitionen notwendigen Verkniipfungen treten in 
den verschiedenen Systemen also noch die folgenden Zusatzforderungen 
an Energie E, elektrische Ladung Q, magnetische Polstarke P, Lange /, 
Zeit ¢: 


CGS-E-System E-l=0-Q und £-1=Q-P, 
CGS-M-System E-d= P+ P ound. £rt=O-P, 
CGS-G-System E-l=Q°Q. und--E-l=P-P, 


Volt-Ampere-System bisher! E-t= P-Q. 


1 Ausnahme F. Hunp: Einfiihrung in die theoretische Physik, Bd. 2. Leipzig: 
Bibliographisches Institut. Dort wird die elektrische Stromstarke und die magne- 
tische Spannung auseinandergehalten und, was gleichwertig damit ist, der magne- 
tische InduktionsfluB und der elektrische SpannungsstoB. 
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Es sei noch einmal betont, daB diese Gleichungen Postulate beziiglich 
der begrifflichen Verkniipfung darstellen und keine Frage der frei wahl- 
baren Einheiten sind. Man kann die Zusatzforderungen auch so aus- 
driicken, daB man sagt: Der Quotient aus beiden Seiten wird als 
dimensionslos erklart. Mit diesen Quotienten kann jedes Dimensions- 
produkt in dem zugehdrigen System (nicht aber in den anderen) multi- 
pliziert und dividiert werden, ohne daB sich dort etwas dndert. Die 
verschiedenen Dimensionssysteme sind also aufeinander nicht eindeutig 
abbildbar. Dies ist die Ursache der leidigen Schwierigkeiten. 

Die Stérung entsteht also nicht ohne weiteres durch das Vorkommen 
gebrochener Dimensionsexponenten, sondern erst dadurch, da8 man 
mit Hilfe gebrochener Exponenten einen unabhdngigen Begriff za einem 
abhdngigen macht und damit eine Vieldeutigkeit der Begriffe hervorruft. 
Daher muB man verlangen: Es sollen keine Zusatzforderungen neben 
den Verkniipfungsgleichungen der Tabelle 1, Spalte 2 zugelassen werden. 
Damit wird die begriffliche Mehrdeutigkeit beseitigt. 


13. Die elektromagnetische V erkettung y. 

Eine besondere Rolle bei der Beseitigung des begrifflichen Durch- 
einanders und der Schaffung eindeutiger Zusammenhange spielt die 
,elektromagnetische Verkettung™. 

Eine GréBenart kann eindeutig nur durch eine Gleichung definiert 
werden, nicht gleichzeitig durch zwei verschiedene. Die elektrische 
Stromstarke ist definiert durch J = Q/t. Die magnetische Spannung ist 
definiert durch V =E£/P. Die Unabhangigkeit der elektrischen und 
magnetischen GréBenarten Q und P folgt aus der Abzahlung der 
Gleichungen aus Tabelle 1. Die elektrische Stromstarke ist eine elek- 
trische GréBenart, in ihrer Definitionsgleichung kommt die elektrische 
GrundgréBenart Q (elektrische Ladung) vor. Die magnetische Spannung 
(V = fd) ist eine magnetische GréBenart, in ihrer Definitions- 
gleichung kommt die magnetische GrundgréBenart P (magnetische Pol- 
stirke, magnetischer Induktionsflu8) vor. Von OrstED wurde entdeckt, 
daB eine elektrische Stromstirke mit einem magnetischen Feld ver- 
kettet ist. Mit den heute tiblichen Worten und Begriffen kénnen wir 
sagen: Die 1m Draht vorhandene elektrische Stromstarke und die auf 
allen den Draht aufen umfassenden geschlossenen Linien vorhandene 
magnetische Spannung sind einander streng proportional. Um diese 
Aussage auszusprechen, bendtigt man den Begriff (die GréBenart) 
elektrische Stromstarke und den anderen Begriff (die GréBenart) magne- 
tische Spannung. Der Quotient (im Sinne von Ziffer 2) aus diesen beiden 
verschiedenen GréBenarten ist die GréBenart elektromagnetische Ver- 
kettung y. Sie ist ebenfalls ein Begriff. Das zugehorige, der Erfahrung 
zu entnehmende Naturgesetz lautet: Die elektromagnetische Verkettung 
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hat einen universellen konstanten Wert. Dies ist die Hauptaussage der 
ersten MAXWELtIschen Gleichung!. 

Im Gaussschen CGS-System ist die begriffliche (dimensionelle) Ver- 
schiedenheit von elektrischer Stromstirke und magnetischer Spannung 
anerkannt. Die elektromagnetische Verkettung y besitzt im Gauss- 
-schen System den Wert 3-10! und hat dort die Benennung cm/sec. 
Da E, Q, P, U, V skalare Gr6éBen sind, ist sie als Quotient aus skalaren 
GréBen selbst ein Skalay und schon aus diesem Grunde nicht identisch 
mit einer ,,Geschwindigkeit’‘. Vom Standpunkt unseres Basissystems 
aus betrachtet, ist ihre Dimension 


\( -elektrische Ladung (eee InduktionsfluB 
elektrische Spannung magnetische Spannung 


Zeit 


eat Q 
- Heine 


Auf Grund der oben angefiihrten Identifizierungen von verschiedenen 
Begriffen wird diese Wurzel im CGS-G-System mit einer Lange identi- 
fiziert, wie man durch Einsetzen sieht. Die im Gaussschen CGS-S ystem 
(CGS-G) haéufig aujtretende ,,MaBsystemkonstante“ c ist die skalare Grofe 
,,eleRtromagnetische Verkettung’’, nicht der Vektor ,,Lichtgeschwindigheit’. 
An welcher Stelle in den im Gavussschen System giiltigen Formeln c 
das eine oder das andere bedeutet, muB im Einzelfall untersucht werden. 


(Uber die Stellung des Faktors 4a in den CGS-Systemen vel. Ziffer 16.) 


Im heutigen Volt-Ampere-System wird haufig elektrische Strom- 
starke und magnetische Spannung identifiziert (,,Ampere“ mit ,,Am- 
perewindung“‘)?. Halt man diese beiden Begriffe auseinander und 
beachtet, daB im Sinne der Definitionsgleichungen von Tabelle 1, 
Spalte 2 daraus die begriffliche Unterscheidung zwischen dem magneti- 
schen InduktionsfluB (im einem Eisenring) und dem elektrischen Span- 
nungsstoB, der beim Aufheben des magnetischen Flusses in einer Draht- 
windung entsteht, die den magnetischen FluB im Aufenraum umfaBt, 
so ist man zu dem eindeutigen Begriffssystem* der Tabelle 1 gelangt *. 


1 Uber das stets gemeinsame Auftreten der elektromagnetischen Verkettung 
und der Windungszahl vgl. Ziffer 16. 

2 Vgl. Eucen Bopga: Grorais rationales MKS-MaBsystem mit Dimensions- 
koharenz fiir Mechanik, Elektromagnetik, Thermik und Atomistik, fundiert auf 
KALANTAROFFs (LTQ®)-System. Basel: Birkhauser 1949. 

3 In diesem ist das in Ziffer 12 zitierte Biichlein von F. Hunp geschrieben. 

4 Die von manchen Physikern verwendete ,,Erregung“‘ - J/l ist eine elektrische 
GréBenart und ist begrifflich identisch mit dem sog. elektrischen ,,Strombelag*. 
Sie ist diejenige elektrische GréBe, die der magnetischen Feldstarke nach den 


my “ee ni 
MaxweEttschen Gleichungen zugeordnet ist. Strombelag (,,Erregung ) F | magne- 


tische Feldstarke 5 =,,elektromagnetische Verkettung‘' y. Man iberzeugt sich 
leicht durch Einsetzen der Dimensionsprodukte aus Tabelle 1, daB die GréBe B 
in der Gleichung =I 1x’ eine elektrische GroBe ist und %/y entspricht. In 
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14. Quantitits- und Intensitatsgrofen. 


Manche Physiker finden es zweckmaBig, Quantitats- und Intensitatsgr6Ben 
zu unterscheiden. QuantitdtsgroéBen sollen solche sein, die gleich der Summe ihrer 
Teile sind, das soll heiGen: Wenn n gleiche nebeneinander gelegt werden k6nnen, 
so sollen sie beim Zusammenlegen immer das n-fache des Einzelwertes ergeben. 
Beispiel: Elektrische Ladung. 

GréBen dagegen, die wie die elektrische Feldstarke einer kontinuierlichen 
Anderung fahig sind, aber nicht als Summe von nebeneinanderlegbaren Teilen auf- 
gefaBt werden kénnen, sollen Intensitdtsgrofen genannt werden. GroBen wie der 
elektrische Widerstand, der aus einem Quotient IntensitatsgréBe/ QuantitatsgroBe 
entsteht (oder ihr reziprokes) sollen Widerstandsgroéfen heiBen. Das Produkt aus 
einer Quantitats- und einer IntensitatsgréBe gibt eine Energie oder etwas, das 
mit Hilfe von Lange und Zeit daraus abgeleitet werden kann. 

Im AnschluB an Tabelle 1, Spalte 4, kann man die Einteilung auch so treffen, 
daB man sagt: GréBenarten, deren Dimension Q* enthilt, sollen elektrische Quan- 
titétseroBen genannt werden. Solche, die Q-1 enthalten, elektrische Intensitdats- 
gréBen, die Q? enthalten, elektrische WiderstandsgréBen, weiter solche, die P? 
enthalten, magnetische QuantitdtsgréBen, die P-1 enthalten magnetische Intensitats- 
groBen, die -P? enthalten magnetische WiderstandsgréBen. 

Es sei darauf hingewiesen, daB dann y den Quotienten aus einer Intensitats- 
und Quantitatsgr6Be darstellt, deren eine elektrischer, deren andere magnetischer 
Art ist. Ich halte die Einteilung in Intensitats- und QuantitadtsgréBen fiir tiber- 
fliissig, wollte sie aber nicht tibergehen. 


15. Speztalisierung auf Einheiten und Groen. 


Wir haben uns bisher nur mit GréBenarten befaBt (also mit Be- 
griffen) und zwar hauptsachlich mit deren Definition und mit der wechsel- 
seitigen Abhangigkeit und Unabhangigkeit dieser Begriffsdefinitionen. 
Das sind Fragen, die von der Wahl der Einheiten unabhdngig sind. 

Wir gehen einen Schritt weiter zum Spezielleren und wollen von 
bestimmten Langen, bestimmten Zeiten usw. sprechen und zwar soll 
zunachst ein System von Einheiten aufgestellt werden. Wir tun das 
in folgender Weise: 1. Fiir eine Auswahl von » GréBenarten, die zu- 
sammen eine Basis der ganzen Gruppe bilden, setzen wir willkiirlich und 
unabhiangig voneinander je eine reproduzierbare Einheit fest. » ist 
dabei die Anzahl der Basiselemente. 2. Es wird verlangt, daB auch 
fiir die Einheiten die gleichen Verkniipfungen wie fiir GréBenarten 
(Tabelle 1, Spalte 2) gelten sollen. Damit ist fiir jede GréBenart eine 
Einheit eindeutig und rational festgelegt. 

Mit Hilfe dieses Systems von Einheiten laBt sich jede physikalische 
GréBe messen (im Sinn von Ziffer 2), indem man sie in ein Verhaltnis 
setzt zu einer Einheit gleicher GréBenart. 


dem Lehrbuch der Elektrizitat von G. Miz kommt ausschlieBlich die Erregung 
(vy + §) unter der Bezeichnung § vor und die FeldgréBe 8’, die dort leider als 
»magnetische Feldstarke'' bezeichnet wird. Im Sinn der Ziffer 14 ist die Erregung 


eine elektrische QuantitatsgréBe, die magnetische Feldstarke dagegen eine ma- 
gnetische IntensitatsgréBe. 


Die Struktur des physikalischen Begriffssystems. ° 397 


Beispiel: Wir wahlen die spezielle Basis Lange, Zeit, Energie, elektrische Ladung, 
magnetischer Flug, schwere Masse, Temperatur. 

Fur jede dieser GréBenarten wird eine willkiirliche Einheit festgesetzt, z. B. 
1m, 1 sec, 1 Joule, 1 Coulomb, 1 Weber, 1 kg, 1°, so ergeben sich mit Hilfe der 
Gleichungen Tabelle 1, Spalte 2 samtliche iibrigen Einheiten eindeutig und rational?. 

Genau so gut kénnten wir auch als Einheiten festsetzen 1 cm, 1 sec, 7 ere, 
' 1 Ladungseinheit von 1/(3- 10%) Coulomb (diese diirfte aber nicht mit 1 Verg- cm 
identifiziert werden), ferner 1 magnetische FluBeinheit von 107-8 Weber (auch 
diese diirfte nicht mit 1 /erg - cm identifiziert werden) und schlieBlich 1 g und 4°. 
_ Dabei wiirden sich jedoch rationale (42-freie) Einheiten ergeben im Unterschied 
zu den konventionellen CGS-Einheiten. 


Wir gehen weiter zu ,,Gréfen‘‘. Der Einfachheit halber verwenden 
wir fiir GréBen die gleichen Zeichen wie fiir die zugehérigen GréBen- 
arten (bzw. RichtungsgréBenarten*). Eine Gefahr der Verwechslung 
diirfte nicht bestehen. GréBen verschiedener GréBenart sollen durch 
Beziehungen wie in Tabelle 1, Spalte 2 verkniipft sein, jedoch mit der 
MaBgabe, daB es sich um Gleichungen zwischen den zugehérigen Difje- 
rentialen handeln soll. Das bedeutet, daB je eine der GrdéBen links und 
rechts des Gleichheitszeichens als Differential zu betrachten sind. Wenn 
fiir GroBenarten und Einheiten gilt C=A- B, soll fiir GréBen gelten 
dC=A-dB oder dC=B-dA. Der Zusammenhang zwischen GréBen 
kann einen Zahlenfaktor enthalten, der bei.der Integration hereinkommt 
(vgl. die Entstehung des Faktors } durch Integration in Beispiel b). 

Beispiel: a) Fiir GréBenarten gilt E = & - 8, fiir Einheiten soll gelten 
1 Energieeinheit = 1 Krafteinheit-1 Wegeinheit; fir GréBen soll gelten 
aE —& dé. 

b) Fiir GréBenarten gilt E =p-v; p=m-»; fiir Einheiten soll gelten 
4 Energieeinheit = 1 Impulseinheit - 1 Geschwindigkeitseinheit ; fiir Gro- 
Ben soll gelten dE=pdv=mv iwi? ; 

c) Fir GréBenarten gilt E=#- (vol); fiir Einheiten soll gelten 
4 Energieeinheit = 1 Druckeinheit-1 Volumeneinheit; ftir GréBen soll 
gelten dE=p-d (vol) oder dE = (vol) - dp. 

d) Fiir GréGenarten gilt E = Q - U; fir Einheiten soll gelten 1 Ener- 
gieeinheit = 1 Ladungseinheit- 1 Spannungseinheit; fiir GréBen soll 
gelten dE=(Q-dU oder dE=(dQ): U. 


“4 Dabei werden die in Ziffer 16, FuBnote 2 vorgeschlagenen und erwahnten 
Einheiten erhalten aus 


Weber é 
en = 4 V 5 41— —— — ey | bigs 
Coulomb sec 

oule 
ctanainsslclly a Sates Nery Tee 
sec Weber 


~ 


2°Vgl. Ziffer 16. 
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16. Die Grundgleichungen der Elektrizitatslehre. 


Unter Beriicksichtigung der oben ausgefiihrten Gesichtspunkte er- 
halten die Grundgleichungen der Elektrizitatslehre folgende Gestalt ?: 


j+D=yroth, — $=yrotE, 
divD =o, div 8 =0, 
®D — €o & ; 8 — Ho D 
Eglo? = 7", 
Ferner ist 
g=--11IxB=“I1xG, 
v 
w= —{(E-D)+($-B)}, 
C=yExg, 
ypxB _ vx®d 
& _ , 9 y , 
& bzw ws ist eine elektrische, 
Ho bzw + ist eine magnettische, 
y bzw. 2 ist eine elektromagnetische GroBenart. 


Man sieht daraus insbesondere, wo die Lichtgeschwindigkeit ¢ und wo 
die elektromagnetische Verkettung y auftritt. Im Volt-Ampere- 
System ist y=4 Ampere/Amperewindung =1 Weber/Vs, wobei Am- 
pere und Amperewindung bzw. Weber und Voltsekunde nicht mehr 
identifiziert werden darf?. 


1 Vgl. FLEISCHMANN, R.: Z. Naturforschg. 3a, 492 (1948). Dort findet man auch 
die Gleichungen der vierdimensionalen Elektrodynamik. € ,,entspricht‘‘ nicht etwa 
\ Pwd SN 

B, sondern bx® bzw. * x % . ,,entspricht’' nicht etwa D, sondern eat 


: a y Y 

bzw. cxd 

* Ich schlage einstweilen vor, statt des Ausdrucks Amperewindung die Be- 
zeichnung ,,Ampere-magnetisch‘‘ und dafiir die Abkiirzung 1 A,, Zu verwenden. 
Um einen Draht, in dem die elektrische Stromstarke 1 A vorhanden ist, herrscht 
dann eine magnetische Spannung 1 A,,. Weiter schlage ich einstweilen vor, neben 
der international eingefiihrten Bezeichnung 1 Weber als identisch damit zu ge- 
brauchen 1 V,,-s (magnetische Voltsekunde), Dann wird bei Aufhebung eines 
magnetischen Flusses von 1 Weber (identisch 1 V,,s) in einer ihn umschlingenden 
Drahtschleife der elektrische SpannungsstoB 1 Vs induziert. Die Einfiihrung eines 
international zu vereinbarenden Einheitsnamens fiir »Amperewindung’ = A,, und 
,, Weber/sec"* = V,, ist ein vordringliches Bediirfnis. 
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Die Verkettung y tritt stets (ausnahmslos) zusammen mit einer 
Windungszahl », einer unbenannten Zahl, auf und zwar immer in der 
Verbindung (n/y). Das zeigen die folgenden vier Beispiele. 

1. I=(y/n)$$d3. mn ist dabei die Anzahl der Umlaufe im . 
(Mehrfache Umfassung eines stromdurchflossenen Drahtes mit einem 
magnetischen Spannungsmesser.) 

2. = (n/y) I/l. Lange Stromspule mit » Windungen auf der Linge /. 

3. B=(y/n) $ Ede. Mehrfache Umschlingung eines sich andernden 
magnetischen Flusses durch einen Draht (wie beim Transformator). 


4. €= * Zur Spirale gebogener magnetisierter Eisenstab (oder 


-draht) mit » Windungen auf die Lange /. (Nichtiibliches Analogon zu 2.) 
Selbstverstandlich kann auch »=1 sein, besonders in 1. und 3. 
Die obigen Gleichungen sind invariant gegeniiber Anderungen des 

MaBsystems, sie sind daher Gréfengleichungen. Sie gelten in allen 

rationalen Systemen. 

Eine Energie (Energiedichte, Energiestrom usw.) wird erhalten, 
wenn man zwet geeignete elektrische GroBenarten (und zwar Quantitat - 
Intensitat im Sinn der Ziffer 14) oder zwei geeignete magnetische GroBen- 
arten (Quantitat-Intensitat) multipliziert. Ein Produkt aus einer 
elektrischen und einer magnetischen GréBenart mu8 dagegen mit der 
elektromagnetischen Verkettung multipliziert oder dividiert werden, 
bevor Energien usw. entstehen (vgl. oben 8 und © und folgende Zeile). 
Die Stellung von y folgt eimdeutig durch Einsetzen der Dimensionen 
fiir die tibrigen GrdBenarten aus Tabelle1, Spalte 2. 

Fiir nichtrationale Systeme muB8 noch folgender Zusatz gemacht werden: Bei 
nichtrationalen Systemen werden noch zusatzliche GréBen eingefiihrt, die sich 
von bereits eingefiihrten um einen dimensionslosen Zahlenfaktor 47 unterscheiden!. 


Die Gleichungen, die fiir nichtrationale Systeme (CGS-E, CGS-M, CGS-G) giiltig 
sind, erhalt man aus dem Vorstehenden, wenn man 


die folgenden GréBen D B & fy y SDadf fBaf 
DB —& mM vy fDaf [Bat 


4a 47 4m 42 42 4m 4 


ersetzt durch 


17. Skalare, Vektoren, Tensoren; 
Unterscheidung von RichtungsgroBenarten. 


Die Ausfiihrungen der letzten Ziffer 15 iiber GroBen und Einheiten 
sind gemacht auf Grund folgender Forderung: 


1 Der Faktor 42 kommt dadurch herein, daB man durch Definition neben 
(Ladung durch Flacheneinheit) 7, die im Leiter gelten soll, eine davon um den 
Faktor 4 verschiedene (Ladung durch Flacheneinheit) unter dem Namen ,, Ver- 
schiebung‘ gebraucht, die im Nichtleiter verwendet wird. Es wird gesetzt D = 47 n- 
Diese zusdtzliche GréGBendefinition ist eingefiihrt, damit diese Zahl 4% sich 
gegen den Raumwinkel 4% wegkiirzen 14Bt, wo dieser auftritt. 
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Zwischen Einheiten sollen die gleichen Beziehungen bestehen wie 
zwischen GroBenarten. 

Damit gleichwertig ist die Forderung: 

Die Gleichungen sollen GréBengleichungen sein, d.h. sie sollen so 
formuliert sein, daB sie — wenn GréBen, nicht Zahlenwerte eingesetzt 
werden — invariant sind gegeniiber Anderungen des Mafsystems. 

In einer spateren Arbeit wird noch folgende Forderung aufgestellt 
werden: 

Die GréBengleichungen sollen so formuliert sein, daB sie invariant 
sind nicht nur gegeniiber einer Drehung, sondern auch gegeniiber einer 
Spiegelung des (rechtwinkligen) Koordinatensystems. Dies macht er- 
forderlich, die Begriffe aufzuspalten in Skalare, Vektoren usw., je nach 
ihrem ,,Richtungscharakter‘‘ (Transformationscharakter), d.h. je nach- 
dem sie bei der Spiegelungstransformation ihr Vorzeichen andern oder 
nicht. Der Unterschied wird gekennzeichnet durch einen Spiegelungs- 
faktor, der +1 oder — 1 sein kann. Dazu wird eine Unterscheidung zwi- 
schen einem Flachenstiick mit Umlaufssinn (schiefsymmetrischer Tensor) 
und dem darauf senkrecht stehenden Vektor erforderlich, also zwischen 


0 he fig fos ra hi 
ari 0 fos und (fi, fo. fs), wo fs. = hy 
fs1 —fse 0, he a4 hs 


Beim Richtungscharakter (Transformationscharakter) miissen wit 
unterscheiden : 


Tabelle 4 

Bezeichnung Spiegelfaktor Beispiel 
ie Skalare ea es, tee — +4 Energie 
2. Vektoren .. « ¢ scisuA v —1 Lange 
3. Pseudovektoren .. . pv +4 Flache 
4. Pseudoskalare ... . p- 1 Volumen 
5ff. Tensoren (i-ter Stufe) T; Spannungs- 


tensor u. a. 


Der Richtungscharakter ist in Tabelle 1 jeweils in Spalte 5 angegeben. 

Das, was erst durch Angabe sowohl der GréBenart (Dimensions- 
produkt) als auch des Richtungscharakters festgelegt ist, wollen wir 
Richtungsgrobenart’ nennen, Energie = (8, 7) = (2, 8) und Drehmo- 
ment =/ x {= — Mx /sind dann verschiedene ,,RichtungsgréBenarten“. 

Meinem mathematischen Kollegen Prof. Dr. E. Witt danke ich 
herzlich fiir kritische Bemerkungen und die Durchsicht des Manuskripts, 
ebenso danke ich einer gréBeren Zahl von Physikern fiir wertvolle 
Diskussionen, 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 401—415 (1954). 


Quadrupol-Resonanzfrequenzen 
von Cl- und Br-Kernen 
in kristallinem Dichloraithylen und Methylbromid. 


Von 


H. G. DEHMELT und H. KrtGEr, Géttingen. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 29. Januar 1951.) 


In polykristallinem Trans-Dichlorathylen, das sich in der Schwingspule eines 
Pendelriickkopplungsoszillators befand, wurden zwei Absorptionslinien bei 
(35,480 + 0,003) - 10® sec! und bei (27,963-+0,003)-108sec-1 bei einer Tem- 
peratur von 83° K beobachtet. Jede der Linien wird einem der stabilen Chlor- 
isotope zugeordnet und stellt einen Ubergang zwischen zwei Termen dar, deren 
Energiedifferenz durch die Wechselwirkung des Chlorkernquadrupolmoments mit 
dem inhomogenen elektrischen Molekiilfeld gegeben ist. Die Ubergangsfrequenzen 
verschieben sich mit abnehmender Temperatur ein wenig zu gréBeren Werten, 
ohne daB8 sich ihr Verhaltnis andert. Aus dem Verhaltnis beider Frequenzen 
ergibt sich unter der Annahme gleicher Molekilfelder das Verhaltnis der Chlorkern- 
quadrupolmomente: Qcjss/Qcis7 = 1,2688 + 0,0002t. In polykristallinem Methyl- 
bromid wurden bei 83° K die entsprechenden Frequenzen des Br’*-Kerns bei 
(264,45 + 0,03) - 108 sec“! und des Br®!-Kerns bei (220,91 + 0,03) - 108 sec! ge- 
funden. Ihr Verhaltnis gibt bei obiger Annahme das Verhaltnis der Bromkern- 
quadrupolmomente: Qpr7s/Qprst = 1,1970 + 0,0002. 


Evnleitung. 


In den letzten Jahren haben sich unsere Kenntnisse tiber die elek- 
trischen Quadrupolmomente der Atomkerne durch eine Reihe neuer 
Versuchsmethoden erweitert. Es gibt allerdings noch keine Methode 
zur Absolutmessung der Quadrupolmomente, wie wir sie heute in der 
kernparamagnetischen Resonanzmethode! zur Messung von magneti- 
schen Kernmomenten besitzen. Der Messung zuganglich ist bisher nur 
das Produkt aus dem elektrischen Quadrupolmoment eQ und dem 
Gradienten des elektrischen Feldes, welches die Atom- bzw. Molekiil- 


+ Eine kurze Mitteilung tiber die Versuche an den Cl-Kernen ist bereits er- 
schienen [DEHMELT, H. G., u. H. KriGer: Naturwiss. 37, 111 (1950)]. Die dort 
angegebenen Werte fiir die Frequenzen wurden noch einmal mit verbesserten 
Hilfsmitteln iiberpriift, so daB die alten Resultate durch diese neuen Messungen 
iiberholt sind. Herrn MeyEer-BerkuoutT sind wir fiir seine’Hilfe bei diesen Mes- 
sungen zu Dank verpflichtet. 

1 Siehe z.B. PurcELL, E. W., H.C. Torrey u. R. V. Pounp: Phys. Rev. 69, 
37 (1946). — Brocn, F.: Phys. Rev. 70, 460 (1946). 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 27 
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elektronenhiille am Kernort erzeugt!. Man befindet sich beziiglich der 
elektrischen Kernquadrupolmomente in einer ahnlichen Situation, wie 
sie vor der Kenntnis der magnetischen Resonanzmethode bei der Be- 
stimmung von magnetischen Kernmomenten vorhanden war. Bis vor 
kurzer Zeit glaubte man, daB man aus den Abweichungen von der fiir 
rein magnetische Kopplung des Kerns an die Elektronenhiille geltenden 
Intervallregel? Kernquadrupolmomente bei Hiillen mit einem Leucht- 
elektron bzw. einem Elektronenloch mit einer Genauigkeit von etwa 1% 
bestimmen kénnte*. Kiirzlich wurde jedoch gezeigt*, daB das Kern- 
quadrupolmoment eine merkliche Polarisation der inneren Elektronen- 
schalen bewirkt. Da man diesen Effekt bisher nicht beriicksichtigt hat, 
erhdéhen sich nach diesen Rechnungen die bisher bekannten Werte der 
Kernquadrupolmomente um Betrage bis zu 10%. 

Wahrend sich in den Hyperfeinstrukturtermen von Atomen die 
Kopplungsenergie des magnetischen Kernmoments an das Magnetfeld 
der Elektronenhiille der Kopplungsenergie des elektrischen Kern- 
quadrupolmoments an das inhomogene elektrische Feld der Elektronen- 
hiille am Kernort iiberlagert, ist in homdopolar gebundenen Molekiilen 
bei Abwesenheit eines Magnetfeldes der Hiille nur die elektrische Kopp- 
lung vorhanden. Diese zeigt sich z.B. in einer Hyperfeinstruktur der 
im cm-Wellengebiet liegenden Molekiilrotationslinien. In den letzten 
Jahren wurde eine ganze Reihe solcher Quadrupolkopplungskonstanten 
ermittelt®. Da sich auf Grund der Theorie der homéopolaren Bindung 
die Molekiilelektroneneigenfunktionen in einfacher Weise auf Atom- 
eigenfunktionen zuriickfiihren lassen®, ist unter Beriicksichtigung eines 
eventuell vorhandenen ionischen Bindungsanteiles der Feldgradient des 
Hiillenfeldes am Kernort, der in die Wechselwirkungsenergie eingeht, 
abschatzbar und damit aus den Aufspaltungen der Rotationslinien auch 
das Kernquadrupolmoment’. 


1 Das elektrische Quadrupolmoment hat die Dimension einer Ladung mal 
einer Flache. Es ist tiblich, seinen durch die Elementarladung dividierten Wert Q 
anzugeben. Im Falle eines rotationssymmetrischen elektrischen Feldes geniigt 
zur Festlegung der Kopplungsenergie die Angabe der zweiten Ableitung Pz, des 
elektrischen Potentials am Kernort in Richtung der Rotationssymmetrieachse z. 
Der Wert eQ +9, ,/hk, worin h das PLancKsche Wirkungsquantum ist, gibt in diesem 
Falle bis auf eine Winkelfunktion die Gré8e der Kernquadrupol-Hyperfein- 
strukturaufspaltung der Atom- bzw. Molekiilterme. Dieser Wert hat die Dimension 
einer Frequenz und wird als Quadrupolkopplungskonstante bezeichnet. 
ScHULER, H., u. TH. Scumipt: Z. Physik 95, 265 (1935). 

Davis, L., B. T. Fetp, C. W. ZABEL u. J. R. Zacwarias: Phys. Rev. 76, 
1076 (1948). 
4 STERNHEIMER, R.: Phys. Rev. 80, 102 (1950). 
Siehe z.B. Gorpy, W.: Rev. mod. Phys. 20, 668 (1948). 
PAULING, L.: Nature of the Chemical Bond. Cornell Univ. Press, Ithaca 


we 


3 


Townss, H., u. B. P. Datrey: J. chem. Phys. 17, 782 (1949). 
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Es soll nun hier iiber Versuche berichtet werden, in denen direkte 
Uberginge zwischen Kernquadrupol-Hyperfeinstrukturtermen homéo- 
polar gebundener Molekiile, die sich im Molekiilkristall befinden, beob- 
achtet wurden. Wahrend sich das Kernquadrupolmoment in den 
Rotationslinien nur als kleiner Uberlagerungseffekt bemerkbar macht, 
haben wir es hier mit einem reinen Kernquadrupolspektrum zu tun. 
Bei den Ubergingen geschieht weiter nichts, als daB der Kern seine 
Orientierung zum Feld der Elektronenhiille andert!. Da die homéopolar 
gebundenen Molekiile im Kristall meistens gut definiert bleiben, sind 
die Feldgradienten am Kernort gegeniiber dem freien Molekiil praktisch 
unverdndert. Das von uns im Kristallverband-untersuchte Molekiil, 
Trans-Dichlorathylen (CHCI=CHCl), ist im freien Zustand nach der 
Rotationslinienmethode nicht untersuchbar, da wegen des fehlenden 
elektrischen Dipolmoments der Molekiile keine Rotationslinien existieren. 
Es sind aber in diesem Molekiil fiir die GréBen der Quadrupolkopplungs- 
konstanten (eQ -, .)cjss und (e Q- @, ,)cqis der Chlorkerne etwa die gleichen 
Werte zu erwarten, wie sie sich beim CH,Cl-Molekiil aus den Rotations- 
linien ergeben haben ?. 

Wie spater [s. Gl. (8) bis (17)] gezeigt werden wird, ist die Lage der 
Energieeigenwerte eines Kerns mit dem Kernspin J und dem elek- 
trischen Quadrupolmoment eQ in einem inhomogenen elektrischen, 
raumfesten und um die z-Achse rotationssymmetrischen Feld gegeben 
durch die Gleichung 


_  €Q°9: — RE F 
m, bedeutet hierin die Komponente des Kernspins J in der z-Richtung 
und hat die Werte J, J—1,... —I. Fiir jedes Cl-Isotop sind daher, 


da beide den gleichen Kernspin J = 3 haben, zwei Terme zu erwarten 
mit m,= +3 und m,=-+4. Die von uns experimentell untersuchten 
magnetischen Dipoliibergange zwischen den Termen befolgen die Aus- 
wahlregel Am,=-+1. Die induzierte Ubergangswahrscheinlichkeit ist 
die gleiche wie im Falle der kernparamagnetischen Resonanzversuche ; 
sie ist dem Quadrat der Wechselwirkungsenergie des magnetischen 
Kernmoments mit dem eingestrahlten Feld proportional. Elektrische 
Quadrupoliibergange lassen sich praktisch durch 4uBere Felder nicht 
erzwingen, weil die erreichbaren Wechselwirkungsenergien zu klein sind. 
Das reine Kernquadrupolspektrum jedes der beiden Cl-Isotope besteht 
nur aus einer Ubergangsfrequenz der GroBe 
|€Q* Per! 
Fee aia har (2) 
1 Ahnliche Verhiltnisse liegen bei den ,,Nullfeldiibergangen“ in den Molekular- 
strahlversuchen an Na-Halogeniden von W. A. NIERENBERG und N. F, RaMsEy 


[Phys. Rev. 72, 1075 (1947)] vor. . 
2 Gorpy, W., J. W. Stmmons u. A. G. SmitH: Phys. Rev. 74, 234 (1948). 


Pe kad 
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Auf Grund der im CH,Cl-Molekiil gemessenen Kopplungskonstanten* 
erwarten wir somit die Ubergangsfrequenzen im Dichloréthylen fur 
C185 in der Nahe von 37,5 -108sec™! und fiir Cl®* bei 29,5 - 108 sec}. 

Die Kernquadrupolkopplungskonstanten der beiden stabilen Brom- 
kerne Br?? und Br8! in dem von uns im Kristall untersuchten Methyl- 
bromid sind dagegen auf Grund der Untersuchungen der Rotations- 
linien des freien Molekiils bekannt!. Da beide Bromkerne den Kernspin 
I = 3 haben, ist auch hier fiir jedes Isotop nur eine Ubergangsfrequenz 
zu erwarten, und zwar fiir Br?? und Br®! bei 288,5-10®sec? und 
241,0'610% sec=, 

Bei Einstrahlung eines magnetischen Wechselfeldes mit einer Kom- 
ponente senkrecht zur z-Achse, dessen Frequenz gleich der Ubergangs- 
frequenz ist, erfolgen magnetische Dipoliibergiange zwischen den Qua- 
drupolhyperfeinstrukturtermen. Hierdurch wird die urspriinglich vor- 
handene, der Kristalltemperatur entsprechende Besetzung dieser Terme 
gestért. Der energetisch héher liegende Term wird im Vergleich zur 
ungestorten Verteilung starker besetzt. Dies hat einen Energietransport 
zum Gitter zur Folge, da die energetische Kopplung des Spinsystems 
mit den Kristallgitterschwingungen den EnergietiberschuB wieder aus- 
zugleichen sucht. Bei fortgesetzter Resonanzeinstrahlung wird somit 
dem magnetischen Hochfrequenzfeld laufend Energie entzogen. Dies 
macht sich als Erhéhung des reellen Anteils des Widerstandes der Spule, 
die das magnetische Wechselfeld erzeugt, bemerkbar. Die Absorption 
im magnetischen Wechselfeld ist mit einer periodischen Magnetisie- 
rung des Spinsystems verkniipft, die in ihrer Phase dem Wechselfeld 
um 90° nacheilt?. Das Auftreten einer solchen Magnetisierung ist fiir 
das Verstandnis des Beobachtungsverfahrens wesentlich. Die Verhalt- 
nisse liegen ahnlich wie bei den kernmagnetischen Resonanzabsorptions- 
versuchen, und es lassen sich daher zur Beobachtung der Quadrupol- 
resonanzlinien die dort tiblichen Beobachtungsverfahren anwenden 8. 


Das Beobachtungsverjahren. 


Wir wihlten zur Beobachtung der Kernquadrupolresonanzlinien das 
von RoBerts® zur Messung kernmagnetischer Resonanzlinien vorge- 
schlagene Pendelriickkopplungsverfahren. Seine Arbeitsweise ist die 


1 Gorvy, W., J. W. Simmons u. A. G. SmitH [Phys. Rev. 74, 234 (1948) ] 
geben fiir die Kopplungskonstanten im CH,CI-Molekiil an (€Q+Qzz)cis/h = 
— 75,13+ 108 sec" und (eQ> qz:)cis/k = — $9,03- 108 sec-1. Fir das CH,Br- 
Molekiil: (¢ Q * pz s)Br*/h = 577,0+ 108 sec! und (eQ +p; s)Brt/h = 482,0 + 108 sect, 

2 Biocu, F.: 1. c. 

8 BLOEMBERGEN, N., E. W. PurcEtt u. R. V. Pounp: Phys. Rev. 73, 679 
(1948). — Ropers, R.: Rev. sci. Instrum. 18, 845 (1947). — Pounp, R. V., u. 
W. D. Knicut: Rev, sci. Instrum. 21, 249 (1950) 
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folgende: Man 1aB8t einen auf die Frequenz der Kernresonanz abstimm- 
baren Schwingungskreis, in dessen Spule sich die zu untersuchende 
Substanz befindet, bei uns etwa 50g polykristallines Trans-Dichlor- 
athylen, in einer Riickkopplungsschaltung periodisch durch Veranderung 
des Roéhrenarbeitspunktes an- und ausschwingen, wie es in Fig. 1 
schematisch dargestellt ist. Die Pendelfrequenz betrug in unserem Falle 
etwa 1°/9) der Resonanzfrequenz. Die maximale Schwingungsamplitude 
wurde durch den Aussteuerungs- 


bereich der Réhrenkennlinie be- & —Bereich ; Ty ee Ser ee 
grenzt und die minimale Ampli- S| Aussteverungsgrenze 
tude war gréBenordnungsmaBig s N V4 “nar 
das Hundert- bis Tausendfache & i y! N 
der Rauschspannung. Dieser ¥& nae i! q J h 
Schwingungsbetrieb wird in der S|/_. \% Hi Ne a Lee hoe 
Literatur als kohdrent bezeich- SY ie = \ ae 
1 I 


' 

i$ 

aint 

¢ H 
ma te 

& 


net!. Das nach einer FourIER- — 
Zerlegung darstellbare Frequenz- 
spektrum dieses Schwingungs- 
vorgangs, bestehend aus einer 

& é . Fig. 1. Schematische Darstellung des zeitlichen Ver- 
Tragerfrequenz v) und einer Reihe _jauts der Amplitude des Oszillatorkreises. In den Zeit 
von Seitenfrequenzen je im Ab- intervallen t, schwingt der Sendekreis an und in den 

: f 


Zeitintervallen +t, schwingt er gedampft aus. Im 
stand der Pendelfrequenz v,, be- Bereich I ist der zeitliche Verlauf der Amplitude ohne 
* den EinfluB der Kernresonanz dargestellt. Im Be- 

strahlt nun das in der Sp ule be- reich II beeinfluBt die Kernresonanzabsorption die 
findliche Kernsystem. Wahlen Amplitude so, daB der zeitlich gemittelte Spannungs- 
A 2 wert von Uy auf Uj, verkleinert wird. Die Pendelfre- 
wir die P endelfrequenz SO, daB quenz vp betrug bei den Cl-Versuchen etwa 5 - 10*sec™?; 
sie gro Ber ist als die Linienbreite damit war die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgen- 
den Schwingungseinsatzen tp=t,+1T,=2- 10-° sec. 

der Kernresonanz a0 entsteht, In den vorliegenden Versuchen wurde keine rechteck- 


wenn eine der FOURIER-Frequen- aoe ee 
zen auf die Kernresonanzfrequenz des Schwingungskreises nur unwesentlich verandert. 
fallt, die oben beschriebene Ma- 

gnetisierung des Spinsystems. Dadurch gibt es in der Spule eine 
zusatzliche Induktionsspannung, welche die Kreisamplitude verkleinert. 
Dies macht sich besonders in den Zeitpunkten beginnender Ent- 
dampfung, wenn die Kreisamplitude ihre Minimalwerte erreicht hat, 
bemerkbar, da hierdurch der gesamte Anschwingvorgang verandert 
wird, wie es in Fig. 1 angedeutet ist. Damit veradndert sich auch die 
gleichgerichtete mittlere Schwingkreisspannung. Um die Resonanz- 
kurve der Kernquadrupollinien auf einem Braunschen Rohr beob- 
achten zu kénnen, wurde die Schwingkreisfrequenz synchron mit der 
Zeitablenkung des BrAuNschen Rohres mit 50 sec"+ frequenzmoduliert. 
Man durchlauft dabei 100mal in der Sekunde die Resonanzkurve und 


neg. Gitter- 
vorspannung 


1 Siehe z.B. Koun, H.: Jb. drahtl. Telegr. 37, 51, 98 (1937). 
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kann diese auf dem Schirm des BrauNschen Rohres als stehendes 
Bild (s. Fig. 3) aufzeichnen, wenn man die verstarkte mittlere Kreis- 
spannung an die MeBplatten legt. Fig. 2 zeigt ein Blockdiagramm 
der Versuchsanordnung. Die nach dem gleichen Prinzip arbeitende 
Dezimeterwellenapparatur zur Untersuchung der Bromkernresonanzen 
wird an anderer Stelle beschrieben werden?. 


%y 


Freguenzmodulator 


Braunsches Rohr 


eae 
Z 


Fig. 2. Prinzipschaltbild zur Messung der Cl-Kernquadrupol-Resonanzfrequenzen, Die Frequenzmodulation 
wurde durch einen mechanisch schwingenden Kondensator bewirkt. Der fiberstrichene Frequenzbereich 
betrug etwa 5 - 10‘sec-?, Ein Phasenschieber sorgte dafiir, da8 die Resonanzkurven, die beim Vor- und 
Riicklauf des Elektronenstrahls auf dem Schirm des Braunschen Rohres geschrieben wurden, 
zusammenfielen. 


Die Frequenzmessungen wurden mit einem Frequenzmesser von 
RoHDE und SCHWARZ vorgenommen. Ein in den Schwingungskreis 
induziertes Eichsignal ergibt mit der Schwingspannung eine auf dem 
Braunschen Rohr beobachtbare Interferenzfigur. Diese bringt man 

mit dem Kernsignal zur Deckung. Nun 

™ > erscheinen sowohl das Kernsignal als auch 
das Eichsignal auf der Tragerfrequenz und 
10sec _ den Seitenfrequenzen. Als Kriterium dafiir, 

Sea! _ daB das Eichsignal die Frequenz der Kerni- 

Fig. 3. Photographie einer auf dem resonanz hat, und nicht zufallig irgend 
Schirm eines Braunschen Rohres 7wej  Seitenfrequenzen aufeinanderfallen, 


beobachteten Resonanzkurve der y E 
Cl*8-Kernquadrupolresonanzabsorp- Wurde benutzt, daB in diesem und nur in 
tion bei der Frequenz »= 35,48 - . . P = 
10" sec-!, Der insgesamt iiberstri. Giesem Falle eine kleine Veranderung der 
chene Frequenzbereich betragt etwa  Pendelfrequenz nicht zu einer relativen Ver- 
5-10*sec!, Es sind ungefahr $0 Re- ‘. . . 
sonanzdurchgange iibereinander schiebung des Fichsignals gegen das Kern- 
preheat somanl signal fiihrt. Zur Unterscheidung der Qua- 
drupolfrequenzen von Stéreffekten wurde 
durch ein zusatzliches Magnetfeld von einigen hundert Oersted eine 
ZEEMAN-Aufspaltung der Quadrupoliiberginge hervorgerufen. Diese 
fiihrt infolge der polykristallinen Struktur zu einer Verbreiterung der 
Linien. Uber ZerMaN-Effekte in Einkristallen wird spater ausfihrlich 
berichtet werden. 


1 DeHMELT, H. G.: Z. Physik (im Druck). 
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Mefergebnisse und thre Diskussion. 


Die Ergebnisse der Messungen fiir die beiden Chlorkernquadrupol- 
frequenzen bei zwei verschiedenen Temperaturen und die Bromkern- 
quadrupolfrequenzen sind in der Tabelle 1 zusammengestellt.. Wahrend 


Tabelle 1. Kernquadrupolresonanzfrequenzen im Tyvans-Dichloréthylen und im 
Methylbromid. 


-e_e—o—ooooo eee 
Trans-Dichlorathylen 


¥CI35 YCls7 
[10° sec—*] | 


Temperatur 


¥C}88/P C197 


| 
T, = (83+ 4)°K | 35,480 + 0,003 | 27,963 + 0,003 1,2688 + 0,0002 


T,=T,—AT | 35,540+0,003 | 28,007+0,003 | 41,2689 + 0,0002 
[A T = (24 + 2)°K) | 


Methylbromid 


YBr7? VBrsi | 
Temperatur [10* sec] | [10° sec—] *Br79//Bre1 
| | 
(83 + 4)°K 264,45 + 0,03 220,91 + 0,003 | 41,1970 + 0,0002 


die Chlorlinien bei dem gewahlten Beobachtungsverfahren schwach auf 
dem Braunschen Rohr erschienen (die Linie v¢s; lag gerade iiber dem 
Rauschen und die Linie 7¢:; war etwa 4mal starker), gaben die Brom- 
isotope bei einer Substanzmenge von 5 g CH,Br starke Signale. Dies 
ist auch zu erwarten, da sich ahnlich wie bei den magnetischen Kern- 
resonanzversuchen! der fiir die Absorption verantwortliche imaginare 
Anteil x’’ der magnetischen Suszeptibilitat, solange keine energetische 
Sattigung des Spinsystems vorliegt, im Maximum der Resonanzkurve zu 


2No° ut - [7 (I + 1) — m,- m4) = 


= = 


EE ge cl 7) oe | eR ceca la male ae LED 


ergibt. Dabei bedeuten N, die Anzahl der Quadrupolkerne in der 
Volumeneinheit, 4, ihr magnetisches Kernmoment, J ihr mechanisches 
Drehimpulsmoment in Einheiten Z, vy die Quadrupolresonanzfrequenz 
und Av, die Halbwertsbreite der Resonanzkurve. Da Ay, der unter- 
suchten Chlor- und Bromquadrupolresonanzfrequenzen etwa gleich 


1 BLOEMBERGEN, N., E. W. PurcELL u. R. V.Pounp: Phys. Rev. 73, 679 
(1948). 

+ In dieser Formel ist die polykristalline Struktur der Probe bereits beriick- 
sichtigt. Der MaSsystemsfaktor jj, hat im cgs-System den Wert 1 und im inter- 
nationalen MaBsystem den Wert 0,42 - 10-6 Vsec/Amp:m. m, und m, sind die 
magnetischen Quantenzahlen der beiden miteinander kombinierenden Terme. 
Die fiir das Cl87-Isotop in CHCI=CHCI aus x” errechnete Absorptionskonstante 
hat den Wert 2- 1072°/cm. 
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404 sec"! betrug und pp,/Mci3 sowie Yp/Va Y7 ist, erklart sich der 
beobachtete Unterschied der Resonanzspannungen. Eine energetische 
Sattigung des Resonanzeffektes durch Erhohung der Hochfrequenzfeld- 
starke konnte nicht beobachtet werden. Daraus ergibt eine Abschatzung, 
daB die Spin-Gitter-Relaxationszeiten im Dichlorathylen kleiner als 
4. sec und im Methylbromid kleiner als 10? sec sind. 

Die Ubergangsfrequenzen (vgl. Tabelle 1) stimmen etwa mit den 
Werten tiberein, die aus den Quadrupolkopplungskonstanten der freien 
Molekiile berechnet wurden. Abweichungen davon sind in einer Ver- 
anderung der Feldgradienten am Kernort durch den Einflu8 der Um- 
gebung im Kristall zu suchen. Dies zeigte sich besonders deutlich bet 
Untersuchungen am CHBr,-Molekiil, die nicht in Tabelle 1 mit aufge- 
nommen wurden. Dort traten fiir jedes Bromisotop drei benachbarte 
Ubergangsfrequenzen auf, die auf drei kristallographisch verschiedene 
Umgebungen der Bromkerne schlieBen lassen. Die Chlorresonanzen 
wurden in weiteren Chlorverbindungen bisher vergeblich gesucht. Es 
ist wahrscheinlich, daB beim Vorhandensein verschiedener Chlorum- 
gebungen, wie z.B. im Trichlorathvlen, die einzelnen schwacheren 
Chlorlinien sich leicht der Beobachtung entziehen. 

Der EinfluB der Umgebung des Molekiils auf die Quadrupolresonanz- 
linien macht sich auch in der Temperaturabhangigkeit der Ubergangs- 
frequenzen bemerkbar. Es verschieben sich die Ubergangsfrequenzen 
mit abnehmender Temperatur zu hdheren Werten. Fiir die Chlorisotope 
wurde dieser Temperatureffekt durch Messung der Ubergangsfrequenzen 
bei zwei verschiedenen Temperaturen untersucht, besonders um eine 
eventuell vorhandene Abhangigkeit des Frequenzverhdltnisses von der 
Temperatur festzustellen. Innerhalb der MeBgenauigkeit von 2 - 1074 
bleibt das Frequenzverhiltnis im untersuchten Temperaturbereich 
konstant. Zur Deutung der Verschiebung der Ubergangsfrequenzen mit 
der Temperatur werden Torsionsschwingungen der als starr gedachten 
Molekiile im Gitter herangezogen. Derartige Torsionsschwingungen sind 
aus Anomalien im Verlauf des spezifischen Warme fester Kérper als 
Funktion der Temperatur bekannt! und wurden auch in RAMAN-Spektren 
in Kristallen gefunden®. Thre Frequenz ist von der GréSenordnung 
10 sec“, also 10mal héher als die Quadrupolresonanzfrequenzen. Dies 
bedeutet, daB der Quadrupolkern in einem iiber die Torsionsschwin- 
gungen gemittelten elektrischen Feld steht, dessen Gradient p,,(T) mit 
wachsender Temperatur infolge der Temperaturabhangigkeit der Tor- 
sionsamplitude dem Betrage nach herabgesetzt wird. Dies gibt nach 
Gl. (1) den beobachteten Effekt. Aus der gemessenen Frequenz- 


1 Siehe den zusammenfassenden Bericht von A. Evucken, Z. Elektrochem 
45, 126 (1939). ‘ 


® KastTLer, A., u. A. Rousset: Phys. Rev. 71, 455 (1947). 
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verschiebung erhalt man mit der vereinfachenden Annahme, daB die 
Torsionsschwingungen nur um eine Achse senkrecht zur z-Richtung 
erfolgen, in einer Abschatzung die Torsionsfrequenz: Der Feldgradient 
am Ort des Kerns sei ¢, , (0) fiir das ruhende Molekiil. Dann ergibt sich 
bei einem Torsionswinkel #(/) und #<1 fiir den zeitlich gemittelten 
Vektorgradienten: 


P::(T) = ~,.(0) 5 (3 cos? o oon 4) & —~-,(0) ; (1 —3 8) : (4) 


Da sich herausstellen wird, daB hinsichtlich der Torsionsfrequenz », 
gilt: h - »,<kT, kann man die Schwingung in guter Naherung klassisch? 
behandeln und erhalt 


1 | 1 71/D 
= ae und + — aa iS ‘ (5) 


Hierin bedeuten D das Richtmoment und @ das Tragheitsmoment des 
Molekiils beziiglich der Drehachse. Aus (4) und (5) folgen 


aa er 9 
und 
1 dgys(T) _ 3h) ease 
om, aT - 822+ 727-@ 2p I (7) 


Dies setzen wir naherungsweise gleich dem beobachteten 


1 dy pied any=Aye 
Say Gini 10 PEK, 


welches wir Tabelle 1 entnehmen und erhalten »,~ 101? sec}. 


In der Tabelle 2 ist das vorliegende Chlorquadrupolfrequenzver- 
haltnis mit den Verhdltnissen der Chlorquadrupolkopplungskonstanten 
in verschiedenen freien Molekiilen und im freien Chloratom verglichen. 
Die Ergebnisse im Falle einer C—Cl-Bindung stimmen untereinander 
in den Fehlergrenzen iiberein, wahrend sich bei anderen Bindungs- 
partnern kleine Abweichungen zeigen. Der geringe Einflu8 des Bindungs- 
zustandes? laBt die Annahme zu, daB das gemessene Frequenzverhaltnis 
in guter Naherung dasjenige der Chlorkernquadrupolmomente ist. 


1 Eine quantenmechanische Rechnung mit Beriicksichtigung unserer MeB- 
ergebnisse findet sich bei H. Bayer (Diss. Gottingen. — Z. Physik im Druck). 

+ Eine quantenmechanisch zu erwartende Isotopieaufspaltung — wegen des 
Isotopenmischungsverhaltnisses Cl%*/Cl*? = 3:1 stammt die Cl5-Linie zu 4/, aus 
CHCI5=CHCIl87-Molekiilen und zu 1/, aus CHCl®* =CHCl*?-Molekiilen — liegt, wie 
die Rechnung zeigt, innerhalb der Linienbreite. 

2 Townes, GUNTHER-MonR u. GESCHWIND fiihren die Abhangigkeit des Ver- 
haltnisses der Quadrupolkopplungskonstanten von der chemischen Bindung auf 
eine Polarisation des Kerns durch die Elektronenhiille zuriick. (Private Mitteilung.) 


ale 
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Tabelle 2. Vergleich der Verhdltnisse der Cl-Kernquadrupolkopplungskonstanten in 


verschiedenen Verbindungen. 
eee ee —e——————eee 
aa 
Methode | Untersuchte Substanz ———— 


| (€°2°%z2) ci? 
Atomstrahl- C11 41,2795 + 0,0008 
resonanzmethode | 
Rotationslinien CH,Cl? | 4,273 D008 
(cm-Wellen) / 
desgl. FC1* | 41,2704 + 0,004 
BrCl 4 | 14,2768 + 0,004 
bs CH,CL® 1,2691 + 0,0003 
a CICN 5 1,2682 + 0,0006 
” GeH,Cl ® 1,2670 + 0,0005 
Quadrupolfrequenzen = = CHCI=CHCI ® 1,2688 + 0,0002 


in Kristallen 


In Tabelle 3 ist fiir die Bromisotope das experimentelle Material aus 
Rotationslinienuntersuchungen unserem Wert fiir das Frequenzverhalt- 
nis der Bromquadrupollinien im polykristallinen Methylbromid gegen- 

iibergestellt. Die Werte 


Tabelle 3. Vergleich der Verhdltnisse der Br-Kern- stimmien innerhalb der 
quadrupolkopplungskonstanten tn verschiedenen Fehlergrenzen miteinander 


Verbindungen. iiberein. 
t tisteccachvee'| (¢°Q-9:2)pr7* Tabelle 4. Vergleich der Qua- 
Methode log ae = 
| Substanz | (¢°Q-@2s) pr" drupolkopplungskonstanten von 


CH,Br. 


Rotationslinien BrCN? | 1,197 + 0,001 
(cm-Wellen) Kern 
desgl. CH,Br® | 1,197 + 0,001 
xs BrCl® | 1,1963 + 0,0015 
Quadrupolfrequen-, CH,Br2°| 1,1970 + 0,0002 Br? | 577,0 | 528,90 + 0,06 
zen in Kristallen Br®! | 482,0 441,82 + 0,06 


€Q-gzz/h [10% sec] 


Gas" | Kristall!* (bei 83° K) 


1 Davis, L., B. T. Ferp, C. W. ZaABEL u. J. R. ZacHarias: Phys. Rev. 76, 
1076 (1949). 

2 Gorpy, W., J. W. Stmmons u. A. G. SmitH: Phys. Rev. 74, 243 (1948). 
~GiLBErT, D, A., A. RoBErRtTs u. P. A. GriswoLp: Phys. Rev. 76, 1723 (1948). 
SmitH, D. F., M. Trpwevr u. D. V. P. Writtams: Phys. Rev. 79, 1007 (1950). 
GESCHWIND, S., R. GUNTHER-MonR u. C. H. Townes: Private Mitteilung. 
Vorliegende Messung. Die Angabe in Spalte 3 ist das Verhaltnis der Uber- 
gangsfrequenzen. 

7 Situ, A. G., H. Rina, W. V. SMitHu. W. Gorpy: Phys. Rev. 74, 370 (1948).—- 
Townes, C. H., A. N. Ho-tpen u. F, R. Merritt: Phys. Rev. 74, 1113 (1948). 

8 Gorpy, W., J. W. Stmmons u. A. G. SMITH: Phys. Rev. 74, 243 (1948). 

® Situ, D. F., M. Trowevu.u. D. V. P. WriitaMs: Phys. Rev. 79, 1007 (1950). 

'© Vorliegende Messung. Die Angabe in Spalte 3 ist das Verhaltnis der Uber- 
gangsfrequenzen, 

31 Gorpy, W., J. W. Stmmons u. A. G. SmitH: Phys. Rev. 74, 243 (1948). 

2 Vorliegende Messung. Die Werte eQ-¢,,/h sind die unter Zugrundelegung 
von Gl. (2) mit zwei multiplizierten Ubergangsfrequenzen. h 


3 
a 
5 


6 


a 
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Berechnung der Energieeigenwerte und der U bergangsfrequenzen. 


Zur Berechnung der Energieeigenwerte eines Kerns mit dem Dreh- 
impuls J: und dem Quadrupolmoment eQ in einem raumfesten 
inhomogenen elektrischen Feld ist der Energieoperator erforderlich. 
‘Diesen erhalt man, wenn man die potentielle Energie einer Ladungs- 
verteilung 0 (x, y, z) (Kern) in dem Feld einer auBeren Ladungsverteilung 
(Elektronen) mit dem Potential p(x, y, z) ansetzt. Das Koordinaten- 
system sei so gewahlt, daB es in die Hauptachsen des Feldgradienten 
fallt. Sein Nullpunkt liege im Schwerpunkt der Ladungsverteilung des 
Kerns. Dann ergibt sich nach einer Entwicklung des Potentials y (x, Y,2) 
in der Umgebung des Nullpunktes aus dem quadratischen Glied nach 
Integration tiber den Kern die Quadrupolwechselwirkungsenergie 
E(Q)=3 [pes J Melty. 2) de +,, f -0(x y.2) ar + 


Taq | #0(%, 9,4) ar). % 
Der Kern hat im klassischen Modell eine um seine Drehimpulsachse 
rotationssymmetrische Ladungsverteilung o0(&, 7, £). Das Koordinaten- 
system (€,7,¢) liege mit seiner £-Achse in der Drehimpulsrichtung. 
Dann ist der um die ¢-Achse rotationssymmetrische, spurlose Tensor 
mit den Elementen 


Ti= J (&—37*) o(6,0,0) dt | 

soe hi= Ty 5 
Tao = J (x? —479) 0(E.1,.6) dr | (0) 
Tz3= f (C?—47*) o(&,7,0) dt 

Kern 


mit 

P=PteP te 
dem spurlosen, rotationssymmetrischen Tensor mit den aus den Dreh- 
impulskomponenten gebildeten Elementen 


15 ES I) Sse 5 Eee (10) 


proportional, da beide Tensoren um die ¢-Achse rotationssymmetrisch 
sind. Diese Proportionalitat bleibt natiirlich bei einer Drehung des 
Koordinatensystems in das (x, y, z)-System des Hiillenfeldes erhalten, 
so daB 
Ti, = f (®—49) -0(x, y, 2) dx = const - (L241?) 
Kern 
Tyo= f (y?—49*) - (x, y,2) dt = const « (Ly —} L?) (11) 


Ti = f (®@—47?)-0(x,y,2) dx = const - (L241). 
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ist!. Dann folgt aus Gl. (8) wegen Jdg=0 (d. h. daB die Ladungen, 

die das Feld am Kernort erzeugen, auBerhalb des Kerns liegen), 
E(Q) =4-const -(L2-p,, +L} -Pyy + Li P22) t (12) 


und daraus durch Einfiihrung der durch # dividierten Drehimpuls- 
operatoren der quantenmechanische Energieoperator 


H=4C- (3 - G2 +E Pyy + Te Pss)- (13) 


Da bei Rotationssymmetrie des Feldgradienten um die z-Achse 


Pux = Pyy — —39:: (14) 
ist, wird in diesem Falle 
Eigenfunktionen os Operators sind die Drehimpulseigenfunktionen 
Ure, it md Eh od. 


Das elektrische tbc fo smc ist fiir die ausgerichtete Funktion 
y,,, definiert durch 
eQ= f 322—r)o, at =C-(L1|/38—P|I,)=C-1(21—1). 4G 
Kern 
Damit ist die Konstante C festgelegt. Fiir die Energieeigenwerte im 
rotationssymmetrischen Feld erhalten wir somit 


E (Q)m, = — 2?" — [3 mn? —I (I + 1)} ft - (17) 


Bei halbzahligem Kernspin ergibt Gl. (17) (J +4) Energieeigenwerte, 
da die beiden Energieeigenwerte fiir positives und negatives m, zu- 
sammenfallen. Die Terme sind nicht aquidistant, wie im Falle der 
Wechselwirkung des Kerns mit einem magnetischen Gleichfeld, sondern 
ihre Abstande verhalten sich wie: 


(Esy—E4,): (Eay—En)): (Eay—Eay) -.. = 1:2:3 Tf t- (18) 


1 o(x, y, 2) ist die ins (x, y, s)-System transformierte Ladungsverteilung 9 (€,,C). 
t Die Konstanten in GI. (11) und (12) sind identisch. 
tt Die Energiegleichung fiir rotationssymmetrische Felder folgt auch im Grenz- 
iibergang fiir J— oo aus der im Atom geltenden Energiegleichung von H. B. G. 
Casimir (On the Interaction between Atomic Nuclei and Electrons, Taylors 
Tweede Genootschap). 
ttt Der magnetische Kreisel hat korrespondenzmaBig im homogenen Magnetfeld 
eine Larmorprazessionsfrequenz, die nicht vom Einstellwinkel seiner Achse gegen 
das Feld abhangig ist. Dagegen geht die klassische Prazessionsfrequenz eines Krei- 
sels mit Quadrupolmoment im inhomogenen rotationssymmetrischen Feld pro- 
portional zum Cosinus des Winkels zwischen Kreiselachse und Feldsymmietrieachse. 
Bei einer Kippung des Quadrupolkreisels um 180° gegen die Feldachse andert sich 


seine Energie nicht (Entartung in +. m,), dagegen andert seine Prazession ihren 
Drehsinn. 
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Die Chlorkerne haben wegen des Kernspins J- -} fiir beide Isotope 
je zwei Energieniveaus, m,=-+4 und m,= +. Welches von den 
beiden das energetisch hdhere ist, hangt vom Vorzeichen des Kern- 
quadrupolmoments und auch des Feldgradienten ab. Der Abstand 
beider Terme ergibt sich aus Gl. (17) in diesem Falle zu 


AE = 23423 "h=4|eQ-9,,|. (19) 


Auf Grund der Theorie der homéopolaren Bindung? ist der Feld- 
gradient am Chlorkernort auch in dem untersuchten insgesamt un- 
symmetrischen Molekiil CHCI=CHCI um die CCl-Kernverbindungslinie 
(z-Achse) praktisch rotationssymmetrisch. Es wirken sich im Feld- 
gradienten nur die kernnahen Teile der Hiille aus?. Versuche am Trans- 
Dijodathylen®, aus denen sich, wie spater gezeigt werden wird, wegen 
des gréBeren Kernspins des Jodkerns (I= 8) diese Abweichung der 
Rotationssymmetrie berechnen lieB, zeigten, daB sie sehr klein ist 4. 


Erzwungene Uberginge. 

Spontane Ubergiange zwischen den Termen kénnen als magnetische 
Dipolstrahlung wegen des kleinen magnetischen Kernmomentes, und 
vor allem wegen der relativ kleinen Frequenz, vollstandig vernachlassigt 
werden. Dagegen lassen sich durch Einstrahlung Uberginge erzwingen. 
In einem magnetischen Wechselfeld H, (f) mit einer Komponente senk- 
recht zur elektrischen Symmetrieachse z+ erhalt man, wenn die Feld- 
frequenz gleich der Ubergangsfrequenz ist, magnetische Dipoliibergange 
zwischen den Termen, deren Am,—-+1 ist. Die Ubergange sind wie 
bei den magnetischen Kernresonanzversuchen die Folge der Wechsel- 
wirkung des magnetischen Wechselfeldes H,(¢) mit dem magnetischen 
Kernmoment jm, und ergeben sich aus einer Stérungsrechnung® mit 


1 PauLinc, L.: Nature of the Chemical Bond. Cornell Univ. Press, Ithaca 
1945. 


2 2 

2 Der Feldgradient ergibt sich aus: g,, = in A (ee 0.,4t, ¥ ist der 
Abstand des Ladungselementes ge¢;dt der Hiille fait Kernschwerpunkt. (Der 
MaBsystemsfaktor ¢, hat im cgs-System den Wert 1/4, im internationalen den 
Wert 8,86: 1072 Ampsec/Volt-m) Die abgeschlossenen Schalen liefern keinen 
Beitrag, sondern nur das Bindungselektron. 

3 DrnHMeELt, H. G.: Diss. Gottingen. —- Z. Physik im Druck. —- Kurze Mit- 
teilung, Naturwiss. 37, 398 (1950). 

4 Aber auch bei groBen Abweichungen von der Rotationssymmetrie bleibt 
die Proportionalitat der Ubergangsfrequenzen zu Q erhalten. 

+ Diese ist bei polykristalliner Struktur der untersuchten Substanz von Ort 
zu Ort verschieden. Die Komponente von H,(#) senkrecht zur z-Achse ist als in 
der x-Richtung legend angenommen. 

5 Die Rechnung entspricht der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit 
zwischen den Termen eines Protons im homogenen Magnetfeld. Rast, I. I.: Phys. 


Rev. 51, 652 (1937). 
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dem St6roperator: 


stér 


Haen — — tf - H, (t), > 5- (20) 


stor : . 
|m,—m,|=1 ist. Der einzige Unterschied gegen die magnetischen 


Kernresonanzversuche im homogenen Magnetfeld ist der, da8 in unserem 
Falle beide zirkularen Anteile, in die man ein linear polarisiertes Wechsel- 
feld, wie es z.B. eine Spule liefert, zerlegen kann, wegen der Entartung 
der reinen Quadrupolterme Ubergange bewirken!. 


. . y . T . 
Die Matrixelemente (m, |H™28" m,) sind nur von Null verschieden, wenn 


Ubergange zwischen den Termen kénnen jedoch auch durch einen 
zeitlich periodischen elektrischen Feldgradienten grad €5, bewirkt 
werden, wenn seine Frequenz gleich der Ubergangsfrequenz ist. Je 
nach der Hauptachsenorientierung des eingestrahlten Feldes zu der des 
am Kernort vorhandenen Feldgradienten des Molekiilfeldes hat der 
durch die Wechselwirkung mit dem Quadrupolmoment bedingte Stér- 
operator 


e — eQ 2. 2. bss 
di Some caine 21447 4); (T. Pst (t). 2 + es Pst (t) yy i i 
_ i, i, Pst (bey be | 


von Null verschiedene Matrixelemente (m, Hf&,,.| m,) fiir |m,—m,|=2 
bzw., wenn das Glied ~,,(/),, oder Pu(t)ys von Null verschieden ist, 
auBerdem auch fiir | m,—m,|—1. W&ahrend die Ubergange im magne- 
tischen Wechselfeld fiir den Nachweis des Resonanzeffekts entscheidend 
benutzt werden, lassen sich die Ubergiange im zeitlich veranderlichen elek- 
trischen Feld fiir das Zustandekommen eines Spin-Gitter-Relaxations- 
mechanismus”, der den recht kurzen Relaxationszeiten gerecht wird, 
heranziehen. 


(24) 


SchluBbemerkungen. 


In den vorliegenden Versuchen liegt ein neues robustes Verfahren 
zur Messung von Kernquadrupolkopplungen vor, das experimentell sehr 
einfach ist und in seiner MeBgenauigkeit den Hyperfeinstrukturunter- 


* Dies ist korrespondenzmaBig sofort auf Grund der Winkelabhangigkeit des 
Prazessionssinnes zu verstehen (s. Anm. +++, S. 412). Dementsprechend kommt es 
hier auch nicht zu der bei den kernmagnetischen Resonanzversuchen vorhandenen 
rotierenden Magnetisierung des Spinssystems bei linear polarisierter Einstrahlung, 
sondern durch Uberlagerung zweier entgegengesetzt zueinander rotierender Kom- 
ponenten zu einer linearen Magnetisierung des Spinsystems in Richtung des 
magnetischen Wechselfeldes. Diese lauft im Resonanzfalle um 90° phasenverschoben 
hinter dem Feld her. : 


* Die dazu notwendigen zeitlich veranderlichen Feldanteile kommen durch 
die statistischen Schwankungen der oben diskutierten Torsionsamplituden zu- 
stande. Ausfiihrlichere Rechnungen finden sich bei H. BAYER, l.c. 


@* 
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suchungen an Rotationslinien zumindest gleichwertig ist. Die Mes- 
sungen an Rotationslinien beschranken sich auf polare Molekeln. Dem- 
gegeniiber hat man in Kristallen die Méglichkeit auch Strukturen zu 
untersuchen, wie sie in freien Molekiilen nicht existieren. So hat man 
es z. B. in Komplex-lonen in der Hand, ein Atom mit solchen Elektronen- 
hiillen zu umgeben, die gré8tmégliche Feldgradienten liefern. Auf diese 
Weise lassen sich auch Atome, die im freien Zustande einen S-Grund- 
term haben, mit einer anderen Elektronenzahl versehen, die zu einer 
einfachen homéopolaren Bindungskonfiguration mit abschitzbarem! 
Feldgradienten fiihrt. Das MeBverfahren gestattet weiterhin, Einblicke 
in den Aufbau des festen Kérpers zu gewinnen, wie dies am Beispie 
der Molekil-Torsionsschwingungen gvzeigt worden ist. 


Wir danken der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft fiir 
die freundliche Uberlassung eines Kathodenstrahloszillographen sowie 
eines Prazisionsfrequenzmessers. 


Gottingen, I1. Physikalisches Institut der Universitat. 


1 PauLineG, L.: Nature of the Chemical Bond. Cornell Univ. Press, Ithaca 
1945. — Townes, C.H., u. B. P. Damrey: J. chem. Phys. 17, 782 (1949). Die von 
R.V. Pounp [Phys. Rev. 79, 685 (1950)] gefundenen kleinen Quadrupolauf- 
spaltungen von kernparamagnetischen Resonanzlinien kommen auf kompliziertere 
Weise zustande. In den dort untersuchten Kristallen Li,SO,- H,O, Li,CO,, 
NaNO,, Al,O, liegen Bindungstypen vor, in denen die atomeigene Hille in erster 
Naherung keinen Beitrag zum Feldgradienten liefert, denn die Lit und Nat*-Ionen 
haben kugelsymmetrische Elektronenhiillen, wahrend das einzelne Al-Atom in 
der im Al,O, stark vertretenen homGopolaren Struktur vermutlich von nahezu 
drei orthogonalen -Bindungen umgeben und damit ebenfalls nahezu kugel- 
symmetrisch ist. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 416—425 (1951). 


Bestimmung der Energieverteilung von 6-Spektren 
aus Absorptionsmessungen. 
Von 
HERWIG SCHOPPER, Hamburg. 
Mit 6 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 1. February 1951.) 


Es wird eine verbesserte Methode zur Bestimmung der Energieverteilung von 
B-Spektren aus Absorptionsmessungen angegeben. Das Absorptionsgesetz homo- 
gener Elektronen wird durch eine parabolische Funktion angenahert, wahrend es 
in friiheren Arbeiten durch eine lineare Funktion dargestellt wurde. Dadurch 
erhalt man das Maximum der Energieverteilung annahernd an der richtigen Stelle, 
wahrend es bei den bisher bekannten Methoden bei zu hohen Energien gefunden 
wurde. Weiterhin kann man mit Hilfe des neuen Verfahrens eine endliche Tetlchen- 
zahl mit der Energie Null erhalten, wahrend bei den friiheren Methoden die Energie- 
verteilung prinzipiell mit der Teilchenzahl Null beginnen muBte. 
Die Auswertung der experimentellen Absorptionskurven wird unter Benutzung 
einer analytischen Darstellung der Absorptionskurve bei groBen Absorberdicken 
verbessert. Die Brauchbarkeit der Methode wird an Hand einiger Beispiele nach- 
gewiesen, indem die aus der experimentellen Absorptionskurve ermittelte Energie- 
verteilung mit der spektrometrisch bestimmten verglichen wird. 


$1. Einleitung. 

Die zuverlassigsten Aussagen tiber die Energieverteilung von $-Strah- 
lern erhalt man bekanntlich mit Hilfe der hochentwickelten p-Spektro- 
skopie. Voraussetzung fiir die Untersuchung eines radioaktiven Stoffes 
im f-Spektrographen ist jedoch, daB die Substanzen in Form starker 
Praparate zur Verfiigung stehen und daB die Halbwertszeiten nicht zu 
klein sind. Bei einer Reihe von radioaktiven Isotopen sind diese Vor- 
aussetzungen aber nicht erfiillt, so daB man gezwungen ist, andere Unter- 
suchungsmethoden anzuwenden. Da sind es vor allem Absorptions- 
messungen, mit deren Hilfe die Maximalenergien der f-Spektren aus der 
maximalen Reichweite mit groBer Genauigkeit bestimmt werden kénnen. 
Dariiber hinaus lag es nahe zu versuchen, aus der Form der Absorptions- 
kurve Aussagen iiber die Energieverteilung des Spektrums zu gewinnen. 
So konnte in einer friiheren Arbeit! ein Verfahren angegeben werden, 
mit dessen Hilfe aus der Form der Absorptionskurve die mittlere Energie 
des Spektrums bestimmt werden konnte. Die Energieverteilung selbst 
kann bei 6-Strahlen nicht einfach durch Differentiation der Absorptions- 
kurve gefunden werden, wie dies bei «-Strahlen tiblich ist, da eine Gruppe 


1 Scuopper, H.: Erscheint in Kiirze im Ark. Mat., Astronom. o. Fysik, Stockholm. 
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homogener Elektronen keine einhettliche Reichweite besitzt. Man kann 
nur eine maximale Reichweite angeben, deren Definition mehr oder 
weniger willkiirlich ist. 

Der erste Versuch, die Energieverteilung selbst aus der Absorptions- 
kurve zu ermitteln, wurde von Das Gupta und CHAUDHURY! unter- 
-nommen. Ihrem Verfahren liegen folgende Gedanken zu Grunde: Bringt 
man zwischen Praparat und Zahler einen Absorber der M.-Absorber- 
dicke? x, so tritt nur ein Teil der Elektronen durch den Absorber, da eine 
gewisse Zahl von ihnen absorbiert bzw. gestreut wird. Die Gesamtzahl J 
von Elektronen, die durch den Absorber tritt, ist daher 


I = [(x,R)N(R)aR, (1) 


wobei x, die maximale M.-Reichweite des betreffenden £-Spektrums 
und N (Rk) dR die Zahl von homogenen Elektronen mit einer maximalen 
M.-Reichweite zwischen R und R+dR bedeutet*. O(x,R) ist eine in 
der M.-Absorberdicke x monoton abnehmende Funktion, durch die die 
Absorption derjenigen Gruppe von homogenen Elektronen beschrieben 
wird, deren maximale M.-Reichweite FR ist4. 

Um diese Gleichung weiter behandeln zu kénnen, miissen Aussagen 
liber die Funktion ®(x,R) gemacht werden. Absorptionsmessungen 
homogener Elektronen® ergaben, daB ®(x,R) sich als Reihe darstellen 


14aBt: 
@ (x,R) =1+ a(x/R) + b(x/R)?+---. (2) 


Das Gupta und CHAUDHURY setzen in erster Naherung 
@ (x,R) =1—2)R. (3) 


Das heiBt die Zahl homogener Elektronen soll linear mit der M.-Absorber- 
dicke abnehmen. Diese Annahme soll weiter unten einer Kritik unter- 
worfen werden. 


1 Das Gupta, N.N, u. A. K. CoaupHurRY: Ind. J. Phys. 22, 27 (1948). 

2 Ublicherweise wird die Reichweite manchmal in cm, manchmal in g/cm? 
angegeben. Um Verwechslungen zu vermeiden, wird hier fir letztere GréBe die 
Bezeichnung Massenreichweite (abgekiirzt M.-Reichweite, bezeichnet mit J) ver- 
wendet. Dies geschieht in Analogie zu der Unterscheidung zwischen dem linearen 
Absorptionskoeffizienten 4 (cm) und dem Massenabsorptionskoeffizienten 4/0 
{cm?/g). Es ist also die (lineare) Reichweite von der gleichen Dimension wie 1/u 
und die M.-Reichweite von der gleichen Dimension wie g/y. In gleicher Weise 
wird auch zwischen (linearer) Absorberdicke (cm) und M.-Absorberdicke (g/cm?) 
unterschieden. 

3 Man beachte den Unterschied zwischen der maximalen M.-Reichweite xg 
des B-Spektrums und der maximalen M.-Reichweite R einer Gruppe homogener 
Elektronen. : 

4 Der Einflu8 der Geometrie wird in § 2 untersucht. 

5 RUTHERFORD, E., J. CHADWICK u. C. D. Exuis: Radiation from Radioactive 


Substances, S. 414. 1930. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 28 
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Setzt man Gl. (3) in (4) ein und differenziert zweimal nach x, so — 
erhalt man 


N (x) =x-—. (4) 


Damit kann die Reichweitenverteilung N(x) aus der experimentellen 
Absorptionskurve bestimmt werden. Die Energieverteilung wird daraus 
mit Hilfe der Beziehung 

N (x) dx =N(E)dE (5) 
berechnet. 

Die praktische Durchfithrung dieses Verfahrens st6Bt allerdings auf 
Schwierigkeiten, da die zweite Ableitung einer experimentellen Kurve 
nur sehr ungenau bestimmt werden kann. Evans! erweiterte daher die 
Methode, indem er L(x) -= In J(x) setzt, d.h. die logarithmische Dar- 
stellung der Absorptionskurve benutzt. Man erhalt dann 


N (x) = x-I (x) {L” (x) +[L’ (x)}P}, (6) 


wobei L’ und L” die Ableitungen der logarithmischen Darstellung der 
Absorptionskurve sind. In Gl. (6) bildet die zweite Ableitung nur eine 
KorrekturgréBe, wahrend die Energieverteilung in erster Linie von L’ 
bestimmt wird. 

Evans benutzte diese Methode, um die Energieverteilung von RaE 
zu bestimmen. Die auf diese Weise gewonnene Energieverteilung wurde 
mit der spektrometrisch bestimmten verglichen. Dabei zeigte sich, daB 
die Ubereinstimmung schlecht ist, obwohl die Absorptionskurve sehr 
sorgfaltig gemessen worden war. Insbesondere zeigte sich, daB das 
Maximum der Energieverteilung bei zu hohen Energien lag (vgl. Fig.3). 
Weiterhin entnimmt man der Gl. (4), daB bei der Energie Null wegen 
des Faktors x die Verteilung stets mit der Teilchenzahl Null beginnen 
muB. Dies ist aber bei vielen Spektren sicher nicht der Fall. 

Die Ursache fiir diese Unstimmigkeiten liegt offenbar in der An- 
nahme, daB die Absorption homogener Elektronen nach einer linearen 
Funktion erfolgt (Gl. (3)]. Evans stellte fest, daB eine Verbesserung 
des Verfahrens nur méglich ist, wenn man in der Entwicklung (2) hohere 
Glieder beriicksichtigt. Andererseits aber hatten Das Gupta und 
CHAUDHURY gezeigt, daB man bei Mitnahme des quadratischen Gliedes 
in (2) eine Differentialgleichung fiir N (x) erhalt, die die dritte Ableitung 
der Absorptionskurve enthalt. Letztere ist aber praktisch nicht mehr 
zu bestimmen. 

Da eine prinzipielle Verbesserung der Methode nicht méglich er- 
schien, schlugen HUGHES u. a. ein empirisches Verfahren vor, um eine 
*bessere Ubereinstimmung zwischen Spektrometer- und Absorptions- 


* Evans, H.D.: Proc. phys. Soc., Lond. A 63, 575 (1950). 
2? Huaues, D. J., C. EcGrer u. C. M. HUDDLESTON: Phys. Rev. 75, 515 (1949). 
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messungen zu erzielen. Diese Verfasser verschieben das aus der Absorp- 
tionskurve ermittelte Maximum der Energieverteilung um einen be- 
stimmten Betrag gegen kleinere Energien. Die Verschiebung betrigt 
0,1 MeV bei einer Maximalenergie von 0,6 MeV und nimint mit der 
Maximalenergie zu. Dieses Vorgehen erscheint jedoch etwas willkiirlich. 


§ 2. Ableitung der Gleichung zur Bestimmung der Energieverteilung. 


Wie in der Einleitung auseinandergesetzt wurde, riihren die Un- 
stimmigkeiten bei den bisherigen Verfahren in erster Linie von der An- 
nahme her, da8 die Absorption homogener Elektronen nach einer linearen 
Funktion erfolgen soll. Im folgenden soll gezeigt werden, da8B mit Hilfe 
einer Darstellung, die der tatsachlichen Absorptionskurve der homogenen 
Elektronen viel naherkommt als die lineare Funktion, eine brauchbare 
Gleichung zur Berechnung der Energieverteilung gewonnen werden kann. 
Zu diesem Zweck mu8 zunachst die Absorption homogener Elektronen 
naher betrachtet werden. 


1. Absorption homogener Elektronen. Die Form der Absorptionskurve 
homogener Elektronen hangt bekanntlich sehr stark von der Geometrie 
der MeBanordnung ab. Um diesen Einflu8 auszuschalten, mu eine 
Standardgeometnie festgelegt werden. Da bei Absorptionsmessungen im 
allgemeinen schwache Praparate untersucht werden, benutzen die mei- 
sten Autoren folgende Anordnung: Ein groBflachiges Praparat befindet 
sich dicht vor den Absorptionsfolien. Der Abstand zwischen Absorber 
und Zahlrohr ist ebenfalls klein. 

Um die in einer solchen Anordnung gemessenen Absorptionskurven 
der 8-Spektren analysieren zu kénnen, miiBte die Absorptionskurve fir 
homogene Elektronen fiir die gleiche Anordnung bekannt sein. Dies ist 
jedoch nicht der Fall, da die Absorption homogener Elektronen stets 
mit Hilfe eines ausgeblendeten Parallelbiindels gemessen wurde. In den 
fritheren Arbeiten wurden daher fiir die Standardgeometrie ohne weitere 
Begriindung die mit Hilfe von Parallelstrahlen gemessenen Absorptions- 
kurven zugrunde gelegt. Dieses Vorgehen erscheint zundchst bedenk- 
lich, da man erwarten sollte, daB die mit einem Parallelbiindel homogener 
Elektronen gemessenen Absorptionskurven fiir die Standardanordnung 
keine Giiltigkeit haben, da die Elektronen im letzteren Falle diffus auf 
die Absorptionsfolien auftreffen. In einer friiheren Arbeit’ wurde jedoch 
gezeigt, daB die Absorptionskurven in beiden Fallen praktisch iiberein- 
stimmen2. Dies liegt daran, daB bei parallelen Elektronenstrahlen nur 


1 Siehe a. a. O. 

2 Da fiir die Standardgeometrie keine Absorptionskurven homogener Elek- 
tronen vorliegen, wurden fiir den Vergleich die von E, BLEULER und W. ZUNTI 
(H.P. A. 19, 375 (1946)] auf halbempirischem Wege ermittelten Kurven zu- 
grunde gelegt. 
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die Biindelbegrenzung eine Rolle spielt, wahrend in der Standard- 
anordnung die GréBe der Absorber maBgebend ist (sie sind meist etwas 
groBer als die Praparatflache), da dadurch eine gewisse Zahl von Elek- 
tronen in den Zahler hineingestreut wird. Es kénnen also tatsaéchlich 
die mit Hilfe von ausgeblendeten Parallelbiindeln gemessenen Absorp- 
tionskurven fiir homogene Elektronen in guter Naherung auch bei 


der Standardanordnung zugrunde gelegt werden. 
Als nachstes erhebt sich die Frage, 


% i, wie die experimentell ermittelten Absorp- 

80 tionskurven am besten analytisch ange- 

nahert werden kénnen. Eine gemessene 

| Absorptionskurve? fiir homogene Elek- 
Sy tronen ist in Fig.1 dargestellt. Weiter-— 

= hin ist die Gerade eingezeichnet, durch 


die bei den bisherigen Verfahren diese 
Absorptionskurve angenahert wurde. 


0 025 G50 075 100 126 Manerkennt,daB eine Parabel der wahren 
a Absorberdicke 


4% proktische Reichweite Absorptionskurve viel naher kommt als 


Fig. 1. Absorption homogener Elektronen. die Gerade. Daher wurde die Funktion 


a Experimentelle Kurve nach MARSHALL : 7: = 
und Warp!; b Parabolische Naherung, ©(*,R) in folgender Weise angendhert: 


c Lineare Naherung nach Das Gupta 
und CHAUDHURY*®, @ (x,R) =i1— (x/R)? $ (7) 


2. Die Differentialgleichung fiir N(x). Es soll zunachst eine Glei- 
chung zur Berechnung der Verteilung der M.-Reichweiten abgeleitet 
werden unter der Annahme, daB die Absorption homogener Elektronen 
durch Gl. (7) dargestellt werden kann. Setzt man (7) in (1) ein, so er- 
halt man: 


I(x) = f'N(R)dR— x? f'N(R)R®-aR. 


x 
Durch dreimalige Differentiation nach x ergibt sich: 


I! (x) =—N (x) —2x N (RR -dR+N(x)=—2xf'N(R)/R?-dR 


I’ (x) =—2f N(R)/R?-dR+2N(x)/x 


I'" (x) =2.N (x)/x* —2.N (x)/x® + 2/x- — 
x 
also 
dN(x) x 2, 
"la oF “tl (x). 


1 MarsHALL, J.S., u. A. G. Warp: Canad. J. Res., A. 15, 39 (1937). 
4 Siehe a. a. O. ; 
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Durch Integration erhalt man: N (x) =tfx -I'"’(x)-dx. Das Integral 


kann durch partielle Integration umgeformt werden : 
N (x) = — x 9/2 - I" (x9) +-/2-I'"’ (x) —4 {z¥ (R) dR 


2-N (x) =— x9- I" (xq) + x- I" (x) +I’ (a%q) —I' (x). (8) 


Da die Absorptionskurve eines 6-Spektrums im allgemeinen an ihrem 
Ende eine Nullstelle von héherer als dritter Ordnung hat?, sind die beiden 
konstanten Glieder in Gl. (8) gleich Null zu setzen. Als endgiiltige Glei- 
chung ergibt sich also 


2.N (x) = x-I'"(x)—I' (x). (9) 


Ein Vergleich von (9) mit (4) gestattet schon an dieser Stelle einige 
qualitative Aussagen tiber das neue Verfahren. Man erkennt, daB sich 
(9) nur um das Glied —I’(x) von (4) unterscheidet. I’(x) ist bei B- 
Absorptionskurven stets negativ und sein Betrag nimmt im allgemeinen 
mit zunehmender Absorberdicke monoton ab. Die Reichweitenvertei- 
lung nach (9) erhalt man daher aus derjenigen nach (4), indem man ein 
additives Glied hinzufiigt, das bei kleinen M.-Absorberdicken groB ist 
und bei der maximalen M.-Reichweite Null wird. Dies bedeutet eine 
Verschiebung des Maximums der Verteilung der M.-Reichweiten gegen 
kleinere M.-Reichweiten. Die Verteilung der M.-Reichweiten kann mit 
dem Werte Null oder einem endlichen Wert beginnen, je nachdem ob 
die erste Ableitung der gemessenen Absorptionskurve J’(0) Null oder 
endlich ist. Damit sind die beiden wesentlichsten Unstimmigkeiten der 
friiheren Verfahren beseitigt. DaB diese Uberlegung nicht nur quali- 
tativ richtig ist, soll spater an konkreten Beispielen gezeigt werden. 


§3. Auswertung der experimentellen Absorptionskurven. 

Um Gl. (9) auszuwerten, muB J’ und J” aus der experimentellen 
Absorptionskurve bestimmt werden. Dies kann auf verschiedene Weise 
geschehen. 

a) Die beiden Ableitungen werden direkt aus der graphischen Dar- 
stellung der Absorptionskurve bestimmt. Der Nachteil dieses Verfahrens 
wurde von Das Gupta und CHAupHURY und Evans angegeben (s. § 1). 


b) Nach Evans? setzt man L(x) =InJ(x). Gl. (9) geht dann tiber in 
2N (x) =I (x) {x(L?2 +L") —L'}. (10) 


1 ScHoppeER, H.: Erscheint in Kiirze im Ark. Mat., Astronom. o. Fysik, Stock- 
holm. — Hucues, D. J., C. EccLer u. C. M. HUDDLESTON: Phys. Rev. 75, 515 


(1949). 
2 Siehe a. a. O. 
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L’ und L” sind die Ableitungen der logarithmischen Darstellung der 
Absorptionskurve. Dieses Verfahren versagt bei groBen Absorberdicken, 
da dann die Bestimmung der beiden Ableitungen zu ungenau wird. 
c) Ineiner fritheren Arbeit? wurde gezeigt, daB sich die Absorptions- 
kurve von f-Spektren durch den Ausdruck 
I (x) =const £” (11) 
darstellen 1a4Bt, wobei E die Energie derjenigen Elektronen ist, deren 
M.-Reichweite gleich der M.-Absorberdicke x ist. ist eine Konstante. 
E kann mit Hilfe der Beziehung? EF =1,92 \# +0,22x (Ein MeV und 
x in g/cm?) durch die M.-Absorberdicke x ausgedriickt werden. Dabei 
ist fiir die M.-Reichweite die jeweilige noch vorhandene M.-Restreich- 
weite einzusetzen, also E(x) =1,92 \(% —x)?+0,22 (x»—x). Aus 
Gl. (41) erhalt man dann 
I (x) =const {(%)— x)? + 0,22 (x»— x)}"*. (12) 
Die Konstante » wird aus der Absorptionskurve durch doppellogarithmi- 
sche Auftragung gefunden (Abszisse =In{ }, Ordinate = In J). Man 
erhalt eine Gerade, deren Neigung x liefert. 
Setzt man (12) in (9) ein, so erhalt man fiir die Reichweitenverteilung 
den analytischen Ausdruck: 
N (x) - const = » {(xp— x) + 0,22 (x»— x)}? 


n 
‘9 


+ n(n — 2) {(x9 — x)? +-0,22(x»—x)}? = (xp — 2+ 0,11)? > x. 


- (x) + 0,41) + 
Xo ) (13) 


Aus dieser Gleichung erhalt man vor allen Dingen die Energieverteilung 
fiir hohe Energien verhaltnismaBig genau. Feinheiten der Absorptions- 
kurve bei kleinen Absorberdicken werden durch diese Darstellung aller- 
dings unterdriickt. Am zweckmaBigsten erwies es sich daher, die Me- 
thoden b) und c) zu kombinieren. Die Reichweitenverteilung bei kleinen 
Absorberdicken wurde mit Hilfe der Gl. (10), bei mittleren und groBen 
Dicken aus Gl. (13) bestimmt. 


$4. Bestimmung der Energieverteilung von RaE, P®, UX, +UX, 
und Y 9 + S790. 
Um die Brauchbarkeit des oben beschriebenen Verfahrens zu zeigen, 
wurden die Energieverteilungen von vier f-Strahlern aus der Absorp- 


Tabelle 1. 
een Lees oe reat aeS ET SO Sas Bo 
RaE | pa UX, a 
re 
n | . $85 | 4,65 | 4,25 4,09 
Xp [g/em*} 9,593 0,788 | 1,004 | 4,407 


1 ScHoppER, H.: siehe a. a. O. 
2 FLAMMERSFELD, A.: Z. Naturforschg. 2a, 370 (1947). 
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tionskurve (Standardanordnung!) bestimmt und mit den spektrome- 
trisch gemessenen verglichen. Die Absorptionskurven wurden in einer 
friiheren Arbeit! gemessen und sind in Fig.2 dargestellt. Die aus der 


Zelt 


Loh! der Tellchen 


= 
OY = 068 Oyen 
 - Reichweite 
Fig. 2. Absorptionskurven von RaE, P%*, Sr*°+ Y*, UX,+ UX, (Nulleffekt abgezogen, 
Standardgeometrie. Aluminiumabsorber). 


0 a2. Ov Ob Ge 10MeV 42 


Lnergie E 
Fig. 3. Energieverteilung von RaE. Spektrometermessung nach K. SIEGBAHN * ; Absorptions- 
Messung mach Evans* —*—-—-~°—} nach Das Gupra und Cuaupuury* x x x; in dieser Arbeit 
bestimmt o ———o. 


doppellogarithmischen Auftragung gefundenen Werte fiir » sind zusam- 
men mit den maximalen M.-Reichweiten in Tabelle 1 angegeben. 


1 ScHoprpER, H.: Siehe a.a. O. 

2 SIEGBAHN, K.: Phys. Rev. 70, 127 (1946). 
3 Siehe a. a. O. 

4 Siehe a. a. O. 
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O 02 50 075 40 125 150 175 20 225 650 
Energie E MeV 


| 
Fig. 4. Energieverteilung von UX, +UX;. (Ausgezogene Kurve Spektrometermessung nach MARSHALL*.) 


0 Q25 Q50 O75 100 We 150 1 200 225 280 
Lnergee E MeV 
Fig. 5. Energieverteilung Sr°° + Y%. (Ausgezogene Kurve Spektrometermessung nach MEYERHOF®.) 


0 G25 G3 QP OO 125 180 195 
Energie E MeV 


Fig. 6. Energieverteilung von P®*. (Ausgezogene Kurve Spektrometermessung nach Neary.) 


* MarsHatLt, J. S.: Proc. roy. Soc., Lond. A 173, 391 (1939). 
* MEYERHOF, W.E.: Phys. Rev. 74, 621 (1948). 
* Neary, G. J.: Proc. roy. Soc., Lond. A 175, 71 (1940). 
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Die aus Gl. (5), (10) und (13) ermittelten Energieverteilungen sind in 
Fig.3—6 zusammen mit den spektrometrisch bestimmten Verteilungen 
dargestellt. Als Energie-Reichweiten-Beziehung wurde die FLAMMERS- 
FELDsche Gleichung! E = 1,92 /R? + 0,22R benutzt. 

Besonders das Beispiel RaE zeigt die Verbesserung, die die neue 
Methode gegeniiber den bisherigen bietet. Das Maximum der Energie- 
verteilung wird annahernd an der richtigen Stelle gefunden und die 
Extrapolation auf die Energie 0 liefert eine von 0 verschiedene Teilchen- 
zahl. Auch der iibrige Verlauf der Kurve stimmt mit den spektrometri- 
schen Messungen besser tiberein als die bisher ermittelten Verteilungen. 
Bei den anderen drei Beispielen ist die Ubereinstimmung der beiden 
Verteilungen in Anbetracht der experimentellen Fehlerquellen (Selbst- 
absorption, Riickstreuung, Absorption in der Zahlrohrwand) gleichfalls 
zufriedenstellend. 

Diese Arbeit entstand im AnschluB an Untersuchungen, die im 
Laboratorium Meitner, K6niglich Technische Hochschule in Stockholm, 
ausgefiihrt wurden. Deshalb méchte ich auch an dieser Stelle Frau 
Prof. MEITNER fiir viele Ratschlage und lehrreiche Diskussionen danken. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


1 Siehe a. a. O. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S.426—439 (1951)- 


Zur Theorie der Beugung 
elektromagnetischer Wellen. 


Von 
Hans SEVERIN, Gottingen. 


Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 12. Februar 1951.) 


Mit Hilfe GreENscher Tensoren werden die Randwertformeln des elektromagne- 

tischen Beugungsproblems hergeleitet, die die Berechnung des Feldes im Raum 

aus der Tangentialkomponente der elektrischen oder magnetischen Feldstarke auf 

der Hiillflache gestatten. Bei ihrer naherungsweisen Anwendung erfiillt die Lésung 

die MaxweE tschen Gleichungen fiir beliebige ,, Randwerte“ und reproduziert diese, 
wenn man mit dem Aufpunkt auf die Randflache geht. 


Einleitung. 

Die KrrcHHoFFsche Beugungstheorie ist urspriinglich zur Beschrei- 
bung lichtoptischer Beugungserscheinungen entwickelt worden. Da 
sich bei Lichtwellen die Beobachtung im allgemeinen nur auf kleine 
Beugungswinkel erstreckt — bei gr6Beren Winkeln wird die Intensitat 
vernachlassigbar klein —, liefert die zunachst nur fiir skalare Wellen- 
funktionen geltende KircHHOFFsche Formel gute Ubereinstimmung mit 
der Erfahrung. Sind Wellenlange und lineare Dimensionen des beu- 
genden Hindernisses von derselben GréBenordnung, so ist die KrRcH- 
HoFFsche Theorie wegen ihres skalaren Charakters nur auf die Behand- 
lung akustischer Aufgaben zugeschnitten. 

Als Ausgangspunkt zur naherungsweisen Berechnung elektromagne- 
tischer Beugungserscheinungen benutzt man Formeln, die gestatten, 
das Feld innerhalb eines Raumgebietes anzugeben, wenn die Tangential- 
komponenten von © wad § auf der Randflache bekannt sind. Die 
zunachst strengen Ausdriicke fiihren bei ihrer Anwendung im Krrcu- 
HoFFschen Sinn — abgesehen von der physikalischen Unzulanglichkeit 
der erforderlichen Annahmen — auf dieselben rein mathematischen 
Schwierigkeiten wie die bekannte KircHHorrsche Formel. Dort lassen 
sich diese Schwierigkeiten beheben nach der von SOMMERFELD ange- 
gebenen Methode der GREENschen Funktion. Im folgenden wird dieses 
Verfahren auf vektorielle Probleme erweitert und gezeigt, daB sich die 
den Vektorformeln bisher anhaftenden mathematischen Schwierigkeiten 
in ahnlicher Weise mit Hilfe GreENscher Tensoren beseitigen lassen. 

Bei der naéherungsweisen Anwendung erlauben die Vektorformeln in 
ihrer bisherigen Form eine Anpassung an bestimmte Reflexionseigen- 
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schaften des Schirmes nicht. Die hier abgeleiteten Ausdriicke beziehen 
sich dann auf den beim Experimentieren mit elektromagnetischen 
Zentimeterwellen praktisch allein wichtigen Fall eines vollkommen 
reflektierenden Schirmes. Sie erweisen sich fiir den Spezialfall einer 
senkrecht auf den Schirm treffenden ebenen Welle identisch mit Formeln, 
die in friiheren Arbeiten zur Beschreibung des beobachteten Beugungs- 
feldes herangezogen wurden und die auf dem HuyGHENschen Prinzip 
basierten. 


$1. Die skalaren Formeln. 
Die aus der Lichtoptik gelaufige KircHHoFFsche Formel 
~ f B — kr éu(Q) —ikr 


C u e 
—42u(P) = ff i" (Q) Bieta i afo, (1) 
r=1po= V(x—&)* + (y—n)* + (2-0)? 
(1 = auBere Normale) gestattet, die Lésung der Wellengleichung 
Au+ku=0 (2) 
in einem Raumgebiet anzugeben, wenn u und éu/én auf der Randflaiche 
des Gebietes bekannt sind. Bei der naherungsweisen Anwendung der 
-zundchst strengen Formel (1), z.B. zur Berechnung akustischer Beu- 
gungserscheinungen, ergibt sich als mathematische Schwierigkeit, daB 
man “ und Gu/én auf der Integrationsflache nicht unabhangig von- 
einander vorgeben kann. Vielmehr ist schon durch die Wahl von u 
oder Gu/én auf der Integrationsflache u im gesamten Integrationsgebiet 
bestimmt, also sind auch die Werte Gu/én bzw. u auf dessen Berandung 


festgelegt. Insbesondere hat z.B. die Annahme u4(Q) = ssl 


fiir ein endliches Stiick der Integrationsflache wegen (2) notwendig zur 
Folge, daB u(P) iiberall identisch gleich Nullist. Bei der approximativen 
Anwendung von (1) nach KircHHorr erhalt man eine Funktion u(P), 
die der Wellengleichung exakt, den angenommenen Randwerten jedoch 
nicht geniigt. 

Um die wirkliche Lésung des Randwertproblems, namlich die Berech- 
nung von uw im Raum aus den Werten von u oder 6u/én auf dem Rand, 
hinschreiben zu kénnen, bedarf man einer sog. GREENschen Funktion 
G”) (P,Q), die sich im Aufpunkt P wie 41/r verhalt, auf der Integrations- 
flache einer der Bedingungen 


GaP, G) =0, (3 a) 


= 0 schon 


eG) (P, Q) 


=0 (3b) 


geniigt und im Unendlichen die SOMMERFELDsche Ausstrahlungsbedin- 
gung erfiillt. Ausgehend vom GREENschen Satz 


[[ftwsv—vawyar= [flu avy vo} af (4) 


on 
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erhalt man, wenn wu und v der Wellengleichung (2) geniigen und v im 
Aufpunkt P wie 1/r unendlich wird 


—4nu(P) = ff {u(Q) °F 2202) a(P,Q)bafo. (5) 


Setzt man v(P,Q) gleich der Einpollosung 


et *rpg 


»(P, Q) = 


so entsteht aus (5) die KtrcHHOFFsche Formel (1). Nimmt man indessen 
fiir v(P,Q) eine der GreENschen Funktionen G’(P,Q), so folgen die 


Ausdriicke 
z 
4nu0)(P) = — {fue aoe —.—~dfg, (6a) 


40 ul?) (P) = - ff ar G2)(P, Q) dio, (6b) 


YPO 


die gegeniiber (5) nur noch “(Q) bzw. unter dem Integral ent- 


éu(Q) 

. con 

halten und somit die Lésung der oben gestellten Aufgabe darstellen. 

P(xy,-2) Praktische Bedeutung haben sie nur fiir den Fall, 
daB die Begrenzung des Integrationsgebietes © 
eine Ebene ist; dann laBt sich namlich die 
GREENsche Funktion einfach nach dem Spiege- 
lungsprinzip herstellen, indem man 

z=0 ees doe 


Gt) — = af lst ag y¥=1, 2, (7a) 


r r 


(Eno) r’ = |(x—£)* + (y—n)? + (—z—0)*_ (7b) 
setzt. Damit ergibt sich aus (6a) und (6b) 


oll td a) —ikr 
Play, z) 22 ul) (P) = — TE) Bist) ol 
Fig. 1. Spiegelung von P an Js on A 
der Ebene s=0, 
- —ikr 
P(x, 9,8)... Q(§m0)=r, 2) 7 eu(Q) e * 
OG) Pageyar,  2%u0)(P) = || —' <—_dfo (8b) 


und der Vergleich mit (1) zeigt, wie wegen (7a) und (7b) nicht anders 
zu erwarten war, daB 


P) =4{u(P) + u2(P)}. (9) 


§ 2. Die vektoriellen Formein in ihrer bisherigen Form. 
Die der skalaren KircHHorrschen Formel (1) entsprechenden vek- 
toriellen Ausdriicke, die als Grundlage fiir die naherungsweise Behand- 
lung elektromagnetischer Beugungsprobleme dienen, sind zuerst von 


a% 
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KOTTLER? und spater von anderen Autoren? angegeben worden. Die 
Formeln 
—tkr 


4x €(P) ——rotp | { dig €(Q)* + 


, P ~ _ e thr 
J tee rot protp | | d¥ox 9(Q) a 
1 he { (10) 


4x9 (P) = —rotp [[{ dig x $(Q)—— — 
a 1 ke e thr 
~ ;y Totprotp [[ dfp x E(Q) — | 


gestatten, die Lésung der MAxwettschen Gleichungen 
—tk€=rothH, tk =rot & (11) 


fir ein Raumgebiet anzugeben, wenn die Tangentialkomponenten von 
© und § auf dessen Randflache bekannt sind. Will man die zunachst 
wieder strenge Lésung (10) im KrircHHoFFschen Sinne zur naherungs- 
weisen Berechnung elektromagnetischer Beugungsprobleme anwenden, 
so ergeben sich dieselben mathematischen Schwierigkeiten wie bei der 
skalaren Formel (1). Wie in einem abgeschlossenen Gebiet ohne Quellen 
das Schallfeld véllig bestimmt ist durch Vorgabe von u oder du/dn 
auf der Begrenzung des Gebietes, so ist ganz entsprechend das elektro- 
magnetische Feld eindeutig bestimmt durch die Werte der Tangential- 
komponenten von © oder § auf der Randflache. Bei approximativer 


Anwendung von (10) erhalt man fiir beliebig angenommene Randwerte 
€(Q), 5(Q) zwar eine exakte Lésung der MAxwettschen Gl. (11), jedoch 
reproduzieren sich dabei die angenommenen Randwerte nicht. Die den 
skalaren Formeln (6a) und (6b) entsprechenden vektoriellen Ausdriicke, 
die eine Berechnung von & und § im Raum aus dem Wert von tang 
oder Qrang auf der Randflache gestatten wiirden, sind bisher nicht be- 
kannt. Es wird im folgenden gezeigt, daB diese wirkliche Lésung des 
Randwertproblems — genau wie im skalaren Fall — wenigstens im 
mathematischen Sinn existiert. 


§ 3. Die vektoriellen Formeln in threr neuen Form, 
zundchst fiir den Spezialfall der Ebene. 


Die Vektorformeln (10) lassen sich aus einer Identitat gewinnen, 
die das vektorielle Analogon zum GREENschen Satz (4) darstellt und die 
man erhalt, indem man den Gaussschen Satz auf den Vektor Ux rot¥ t 


1 Kortrer, F.: Ann. Phys. (4) 71, 457 (1923). 

2 Stratton, J. A., u. L. J. Cou: Phys. Rev. 56, 99 (1949). — Zuurt, ip ke 
Frequenz 1, 33 (1947). — FRAnz, W.: Z. Physik 125, 563 (1949). 

+ Mund & sind zwei Vektorfunktionen, die mit ihren ersten und zweiten 
Ableitungen innerhalb eines abgeschlossenen Gebietes und auf seiner Randflache 


iiberall stetig sind. 
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anwendet und von der entstehenden Gleichung die entsprechende mit 
vertauschtem 1 und & subtrahiert: 


Sf {B+ rot rot U—rot rot B- Ujdrt 


(12) 
=— ff {B-rot Uxdf + rot B-uUxdf}t. 


Versteht man unter ll einen der beiden elektromagnetischen Feld- 
vektoren und setzt fiir @ eine divergenzfreie Quellfunktion an, deren 
Komponenten der Wellengleichung (2) geniigen, z. B. 

—tkr 


B—rotpa -— —Ti; (13) 


so verschwindet die linke Seite in (12) und man erhalt, da der willkirliche 
Einheitsvektor a ein allen Termen gemeinsamer Faktor ist und somit 
herausfallt, 


—ikr —tkr 
rot rot | [ “dfx U + rot If = a{xrotu=0oO, (14) 


wobei die Integration iiber die Randflache und die Oberflache einer 
kleinen den Aufpunkt P ausschlieBenden Kugel zu erstrecken ist. Bei 
der Integration iiber diese kann man wegen der Stetigkeit von U den 
Wert auf der Kugelflache ersetzen durch den Wert Up, den die Funktion 
im Mittelpunkt annimmt. Dann liefert offenbar der erste Term keinen 
Beitrag, da die Werte von dj xX Up auf der Kugeloberflache paarweise 
mit entgegengesetztem Vorzeichen auftreten. Das zweite Glied gibt, 


da auf der Flache df-rot Up=O ist, als Gesamtbeitrag der kleinen 
Kugel 47 rot Up, so daB also 


—ikr ey ,—tkr 
— 4x rot Up = rot rot | [ oe ~~ a@Fxut rot [| : djxrotu (45) 
resultiert und dieses Ergebnis ist identisch mit (10), wenn man fiir 11 
die Feldvektoren © bzw. § einfiihrt. 


Um das elektromagnetische Feld im Raum aus dem Wert von Crang 
oder Stang auf einer ebenen Randflaiche berechnen zu kénnen, dazu 
bedarf man nach (12) einer Vektorfunktion B) — (P,Q), die neben 


+ Zur Vereinfachung der Formeln wird im folgenden darauf verzichtet, die 
Abhingigkeit der einzelnen Gré8en von Aufpunkt P und Integrationspunkt Q 
anzugeben, wenn MiBverstandnisse ausgeschlossen sind. Wenn nicht anders ver- 
merkt, hangen die VektorgréBen stets von Q ab, wenn sie unter dem Integral, 
von P, wenn sie auBerhalb des Integrals stehen. Entsprechend beziehen sich die 
Differentiationen unter dem Integral auf Q, auBerhalb auf P. 

tft Bist dann bekanntlich das magnetische (elektrische) Feld eines in Richtung 
von qa schwingenden elektrischen (magnetischen) Dipols. Das Endergebnis ist 
—ikr 


dasselbe, wenn man statt (13) V=rotp rotpa i setzt. 


“iv 
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den schon genannten Eigenschaften zusitzlich in der Integrationsebene 
eine der Bedingungen 


dfx OM=—0, (16a) 
dfxrot G6?) =o (16b) 


erfiillt. Eine derartige GREENsche Vektorfunktion liBt sich in vélliger 
Analogie zum skalaren Fall leicht herstellen, indem man namlich die 
durch (13) charakterisierte Quelle an der Integrationsebene spiegelt 
und zwar derart, daB entweder die Tangentialkomponente von © oder 
die von rot © in der Spiegelebene verschwindet. Wahlt man fiir diese 


wieder die Ebene z=0, so hat man jetzt entsprechend (7a) und (7b) 
an Stelle von (13) 


~tkr thr’, 
e 


G*) = rotp(a serempes << Taga ). y= 1,2, (17a, b) 


a= {a,,4,,4,}, a’ = {a,,a,,—a,}. 


Damit erhalt man aus (142) zwei Ausdriicke der Form (14), wobei die 
Integration des ersten mit dem Faktor a multiplizierten Terms tiber 
die Randflache und die Oberflache der den singularen Punkt bei 7=0 
umschlieBenden kleinen Kugel, die Integration des zweiten mit a’ ver- 
sehenen Terms iiber die Randflache zu erstrecken ist. Der Beitrag der 
Kugelflache ist wieder a 4a rot Up. Bei den beiden Integralen iber 
die Randflache lassen sich entsprechende Glieder zusammenfassen ; so ist 


—tkr 


dfxrotg GY = — 2df xa (gradpgradp + k?) ie - 


aoe (18a) 
dfx U-roty 6 = — 2arotprotpdfx U(Q) - : ; 
e thr \ 
djx @°) = 2dfx/(gradp“ xa} 
. Ee | (18b) 
djxrot U- &?) = — 2a rotpdf xrot U(Q) 7 
und man bekommt damit schlieBlich 
- Pag tae 
—2z rot UP = rot rot | { ——- adjxu, (19a) 
—tkr 
—2z rot ug —rot ff“ df xrot UW. (19b) 


Die gesuchten, den skalaren Formeln (8a) und (8b) entsprechenden 
Ausdriicke erhalt man daraus, indem man fiir UW” einen der Feld- 
vektoren & oder § einfiihrt und dann § bzw. € iiber die MAXWELLschen 
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Gleichungen bestimmt: 


See —tkr 
2n EH) — = rot rot dfx aoe 
ik II an f (20a) 
209 = —rot [f dfx - ae 
—tkr 
22 (2) — — rot [[atxe : : 
(20b) 


—tkr 
Pee et 
2) — jp rotrot [[dfx6 3 


Damit hat man eine exakte Integraldarstellung des elektromagnetischen 
Feldes aus den Werten von €,,,¢ oder Dang in einer ebenen Randflache 
gewonnen. Fiir einen ebenen Beugungsschirm wiirde also (20a) oder 
(20b) die strenge Lésung des Beugungsproblems geben, wenn Qyang bzw. 
Gang in der ganzen Schirmebene exakt bekannt waren. Es gelten, wie 
man durch Vergleich mit (10) feststellt und wie wegen (17a) und (17b) 
nicht anders zu erwarten, die der skalaren Gl. (9) entspfechenden 
Beziehungen 


E=4¢(EM +E), (24a) H=3(97+H). (21D) 


Es sei abschlieBend noch erwahnt, daB man die fiir eine ebene 
Randflache geltenden Ausdriicke (20a) und (20b) schneller nach einem 
allerdings weniger allgemeinen Verfahren gewinnen kann, wie es ahnlich 
von Lord RAYLEIGH! bei der Herleitung der Formel fiir die Kolben- 
membran angegeben wird. Das allgemeine Integral der inhomogenen 
Wellengleichung 

Au+khu+tau,=0 (22) 


lautet bei flachenhaft verteilten Quellen bekanntlich 


—akr 


“u=— - [[% ms -df. (23) 


Wahrend u auf beiden Seiten der Flache denselben Wert hat, zeigt 
die Normalkomponente unstetiges Verhalten: 


cI +(3 \j=— dome. (24) 


Fiir eine ebene Flache ist nach (23) « eine gerade, eu/On eine ungerade 
Funktion beziiglich dieser Ebene, so daB mit 


CSR Sheen: (25) 


} RayLeicu: Theory of Sound, § 277, 278. 
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(8b) resultiert. Um diesen Gedankengang auf das elektromagnetische 
Problem iibertragen zu kénnen, muB man offenbar die Integration der 
Maxwettischen Gleichungen zunichst auf eine geeignete Vektorfunktion 
zuriickfiihren, deren Komponenten nur der Wellengleichung (22), aber 
keiner Nebenbedingung zu geniigen brauchen. Dies gelingt bekanntlich 
durch Einfiihrung des Herrzschen oder des Fitz-GERALDschen Vektor- 
potentials, aus denen man die Feldstérken nachtriglich durch gewisse 
_ Differentiationen ermittelt. Identifiziert man u mit einer Komponente 
des Hertzschen Vektors, so hat “) die Bedeutung der entsprechenden 
Komponente eines elektrischen Flachenstromes, und dieser bedingt beim 
Durchgang durch die Flache nach der ersten MAXWELLschen Gleichung 
einen Sprung des Magnetfeldes 


d{x$ +4{x$.=— Zi. (24' 

Fiir eine ebene Flache ist wieder aus Symmetriegriinden 
ns ta , 
d§x9(Q)=—4 i, (25’) 
womit man (20a) erhalt. Bei Verwendung des Fitz-GERALDschen 
Vektors ist #) als die Komponente eines magnetischen Flachenstroms 


anzusehen, der zu einem (24’) dquivalenten Sprung des elektrischen 
Feldes AnlaB gibt; fiir ebene Flachen findet man schlieBlich (20b). 


$4. Verallgemeinerung auf beliebige Randfldachen. 


Im folgenden wird versucht, das elektromagnetische Feld €(P), 
§(P) innerhalb eines Raumgebietes mit beliebiger Randflache aus den 
Komponenten von &(Q) oder $(Q) in dieser Flache anzugeben. Dieses 
elektromagnetische Problem wird nicht durch eine vektorielle GREEN- 
sche Funktion gelést, dazu bedarf man vielmehr eines GREENschen 
Tensors!, der dem Vektor €(Q) linear homogen den Vektor €(P) 
zuordnet. Das kommt auch in den bisherigen Formeln (10) bzw. (20a) 
und (20b) darin zum Ausdruck, daB die bei df x € und df x $ stehenden 
Operatoren nach (18a) und (18b) als spezielle Tensoren aufgefaBt werden 
k6nnen. 

Um die der gestellten Aufgabe adaquate Erweiterung der Ausgangs- 
gleichung (12) zu erhalten, kann man so vorgehen, daB man die aus (12) 
fiir die Vektoren ¥,, &,, Bg entstehenden Gleichungen mit den Ein- 
heitsvektoren i, j oder f multipliziert und addiert. Sind &,, ¥s, ‘Be 
die drei Zeilenvektoren des zweistufigen Tensors ®, 


@O=B, i+ Bj + BF, (26a) 


1 Courant, R., u. D. Hirpert: Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, 
S. 317. Berlin 1931. — Franz, W.: Z. Naturforschg. 3a, 506 (1948). 
29 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 
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so erhalt man 


fff {rot rot U-D — U- rot rot D} drt | 

= —ff{(rot Ux df)-B+(Ux df) -rotD}, 
wobei die Operatoren rot ® und rot rot ® auf Grund der soeben ange- 
gebenen Rechenvorschrift zur Erlangung der Identitat (27) in Uber- 
einstimmung mit der Regel fiir die Differentiation von DyYADEN als 

die zweistufigen Tensoren 

rot) —rot Bi + rot B,j + rot BF, (26b) 
rot rot® = rot rot Bi + rot rot Bj + rot rot Bzt (26c) 


erklart sind!. Gilt fiir das Verhalten von ® im Aufpunkt wieder wie 
oben (13) 


@ =rotp— st -6, (13’) 
6 = Einheitstensor, so wird aus (27) 
— 4 rot Up= ff {(dj xrot U)-O@+ (df x U) -rotP}. (28) 


Um Up aus den Werten von dj x1 oder dj x rot U auf der Randflache 
angeben zu kénnen, bedarf man also eines GREENschen Tensors @”) = 
I) (P,Q), der sich im Aufpunkt P wie (13’) verhalt, der auf der Rand- 
flache einer der Bedingungen 


dixIM(P,Q)=0, (29a) dfxrot2)(P,Q)=0 (29d) 


geniigt und im Unendlichen die Ausstrahlungsbedingungen elektro- 
magnetischer Wellen? erfiillt. Fiir die Randbedingung (29 a) erhalt man 
aus (28) 

—4arot UW) = ff (df xrot U)-I) (P, Q), (30a) 


fiir die Randbedingung (29b) 
— 42 rot US) = ff (df x U)- rot (P,Q). 


Dieser letzte Ausdruck laBt sich noch etwas umformen, wenn man von 
einer Eigenschaft der GREENschen Tensoren Gebrauch macht, die der in 


GW (P, Q) =6"(Q, P) 


1 Im Gegensatz zu der in der Vektor- und Tensoranalysis iiblichen Auffassung, 
wo man unter der Rotation eines zweistufigen Tensors ® im allgemeinen den 
dreistufigen Tensor 
(rot D) m4» = YPun t+ Vn Dy. + Fn Dim 
versteht. 

* Mitrer, Ct.: Zur mathematischen Theorie elektromagnetischer Schwin- 
gungen, S. 15. Berlin: Akademie-Verlag G.m.b.H., 1950. 


” 


(27) 
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zum Ausdruck kommenden Symmetrie der GREENschen Funktionen 
entspricht. Fiir die oben definierten GreENschen Tensoren gilt! 
roto lL") (P, Q) =rotpI)(Q, P), (29 c) 


wenn J” den durch Vertauschung von Zeilen und Spalten aus J" hervor- 
gehenden konjugierten Tensor bedeutet. Damit wird 


— 4x rot US) = rot ffl (Q, P)- (dfx). (30b) 
Fir U=€ ergibt sich aus (30a) bzw. (30b) 


4x GW) = rot ff (4? x §) -P' (P,Q) 
42.90 =— ff (4x) -P(P, Q), ae 
4x €2) —— ff TQ, P)-(dfx® 

af toate , (31) 
420% = ——, rot ff PEN, P) - (d¥ x6). 


Fiir 1 = bekommt man dieselben Formeln, wenn man bedenkt, daB 
durch Anwendung von rotp auf (29b) tiber (29c) 


dfxT@(0,P) =0 


folgt und damit wegen der Eindeutigkeit der GREENschen Tensoren 


Per, Q) am 2(Q, P) 
gilt. 


§ 5. Diskussion der Randwertformeln hinstchtlich threr Anwendung. 


Der augenscheinlichste Unterschied der Randwertformeln (6a) und 
(6b) bzw. (31a) und (31b) gegeniiber der Kircuuorrschen Formel (1) 
bzw. (10) ist der, daB sie die Berech- df 
nung des Feldes im Raum aus den 
Werten des Druckes oder der Normal- 
schnelle bzw. aus der Tangentialkompo- 
nente des elektrischen oder magneti- 
schen Feldes auf der Randflache 
gestatten. Daher ist bei der naherungs- 
weisen Anwendung von (6a) und (6b) 
bzw. (31a) und (31b) Zur Berechnung Fig. 2. Aufpunkt P auf der Randflache F, 
von Beugungserscheinungen die An- 
nahme geeigneter Randwerte im Sinne von KircuHorF jetzt in mathe- 
matisch widerspruchsfreier Weise méglich; auBerdem werden beliebig 
angenommene Randwerte von den nach (6a) und (6b) bzw. (31a) 


1 Franz, W.: a. a. O. 
29% 
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und (31b) berechneten Funktionen tatsachlich angenommen, wenn 
man mit dem Aufpunkt P gegen die Randflache geht. Dieses Ver- 
halten kann man sich leicht klar machen, indem man P mit einer 
kleinen Halbkugel vom Radius ¢ umgibt; dann liefert fiir «+0 das 
Integral iiber die derart geschlossene Flache F fiir den auBerhalb 
liegenden Punkt den Wert Null und man hat 


dm Up=—Jff (dfx Up) -F=—lim ff df (nx Up) 1’. 
—ikr 
Fir e>0 geht I’ gegen 2 rotp —— 6 und es wird aus 


—tkr —tkr 


-§ = (nx Uy) x gradp “—— 


(n x Uy) 5 rotp 


J 


= — (1X Up) Xt (i & + 


> 
\ r 


1 e thr 
ia 
wobei ty ein radialer vom Mittelpunkt der Kugel wegzeigender Ein- 
heitsvektor ist. Damit bekommt man fiir die interessierende Tangential- 

komponente von lp 


4a (nX Up) =2 lim ff df (wx Up) (to- m) 
e=0 K/2 


und im Grenzfall e—0 als Wert des Integrals die GréBe 2a(n X Uy). 

Der Gewinn, den die Einfiihrung der GreENschen Funktion G™ 
bzw. des GREENschen Tensors J”) mit sich bringt, wird bei krummen 
Flachen illusorisch, da die analytische Darstellung von G") schon im 
einfachsten Fall der Kugel auf umstandliche Reihen nach deren Eigen- 
funktionen fiihrt. Praktische Bedeutung hat diese Methode nur in dem 
schon behandelten Sonderfall einer ebenen Randflache, fiir welchen als 
einzigen G") bzw. J“) bequem herstellbar sind und auf dessen Diskussion 
wir uns daher im folgenden beschranken wollen. 

Waren Druck ud Normalschnelle bzw. die Tangentialkomponenten 
von © und § in der gesamten Ebene z =0 bekannt, so ware es prinzipiell 
gleichgiiltig, von welcher der exakten Darstellungen (1) oder (8a) und (8b) 
bzw. (10) oder (20a) und (20b) man zur Berechnung des Feldes ausgehen 
wiirde ; sicher wird man jedoch den in ihrer Gestalt einfacheren, weil nur 
einen Randwert bendtigenden Integralen (8a) und (8b) bzw. (20a) und 
(20b) den Vorzug geben. Ferner wird man in vielen Fallen von praktischem 
Interesse durch idealisierte Annahme hinsichtlich der Randbedingungen 
(ideal schallharter oder schallweicher bzw. vollkommen leitender Schirm) 
die Integration auf die Flache der Offnungen im Schirm beschranken 
kénnen, Trotzdem ist die strenge Anwendung der Randwertformel nur 
in vereinzelten Fallen méglich, némlich dann, wenn die auf dem Schirm 
‘verschwindende FeldgréBe auch in der freien Offnung bekannt ist, die 
Randwerte also homogen sind. Der einzige Fall dieser Art ist die in 
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starrer Wand schwingende Membran!. Dagegen fiihrt bei den akusti- 
schen* bzw. elektromagnetischen® Beugungsproblemen die Bestimmung 
der Beugungswelle immer auf eine Randwertaufgabe mit gemischten 
Randwerten*.®. Der Versuch einer exakten Lésung liefert bei Erfillung 
der Randbedingungen im Falle des akustischen Beugungsproblems eine 
Integralgleichung, beim elektromagnetischen Beugungsproblem ein 
System von zwei Integralgleichungen fiir die unbekannten FeldgréBen 
im Integranden der Formeln (8a) und (8b) bzw. (20a) und (20b). Nach 
diesem Verfahren sind daher abgesehen vom Grenzfall sehr groBer 
Wellenlangen® bisher nur das Problem der freischwingenden Kolben- 
membran’ und das elektromagnetische Beugungsproblem des geraden 
Drahtes (lineare Empfangsantenne)*® behandelt worden. 

Fiir die Vielzahl praktisch interessierender Aufgaben ist man auf 
die naherungsweise Anwendung der Formeln (1) oder (8a) und (8b) bzw. 
(10) oder (20a) und (20b) im Sinne von KircHHOFF angewiesen. Neben 
den schon besprochenen mathematischen Vorziigen besteht dann im 
skalaren Fall der fiir die Praxis entscheidende Vorteil der Darstellungen 
(8a) und (8b) gegeniiber der urspriinglichen KircHHorFschen (1) darin, 
daB sie in einem bestimmten interessierenden Bereich eine bessere 
Annaherung an die wahren VerhAltnisse liefern. Sie gestatten — wenig- 
stens fiir einen Teil der Integrationsflache — die Randwerte des vor- 
gelegten Problems exakt zu erfiillen und man wird bei nicht zu kleinen 
Objektdimensionen den Ansatz so wahlen, daB er im Fall einer schall- 
harten Beugungsscheibe den bekannten Wert der Normalschnelle auf 
der Scheibe, im Fall einer beugenden Offnung im schallharten Schirm 
den bekannten Wert des Druckes in der Offnung richtig wiedergibt. 

1 STENZEL, H.: Leitfaden zur Berechnung von Schallvorgangen. Berlin 1939. 

2 Beugung an einer vollkommen schallharten bzw. schallweichen Scheibe. 
Mathematisch identisch damit sind nach dem Baxinetschen Prinzip der Akustik 
([ScHocn, A.: Ergebn. exakt. Naturw. 23, 211 (1950)] die Beugungsprobleme 
der Offnung gleicher Form wie die Scheibe im vollkommen schallweichen bzw. 
schallharten Schirm. Auf dasselbe mathematische Problem wie die Bestimmung 
der Beugungswelle an der schallharten Scheibe fiihrt ferner die Berechnung des 
Schallfeldes einer ebenen fyei schwingenden Membran gleicher Form, deren Ge- 


schwindigkeit entgegengesetzt gleich der Normalschnelle der einfallenden Welle 
auf der Scheibe ist. 

3 Beugung an einer vollkommen leitenden Scheibe. Damit ist nach dem 
BaBINETschen Prinzip der Elektrodynamik#4 auch das Beugungsproblem der Offnung 
gleicher Form wie die Scheibe im vollkommen leitenden Schirm erledigt. 

4 MEIXNER, J.: Z. Naturforschg. 3a, 506 (1948). 

5 MEIXNER, J., u. U. Fritze: Z. angew. Phys. I, 535 (1949). 

6 RayteEicH: Phil. Mag. (5) 44, 28 (1897). — Severin, H.: Z. Physik 128, 
108 (1950). 

7 SoMMERFELD, A.: Ann. Phys. (5) 42, 389 (1943). 

8 Hatten, E.: Nova Acta, Ser. IV II, 1 (1938). — Macnus, W., u. OBER- 
HETTINGER: Hochfrequenztechn. 57, 97 (1941). — Kina, R., u. Cu. W. HARRISON: 
Proc. I. R.E. 31, 548 (1943). 
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Der Vergleich gegen die strenge Rechnung* bzw. gegen entsprechende — 
Messungen? bestatigt diese Uberlegung, so daB sich also die an einer 
schallharten Scheibe gebeugte Welle in erster Naherung aus einer Be- 
legung der Scheibe mit Strahlern erster Ordnung (8b), die Beugungs- 
welle an einer Offnung im schallharten Schirm aus einer Belegung der 
Offnung mit Strahlern zweiter Ordnung (8a) herleitet. 

Die beim akustischen Beugungsproblem mit den skalaren Rand- 
wertformeln erzielten guten Ergebnisse einerseits und die erfolgreiche 
Verwendung spezieller nach dem HuyGuenschen Prinzip gewonnener 
vektorieller Ausdriicke*® andererseits waren AnlaB zur obigen Herleitung 
der allgemeinen Randwertformeln des elektromagnetischen Problems. 
Bei ihrer naherungsweisen Anwendung beseitigt man durch die K1RCH- 
HoFFschen Annahmen zunachst die Schwierigkeiten, die bei der exakten 
Lésung des elektromagnetischen Beugungsproblems in der Frage der 
Separierung in mehrere vollig unabhangige skalare Probleme auftreten*. 
Betrachten wir den Fall der beugenden Offnung in einem ebenen voll- 
kommen leitenden Schirm, so kann man bei Verwendung der Integrale 
(20a) und (20b) das Naherungsverfahren so anlegen, daB man entweder 

a) in der freien Offnung den richtigen Wert fiir §,,,,, namlich den der 
einfallenden Welle, also yang = Dtang und an der Riickseite des Schirmes 
im Sinne von KiRCHHOFF in erster Naherung §,,,,. =0 setzt, oder aber 

b) auf dem Schirm die Randbedingung €,,,.. =0 exakt erfiillt und 
in der Offnung naherungsweise Srang = Clang ANNimmt. 

Nach Messungen von ANDREWS ® zeigt das €-Feld in der Offnung eine 
ausgepragte Struktur, so daB die KiRcHHOFFsche Annahme unter b) in 
starkem Widerspruch zur Erfahrung steht. Wenn sich der Anwendungs- 
bereich des Naherungsverfahrens auch auf die Offnung selbst und deren 
unmittelbare Nachbarschaft erstrecken soll, so wird man darauf bedacht 
sein, die in der Offnung herrschenden Feldstairken méglichst gut zu 
approximieren und daher dem Verfahren a), d.h. dem Ansatz (20a) den 
Vorzug geben. Die damit erzielten Ergebnisse sind dann hinreichend 
genau, wenn der vernachlassigte Beitrag des Integrals iiber den Schirm 
klein gegen den Wert des iiber die Offnung erstreckten Integrals ist, 
wenn also Qiang hinter dem Schirm mit wachsendem Abstand vom 
Rande der Offnung geniigend schnell abfallt; erfahrungsgemaB erstreckt 
sich dieser Abfall unabhangig von den Dimensionen der Offnung auf 
einen Bereich von der GréSenordnung einer Welfenlinge, so daB es 
mit gréBer werdender Offnung nicht mehr viel ausmacht, wenn man 

1 MEIXNER, J., u. U. Fritzz: a.a.O. — SpEncE, R.D.: J. acoust. Soc. Amer. 
21, 98 (1949). LrEITNER, A.: J. acoust. Soc. Amer. 21, 331 (1949). 

® Srvertn, H., u. Ci. STARKE: Acustica (im Druck). 

* SEVERIN, H.: Z. Naturforschg. 1. — Z. angew. Phys. 2, 499 (1950). 

4 MEIxnegR, J.: a.a.O. —- Ann. Phys. (6) 6, 2 (1949). 

® ANDREws, C.L.: J. appl. Phys. 21, 765 (1950). 
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auf dem Schirm an Stelle des exakten Wertes Diang =O setzt. — Im 
Fall einer ebenen vollkommen leitenden Scheibe wird man nach ganz 
analogen Erwagungen den Formeln (20b) den Vorzug geben, die die 
exakte Erfiillung der Randbedingung €,,,,. 0 auf der Scheibe gestatten. 
Im Fall geometrisch komplementirer Schirme gehorchen beide Nihe- 
tungen dem Bapinetschen Prinzip der Elektrodynamik!. Friihere 
Messungen an kreisférmigen Offnungen? im vollkommen leitenden 
Schirm und an vollkommen leitenden Kreisscheiben? bestiatigen die 
soeben angestellten Uberlegungen. Der beobachtete Feldverlauf konnte 
gut beschrieben werden, wenn man eine Belegung der Offnung mit 
elektrischen Dipolen, im Fall der Scheibe hingegen eine Belegung ihrer 
Flache mit magnetischen Dipolen annahm. Die nach der HuyGHENschen 
Vorstellung der Elementarwellen fiir diese Belegungen gewonnenen 
Ausdriicke sind mit den fiir eine senkrecht auf den Schirm treffende 
ebene Welle spezialisierten Formeln (20a) und (20b) identisch und haben 
damit ihre strenge Begriindung erhalten. 


SchluBbemerkung. 


Fiir die praktische Anwendung der beiden Randwertformeln des 
elektromagnetischen Problems zur genaherten Berechnung der Beu- 
gungswelle an ebenen Schirmen ergibt sich hinsichtlich ihrer Auswahl 
auf Grund der obigen Uberlegungen und durch Vergleich gegen vor- 
liegende Messungen eine sehr einfache und plausible Vorschrift, die 
auch fiir das akustische Beugungsproblem Giiltigkeit hat: Bei nicht 
zu kleinen beugenden Offnungen bzw. Scheiben — lineare Dimensionen 
von etwa einer Wellenlange an — gehe man stets von der bekannten 
FeldgréBe auf der beugenden Flache aus, verwende also die Formel, 
die diesen Randwert exakt reproduziert. Bekannt sind die Normal- 
schnelle an der ideal schallharten Scheibe bzw. in der Offnung eines 
ideal schallweichen Schirms (8b), der Druck in der Offnung eines ideal 
schallharten Schirms bzw. auf einer ideal schallweichen Scheibe (8a), 
die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke an der voll- 
kommen leitenden Scheibe (20b) und die Tangentialkomponente der 
magnetischen Feldstarke in der Offnung eines vollkommen leitenden 
Schirms (20a). 

Herrn Prof. Dr. J. MEIXNER, Aachen und Herrn Dr. A. ScHocu, 
jetzt Heidelberg, bin ich fiir wertvolle Diskussionen, Herrn Prof. Dr. 
W. Franz, Miinster, fiir die kritische Durchsicht des Manuskripts zu 
Dank verpflichtet. 


Gottingen, III. Physikalisches Institut der Universitat. 


2 MEIXNER, J.: Z. Naturforschg. 3a, 506 (1948). 
2 SEVERIN, H.: a. a. O. 
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Thermoelektrischer Homogeneffekt 
an feinkristallinen Metalldrahten. 


Von 
JsoLDE DIETRICH. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 29. Januar 1951.) 


Es wird untersucht, ob ein thermoelektrischer Homogeneffekt (BENEDiICKs-Effekt) 

an einmetallischen, feinkristallinen Drahten zu erwarten ist. Die Grundlage fir 

diese Uberlegungen bilden Berechnungen und Experimente am einmetallischen 

Kontakt. Die theoretischen wie die experimentellen Untersuchungen zeigen, daS 

der Effekt, wenn iiberhaupt vorhanden, wohl auch mit empfindlichen MeBmethoden 
kaum nachweisbar sein diirfte. 


Nach BENEDICKs soll an einem homogenen Metalldraht bei un- 
symmetrischer Temperaturverteilung (Fig. 1) zwischen den gleich- 
temperierten Punkten A und C des Drahtes eine Thermospannung 
entstehen. Dieser thermoelektrische Homogeneffekt wurde wiederholt 
mit teils positivem, teils negativem Ergebnis untersucht (vgl. S. 447). 
Der BENEDIcKS-Effekt an einem homogenen Material ist nach der Elek- 
tronentheorie nicht ohne weiteres zu verstehen. 


I. Theoretische Uberlegungen. 


Die von uns ausgefiihrten Messungen am einmetallischen Kontakt [J] 
hatten gezeigt, daB ein durch den Kontakt flieBender Warmestrom 
einen Temperatursprung an der Kontaktstelle verursacht, wenn diese 
mit einer sehr diinnen nichtleitenden Fremdschicht bedeckt ist, und 
dieser —Temperatursprung eine Thermospannung hervorruft. Auf die 
GesetzmaBigkeiten dieses Effektes wird weiter unten nochmals, soweit 
erforderlich, eingegangen. Es erschien uns méglich, daB der BENEDICKS- 
Effekt an homogenem Material auf den eben beschriebenen von M. 
KOHLER [2] elektronentheoretisch und von uns experimentell unter- 
suchten Fall der Thermospannung an Kontakten mit Hautwiderstand 
zuriickfiihrbar sei. 

Ein polykristallines Material kann namlich, worauf wiederum 
KOHLER [3] aufmerksam gemacht hat, als eine Summe teils hinter- 
einander, teils parallel geschalteter Kontakte mit Fremdschicht an- 
gesehen werden, wobei an den Korngrenzen die Kristallite infolge von 
Verspannungen etwas voneinander getrennt oder durch diinne, nicht- 
leitende Schichten voneinander isoliert sein mogen. Der Restwiderstand 
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besteht bei solchen Materialien, wie allgemein angenommen wird, 
zum Teil aus diesem Hautwiderstand. Wir wollen fiir eine groBen- 
ordnungsmaBige Abschatzung den Restwiderstand gleich dem . Haut- 
widerstand setzen. 

Wenn durch einen derartigen polykristallinen Draht ein Warmestrom 
flie8t, muB an den Korngrenzen auch ein thermischer Hautwiderstand 
auftreten. Tatsachlich wird entsprechend dem elektrischen Restwider- 
stand ein thermischer Rest- oder Zusatzwiderstand w beobachtet. Im 
thermischen Fall iiberlagert sich aber iiber die Warmeleitung, die durch 
den metallischen Warmewiderstand und den Zu- 
satzwiderstand bestimmt wird, noch die Iso- 
latorleitung (Gitterleitung), von der wir aber 
fiir das Folgende absehen kénnen. Der ther- 
mische Hautwiderstand verursache an der Korn- 
grenze jeweils einen kleinen Temperatursprung 
in gleicher Weise wie am Fremdschichtkontakt. 
Beim Kontakt ist die Thermospannung Vx Z 
proportional dem Temperatursprung AT,. Dem- Ear 


: Fig. 1. Temperaturverteilung 
nach gilt - am Draht. / Lange des Drahtes; 
Fe T Temperatur. 
Vg=eATy, (1) 


wobei e die Thermokraft ist. Nehmen wir die gleiche Beziehung fiir 
die Korngrenzen als giiltig an, so kann man die Spannung V,,. zwischen 
zwei auf verschiedener Temperatur befindlichen Stellen 1 und 2 eines 
Drahtes durch die Summe der Teilspannungen zwischen den Kristalliten 
ausdriicken, die zwischen den beiden Punkten des Drahtes liegen. 


Boel. (2) 


Die Thermokraft e ist dabei eine Funktion der Temperatur. In unseren 
oben erwahnten Messungen an Kontakten ist diese Thermokraft hin- 
reichend genau fiir Platin und fiir Gold bestimmt worden. Den Wert 
SAT kann man abschatzen, so daB die GréBenordnung der Thermo- 
spannung V,, angegeben werden kann. 

Die Abschatzung 14Bt sich folgendermaBen ausfiihren: 

Die Temperaturdifferenz T,, zwischen den Punkten1 und 2 ist 
proportional dem gesamten Warmewiderstand W. Dagegen ist 2’ AT 
dem thermischen Zusatzwiderstand w proportional. Demnach gilt: 
sir =Z (3) 


The a i 


Bei héheren Temperaturen, d.h. oberhalb der charakteristischen Tem- 
peratur des Metalls, kann man nun angendhert setzen: 
pO) ee 2 ae 
RA < Bea 


(4) 


442 IsOLDE DIETRICH: 


wobei R und r den elektrischen Gesamtwiderstand bzw. Restwiderstand 
bezeichnet. Dieser Ausdruck folgt aus der Giiltigkeit des WIEDEMANN- 
Franzschen Gesetzes fiir den metallischen und fiir den Restwiderstand. 
(Auch fiir den Hautwiderstand an Kontakten gilt das WIEDEMANN- 
Franzsche Gesetz.) Das Verhaltnis 7/R kann experimentell bestimmt 
werden, so daB fiir gegebenes T,,, 2 AT und damit auch V,, groBen- 
ordnungsmaBig berechnet werden kann. Fiir einen konkreten Fall 
ergibt sich folgendes: ZJ;, an den Enden eines Golddrahtes betrage 
100° (Endtemperaturen 300 und 400° K). Der Restwiderstand fir 
chemisch reines feinkristallines Gold betragt etwa 1% des Gesamt- 
widerstandes. 2 AT ergibt sich demnach zu ungefahr 1°. Aus unseren 
Kontaktmessungen folgt e~10-*V bei rund 300°K. Vy, an den 
Enden des Golddrahtes ergibt sich also aus 

r w 

Ke= e(2) = Ths (5) 
zu rund 10-6 V. (Nach der Elektronentheorie der Metalle wiirde sich 
bei rein metallischer Leitung eine Spannung der gleichen GréBen- 
ordnung ergeben wegen der ein wenig mit der Temperatur verander- 
lichen FERMI-Grenze.) 

Fine derartige nur von der Temperaturdifferenz abhangige Thermo- 
spannung kann man indessen weder mit einem im NebenschluB zu den 
beiden Punkten 1 und 2 geschalteten Galvanometer noch ohne weiteres 
mit einem Elektrometer nachweisen, auch nicht unter der Voraus- 
setzung, daB man die infolge von Materialinhomogenitaten auftretenden 
Thermospannungen vermeiden kénnte. Bei Verwendung eines Galvano- 
meters miiBten Zuleitungen und Galvanometerspule aus dem Versuchs- 
material bestehen. Dann aber wiirden an den Enden des Galvanometer- 
kreises in den Punkten 1 und 2 die gleichen Spannungsdifferenzen auf- 
treten wie im MeBdraht zwischen den gleichen Punkten. Diese beiden 
einander entgegenwirkenden Spannungen wiirden einander kompen- 
sieren und der Galvanometerstrom ware Null. Bei einer elektrometri- 
schen Messung miiBte der eine Feldkérper des Elektrometers auf der 
Temperatur 7,, der andere auf der Temperatur J, gehalten werden. 
Alle Zuleitungen und Elektrometerteile miiBten aus dem Versuchs- 
material bestehen. Es erscheint ausgeschlossen auf diese oder eine 
ahnliche Weise eine Spannungsdifferenz der GréBenordnung 10-* V zu 
messen. 


Im folgenden soll nun der EinfluB des Temperaturgradienten unter- 
sucht werden: 


Aus den bisherigen Uberlegungen ergibt sich wegen Gl. (5), daB bei 


dem angenommenen Mechanismus der Temperaturgradient in den Aus- 
druck fiir die Thermospannung nicht eingeht. 
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Die Temperaturabhingigkeit von w/W und die der Thermokraft e 
kénnte jedoch eine Abhangigkeit der Thermospannung vom Temperatur- 
gradienten in zweiter Naherung zur Folge haben. Nun ist aber bei 
héheren Temperaturen, d.h. oberhalb der charakteristischen Tem- 
peratur, W praktisch temperaturunabhingig und w umgekehrt pro- 
_ portional zur absoluten Temperatur, wie durch Experiment und Theorie 
gezeigt wird. Die Temperaturabhingigkeit von e ist experimentell 
nicht untersucht. Nach der experimentell von uns gepriiften Theorie 
von M. Kourer lautet der Ausdruck fiir die Thermokratt: 


e=u—B. (0 


fe ist der THomson-Koeffizient, B eine GréBe, die die Durchlassigkeit 
der Fremdschicht fiir Elektronen kennzeichnet. Sowohl wu wie B sollten 
proportional zu 7 ansteigen, wenn man bei der Berechnung das Modell 
des freien Elektronengases zugrunde legen kann. Das ist fiir einwertige 
Metalle méglich. Demnach ist nach Gl. (5) V,, unabhangig von der 
Temperatur, so da8 kein BENEDIcKs-Effekt vorhanden sein wird. Fiir 
mehrwertige Metalle kdnnte V,, von der Temperatur abhangen, doch 
kann man zeigen, daB sich auch dann nur ein sehr kleiner BENE- 
picks-Effekt ergeben wiirde. Wenn V,, proportional zu T ansteigt, ist, 
wie eine einfache Rechnung ergibt, noch kein Effekt zu erwarten. Fiir 
eine gréBenordnungsmaBige Abschatzung wollen wir daher V,, pro- 
portional zum Quadrat von T annehmen. 


¥.=F-72 


(F temperaturunabhangige GréBe). Zur Vereinfachung der Rechnung 
soll folgendes Modell angenommen werden: 
Ein diinner Metalldraht von gleichférmigem Querschnitt sei in 
n Abschnitte gleicher GréBe unterteilt, in denen reinmetallische Warme- 
leitung erfolgt. An den Grenzen der Abschnitte wirke der Hautwider- 
stand. Innerhalb des Drahtes, dessen Enden auf den Temperaturen 7, 
und 7, gehalten werden, seien also —1 Stérstellen, an den Randern 
je eine Stérstelle vorhanden. Fiir die Thermospannung der m-ten Stor- 
stelle ergibt sich dann: 
Vy= a (h+ 25m). (7) 


Also fiir die Gesamtspannung 
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Da die Anzahl der Storstellen je Langeneinheit bei eem homogenen 
Draht mit gleichformigem Querschnitt wohl ziemlich konstant ist, 
erhalt man aus Gl. (8) bei stark unsymmetrischer Temperaturverteilung 
und gleicher Temperatur der Drahtenden eine sehr kleine resultierende 
Thermospannung dV. Zur Veranschaulichung diene folgendes Zahlen- 
beispiel: Die Temperaturverteilung entspreche Fig. 1. Die Zahl der 
Storstellen langs AB sei n,=1000, langs BC n,=10. T, sei 300°, 
T, 400°K. Wird die Thermospannung lings AB 
mit V,, lings BC mit V, bezeichnet, so erhalt man 
nach (8) 


5V  Y—V, 


=> Hartqumim! 


Glimmer 


fy ie. 1 at 
the i 
6 e pom by 1 


r_- . 
1000 


1 


E e 
ee ey oe 
TPR — Wt +e 


} (FZ = 7)? 


Helzspule 


Der Effekt, der infolge der unsymmetrischen Tem- 
peraturverteilung an den gleichtemperierten Draht- 
enden zu messen ware, ware also etwa }/j99) der 
Spannung V,~ V,=V,2, die zwischen den Stellen 
Hortumm’ gréBten Temperaturunterschiedes zu erwarten ist. 
| Falls V;, also wie in dem oben durchgerechneten 


Kihlung 


Ag Beispiel 10-° V betragen wiirde, wire 6V ~ 10-°V, 
ca also sehr klein. 
nes : : 3 ‘ : , 
Versuchsanordnung. Die obigen Ausfiihrungen bedienen sich, wie man 


sieht, einer bestimmten, von M. KOHLER vorgeschla- 
genen Vorstellung iiber den Mechanismus des BENEDICKS-Effektes, die 
sich bei Kontakten quantitativ bewahrt hat. Es ist dies die einzige 
bisher vorliegende wohlbegriindete Vorstellung. 


Die nachfolgend beschriebenen Versuche verfolgten den Zweck, mit 


einer mdglichst empfindlichen Anordnung nach einem BENEDICKS- 
Effekt zu suchen. 


II. Versuche zum Nachweis des BENEDICKS-Effekts. 

Als Versuchsmaterial wurden Drahte aus chemisch reinem fein- 
kristallinem Gold und Platin verwendet. Die Versuchsanordnung war 
der von FRASER [4] ahnlich. An den Enden des 1m langen, 1mm 
dicken MeBdrahtes waren als Galvanometerzufiihrungen 0,2 mm dicke 
Drahte aus dem gleichen Material eingeklemmt (Fig. 2). Das Galvano- 
meter war ein spannungsempfindliches Instrument von Hartmann und 
Braun mit kleinem inneren Widerstand. Um Stérungen durch mecha- 
nische Erschiitterungen zu vermeiden, wurde die MiitLERsche Galvano- 


< 
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meteraufstellung beniitzt. Zur Erzeugung der unsymmetrischen Tem- 
peraturverteilung wurde eine 5 cm lange Heizspule verwendet, bei der 
die Dichte der Wicklungen etwa einer exponentiellen Verteilung ent- 
sprach. Um einen méglichst groBen Temperaturgradienten zu erreichen, 
war an dem Ende der Heizspule mit groBer Wicklungsdichte isoliert 
eine Wasserkiihlung angebracht. Zur Verhinderung gréBerer Tem- 
peraturschwankungen infolge von Luftstr6mungen war die ganze An- 
ordnung in einer mit Hartgummistopfen abgeschlossenen Glasréhre 
untergebracht. Zur Zentrierung des Mefdrahtes und 
der Zufiihrungen zur Heizspule wurden kreisférmige 
Glimmerblattchen beniitzt. 


Tr 
° 
° 
° 
o = ¥ &cm 
Z _ 
Fig. 3. Anordnung zur Temperatureichung. Fig. 4. Temperaturverteilung im MeSdraht. 


Der Temperaturunterschied zwischen der warmsten und der kihlsten 
Drahtstelle betrug nur 100°. Die Temperaturdifferenz wurde so niedrig 
gewahlt, weil die Inhomogenitaten, die infolge lokaler Erwarmung ent- 
stehen kénnen, vermieden werden sollten. Die Temperaturverteilung, 
die sich im MeBdraht bei der oben skizzierten Apparatur einstellt, wurde 
nachgemessen mit einem Thermoelement. Die Anordnung bestand im 
wesentlichen aus einem 1 m langen, 1 mm dicken Kupferdraht, in dessen 
Mitte ein sehr diinner Konstantandraht angelétet war (s. Fig. 3), Die 
Létstelle L, wurde innerhalb der Heizspule verschoben und auf diese 
Weise die Temperatur an verschiedenen Stellen der Spule gemessen. 
Damit ergab sich ein Bild der Temperaturverteilung langs des MeB- 
drahtes. Fiir Gold entsprach dies sicher der wahren Temperaturver- 
teilung, da die Warmeleitung von Cu und Au nahezu gleich ist. Wie 
Fig. 4 zeigt, verhalten sich die Temperaturgradienten zu beiden Seiten 
des Temperaturmaximums im Mittel wie 3:1. 

Durch eine verschiebbare Anordnung der Heizspule und der Kiihlung 
war es moglich die Messungen an verschiedenen Drahtstellen durch- 
zufiihren. Nach Ausfiihrung dieser Messungen mit unsymmetrischer 
Temperaturverteilung wurden mit einer symmetrisch gewickelten Spule 
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ohne Kiihlung gleichartige Messungen gemacht. Auf diese Weise sollte 
entschieden werden, ob tatsachlich die Temperaturunsymmetrie den 
Galvanometerausschlag hervorruft oder ob eine andere Ursache dafiir 
verantwortlich ist. 

Das MeBergebnis zeigt Fig. 5 fiir Gold, Fig. 6 fiir Platin. Da der 
Galvanometerausschlag immer nur wenige Skalenteile betrug, wurde 
zur Erhéhung der Ge- 
nauigkeit fiir jeden MeB- 
punkt iiber mindestens 
5 Einzelmessungen ge- 
mittelt. Fig.5 und 6 


-2 zeigen das gleiche Kur- 
0 Dy 70 15 20 ro} J0cm. . a = 

ae venbild fiir symmetri- 

Fig. 5. Thermospannung am Au- Draht. 1 Skalenteil 8 - 10-* V; sche und unsymmetri- 
x ymmetrisch gewickelte Spule; o - - - - unsymmetrisch 2 

: gecadeelte aac sche Temperaturvertei- 


lung. Bei Platin findet 
man fiir beide Kurven gleichartige periodische Schwankungen der langs 
des Drahtes auftretenden Spannungen, wobei der maximale Ausschlag 
in beiden Fallen etwa 10-7 V entsprach. Bei Gold (Fig. 6) ergab sich 
nur ein Ausschlag in 
einer Richtung. Die 
Kurve fiir unsymmetri- 
sche Temperaturvertei- 
lung ist aber auch hier 


A, der fiir symmetrische 

Temperaturverteilung 

a .| gleichwertig, da_ bei 

~l2y 5 0 a oe 25m so einer Mittelwertbildung 

. : er . 4 beide Kurven das glei- 
fet, Teena oe Coa, | Saleen fk che nies 

gewickelte Spule. Damit ist gezeigt, 


daB die gemessenen 
Spannungen nicht auf den Benepicks-Effekt zuriickzufihren sind, der 


ja nur bei unsymmetrischer Temperaturverteilung auftreten kénnte. 
Diese Spannungsschwankungen sind allein durch Inhomogenitdéten im 
Versuchsmaterial zu erklaren. Aus diesen Messungen geht hervor, daB 
der BENEDICKS-Effekt bei einer Temperaturdifferenz von 100° und einem 
Verhaltnis der Temperaturgradienten von 3:1 zu beiden Seiten des 
Temperaturmaximums sicher kleiner als 10-8 V fiir Gold, 3°10°° V fiir 
Platin ist. Denn eine Spannung dieser GréBenordnung miiBte eine merk- 
liche Verschiebung der Kurve fiir unsymmetrische Temperaturverteilung 
gegeniiber der fiir symmetrische Temperaturverteilung parallel zur 
Abszissenachse hervorrufen. Diese Verschiebung ist nicht feststellbar. 
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Das experimentelle Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit obigen 
theoretischen Uberlegungen, wonach der BENEpIcKs-Effekt kleiner als 
10-°V sein miiBte, falls ein Effekt ahnlich dem an fremdschicht- 
bedeckten Kontakten die Spannung verursachen sollte. Denn bei der 
ausgefithrten Uberschlagsrechnung bei der SV zu 107? V_ berechnet 
wurde, war bei einem groBen Absolutwert ein Verhaltnis der Tem- 
peraturgradienten von 1:100 zu beiden Seiten der heiBesten Stelle 
angenommen, also viel giinstigere Bedingungen, als beim Experiment 
durchfiihrbar waren. 


III. Vergleich mit dem Ergebnis anderer Autoren. 

Es werden hier nur Messungen erwahnt, bei denen Drahte mit 
gleichférmigem Querschnitt verwendet wurden. 

TsuTsuI, TERADA und TAMANO [5] verwendeten Cu, Ag und W 
Drahte. Es traten periodische Schwankungen der Thermospannung mit 
dem Ort auf, die durch Ausgliihen nicht zu beseitigen waren. Der 
Effekt (>1077 V) war auch bei symmetrischer Temperaturverteilung 
vorhanden. 

FRASERs Messungen [3] an Cu Drahten zeigten ein ahnliches Resultat. 
Nach dem Tempern des MeBdrahtes war bei einer Temperaturerhohung 
um 300° einer der GréBe und dem Vorzeichen nach verdnderliche 
Spannung bis 107-7 V an reinem Kupfer zu messen. 

FENG und Banp [6] behaupten, sie hatten einen positiven BENE- 
picks-Effekt gefunden. Da sie aber nicht erwahnen, ob ihre Proben 
vor dem Versuch getempert wurden, handelt es sich wahrscheinlich um 
einen Thermoeffekt des infolge lokaler Erwarmung getemperten Materials 
gegen ungetempertes Material. In neuerer Zeit versuchte DICKLER [7] 
an Bi, Cd und Zn Einkristallen den BeENEpDIcKs-Effekt nachzuweisen, 
kam aber zu einem negativen Resultat. Bi wurde als Versuchsmaterial 
verwendet, da nach einer elektronentheoretischen Arbeit von NORDHEIM 
der BENEDICKS-Effekt von der mittleren freien Weglange der Elektronen 
abhangen soll und bei Bi bekanntlich die mittlere freie Weglinge der 
Elektronen sehr groB ist. 

Die Versuche von BENEDICKS an fliissigem Quecksilber stehen hier 
nicht zur Diskussion, da die Ergebnisse an Kontakten in diesem Fall 
nicht ohne weiteres iibertragbar sind. 


Zusammenfassung. 

Es ist hieraus wohl zu ersehen, daB an einem feinkristallinen Metall- 
draht nach theoretischen Erwagungen unter Umstanden ein BENE- 
picKs-Effekt existieren kann. Dieser Effekt ware aber nach der hier 
durchgefiihrten Uberschlagsrechnung so klein, daB ein experimenteller 
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Nachweis wohl kaum gelingen diirfte und bis jetzt auch noch nicht 
moglich war. 


Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft, die Mittel ftir 
diese Untersuchungen zur Verfiigung stellte, sei an dieser Stelle gedankt. 
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Ergebnisse der erweiterten 
phinomenologischen Theorie der Supraleitung. 


Von 
JOHANNES GEISsSs. 


Mit 16 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. Februar 1951.) 


Die Auswirkung einer allgemeinen Funktion (9!) an Stelle des linear-skalaren 
Zusammenhanges zwischen Suprastromdichte 9! und Supraimpuls & auf die Ergeb- 
nisse der Theorie wird an zwei Grenzfallen untersucht: Unter der Annahme gleicher 
Richtung von & und 9% aber nichtlinearer Abhangigkeit ihrer Betrage und bei 
Einfiihrung einer Maximalstromdichte werden quantitative Angaben iiber die 
Strom- und Magnetfeldverteilung in Halbraum, Platte und Draht, iiber die Ein- 
dringtiefe, die scheinbare Suszeptibilitat und die Abweichungen von der SILSBEE- 
schen Hypothese im stationaren Zustand gemacht. Fiir die Tensortheorie werden 
Strom- und Magnetfeldverteilung im Draht berechnet. 


§ 1. Einleitung?. 

In der phanomenologischen Theorie der Supraleitung [2], [8] bis [13] 
werden die MAxweE ttischen Grundgleichungen durch die beiden LONDON- 
schen Differentialgleichungen erganzt. In diesen tritt der Vektor © auf, 
der von M. von LAveE [12] als ,,Supraimpuls“‘ eingefithrt wurde. Er 
ist eine Funktion der Suprastromdichte 9%’. Der Zusammenhang zwischen 
S’ und © war in der urspriinglichen Fassung der Theorie durch die 


Bezieh 
eziehung ee qt 


gegeben. Um einer Anisotropie der Supraleitfahigkeit in nichtkubischen 
Kristallen Rechnung zu tragen, auf die Experimente von D. SHOEN- 
BERG [16] hinweisen, ersetzte M. von Lave [10] den Skalar A durch 
einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe: 


@, = Aue 38 (a=41, 2, 3). (1.2) 
B 


HEISENBERGs Quantentheorie der Supraleitung [4] bis [7] fordert eine 
Maximal-Suprastromdichte J,,, die nicht iiberschritten werden kann. 
(Eine Beriicksichtigung dieser Forderung in den Lonponschen Glei- 
chungen gab zuerst H. Kopre [6] und [7].) M. von Lave ([17] und [12], 


1 Vgl. auch die Einleitungen von [20| und [21]. 
+ Die Wahl der verwendeten Symbole, die Nomenklatur sowie die Benutzung 
des Lorentzschen MaBsystems erfolgt im Anschlu8 an [12]. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 30 


450 JOHANNES GEISS: 


S. 104ff.) hat nun die Theorie fiir einen ganz allgemeinen, umkehrbar 
eindeutigen und gegebenenfalls nichtlinearen Zusammenhang zwischen 
Supraimpuls und Suprastromdichte formuliert und gezeigt, daB die 
wesentlichsten Leistungen der alten Theorie erhalten bleiben. Die so 
erweiterte Theorie umfaBt sowohl eine eventuelle Richtungsabhangigkeit 
der Supraleitfahigkeit als auch die Méglichkeit der Existenz einer maxi- 
malen Stromdichte. 

In der vorliegenden Arbeit werden nur stationére Zustandet behan- 
delt. Fiir sie reduziert sich das System der MAXWELLschen und Lonpon- 
schen Gleichungen auf die beiden Beziehungen 


Grok Se, (1.3) c-rot®=—. (1.4) 


Elektrische Feldstarke und Oumscher Strom treten nicht auf. Elimi- 
nation von § ergibt 


rot rot 6 = AG — grad div G = a9. (1.5) 


Um diese Differentialgleichung lésen zu kénnen, bedarf es der Kenntnis 
des Zusammenhanges zwischen ® und 9’. Im folgenden werden nun 
zwei Grenzfalle dieses Zusammenhanges betrachtet und ihre Ergebnisse 
mit denen der skalaren Theorie verglichen: 

A. ® und 9 haben iiberall gleiche Richtung, aber ihre Betrage 
hangen nicht mebr linear voneinander ab. Der allgemeinste funktionale 
Zusammenhang ist dann 


®=A-p(I') - 3! (Umkehrung: ¥=—-y(G)-@), (1.6) 


wobei 4: noch vom Material abhangen und eine Funktion der Tem- 
peratur J sein kann. Die Bedingung, daB @ und 9 gleiche Richtung 
haben, ist exakt nur in solchen Fallen gewahrleistet, in denen 
parallel zu einer Drehachse oder senkrecht zu einer Spiegelungsebene 
des Kristalls flieBt ({77} und [12], S. 106). Im kubischen Kristall ist 
aber auch bei beliebiger Stromrichtung der Ansatz (1.6) zum mindesten 
als Niherung gerechtfertigt, da eine eventuelle Abhangigkeit der 
Funktion ((3') von der Richtung des Stromes im Kristall hier sicher 
klein sein wird gegeniiber der Abweichung des Ansatzes (1.6) von der 
skalaren Theorie (1.1); denn der kubische Kristall hat 13 solcher Achsen, 
in denen ® und ’ aus Symmetriegriinden bestimmt gleiche Richtung 
haben. Hiervon haben 


die 3 Richtungen, die gegeniiberliegende Flaichenmitten, 
die 6 Richtungen, die gegeniiberliegende Kantenmitten und 
die 4 Richtungen, die gegentiberliegende Ecken des Kubus 


‘ Uber nichtstationare Zustiinde s. [21]. 


aot 
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verbinden, auBerdem jeweils gleichen Zusammenhang der Betrage von ® 
und $’. Daher kommt sicher auch in der nichtlinearen Theorie das Ver- 
halten des kubischen Kristalls dem eines isotropen Mediums recht nahe. 

B. & und ¥ haben nicht immer gleiche Richtung, aber der Zu- 
_sammenhang ist linear. Das bedeutet die Giiltigkeit der Tensorglei- 
chung (4.2). 


A. Die nichtlineare Theorie fiir den Fall, da8 © und 9! 
gleiche Richtung haben. 


§ 2. Nachweis, daB der Zusammenbruch der Supraleitung stets vom 
Rande des Supraleiters ausgeht. 


Die Supraleitung bricht zusammen, wenn an einem Punkte des 
Leiters die Supraleitungsenergiedichte 


S 


W'= f (3,d6) (2.1) 


den kritischen Wert Wy erreicht ({J1) und [12], S.105 u. 112). Aus 
dem nachstehenden Satz ersieht man, daB dieser Zusammenbruch nur 
von der Oberflache des Supraleiters ausgehen kann: 


,lm Innern eines Supraleiters beliebiger Form und Gréfe gibt es im 
stationdren Zustand kein Maximum der Stromdichte, des Supraimpulses 
und der Supraleitungsenergiedichte; die gréBten Werte von I', G und W' 
liegen stets an der Oberfldachet.“ 


Beweis des Satzes bei Annahme gleicher Richtung von & und 9’: 
P sei ein Punkt maximaler Stromdichte oder liege auf einer Linie, 
Flache oder in einem Bereich mit maximalem J’ im Innern des Supra- 
leiters. Aus der umkehrbar eindeutigen Zuordnung zwischen & und § 
zusammen mit der Forderung, daB G monoton mit J’ wachst?, folgt, 
daB G in P gleichfalls ein Maximum hat. Nach (2.1) gilt dasselbe fiir W’. 


Das Koordinatensystem wird nun so gelegt, daB 3’ und & in P 
positive x-Richtung haben. Dann haben auch Yi, und ©, in P maxi- 
malen Wert. Skalare Multiplikation von (1.5) mit ®& ergibt 


6, - (4G, —grad, div @) =~ (3, 8). (2.2) 


1 Der Satz wurde von M. von Lave ([12], S. 24f.) formuliert und fiir die 
lineare, skalare Theorie bewiesen. Der Beweis des Satzes erstreckt sich dort auch 
auf das Magnetfeld. Die Ubertragung des hier gegebenen Beweises fiir die nicht- 
lineare Theorie auf das Magnetfeld ist nicht méglich, da im Gegensatz zur linearen 
Theorie die Symmetrie der Maxwert-Lonponschen Gleichungen in der nicht- 
linearen Theorie fehlt. 

2 Diese Forderung folgt fiir den hier behandelten Sonderfall gleicher Richtung 
von & und & aus den allgemeinen Voraussetzungen der erweiterten Theorie, vgl. 
{12], S. 104 ff. 
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Die Ausdriicke der linken Seite werden durch Einsetzen des Ansatzes 
(1.6) umgeformt. Dabei wird die Gleichung div S’=0, die aus (1.3) 


aql 
ON 


folgt, benutzt und beachtet, daB in P grad Z'= 0 und 5 AES 3, =0 
sind. Im Punkte P gilt dann: 


10,—A{p- 5% 4 40.9. SE) 4 Soe 4 See 
grad, div (p+ ¥) = grad, (3: = - grad r 
= 40. grad, (9, rad 1) = “% .9 SE 
Diese Ergebnisse werden in Gl. (2.2) eingesetzt: 
8, (4-p (0) ae + SS 4 29s) 20g). (23) 


©, ist positiv, die Summanden der Klammer aber sind kleiner oder 
gleich Null, da die zweiten Ableitungen einer Funktion nach derselben 
Variablen am Maximum nicht positiv sein kénnen. Die linke Seite der 
Gl. (2.3) ist also kleiner oder gleich Null, wahrend die rechte Seite 
positiv sein mu8. Der Widerspruchsbeweis fiir den obigen Satz ist 
somit gefiihrt. 

Fiir die lineare, skalare Theorie vereinfacht sich der Beweis wesent- 
lich. Dort ist div ©=0, und die Gl. (2.2) wird zu 


1 
2-H AM= ¥. (2.4) 


Wieder ist die linke Seite kleiner oder gleich Null, wahrend die rechte 
Seite positiv ist?. 


§ 3. Bestimmungsméglichkeit der Funktion @ (3!) durch Messung 
der Grenzstromstarke im Hohlzylinder. 


Es wird ein supraleitender Hohlzylinder mit innerem Radius R; und 
duBerem Radius R, betrachtet. Er sei von einem Strom der Starke J 
durchflossen. Durch die Achse des Hohlzylinders flieBe auBerdem in 
einem normal- oder supraleitenden Draht ein Strom J’. Beide Stréme 
werden positiv gerechnet, wenn sie in Richtung der positiven z-Achse 
flieBen (Fig. 1). Gemessen wird fiir verschiedene auBere Radien bei 
konstantem inneren Radius und konstantem Achsenstrom J’ die Strom- 
stirke J,, bei der die Supraleitung im Hohlzylinder zusammenbricht. 
Dabei soll der Zusammenbruch von der Innenflache des Hohlzylinders 

* Wegen der Symmetrie der MAXWELL-Lonponschen Gleichungen in H und §/ 


in der linearen, skalaren Theorie 14Bt sich hier der Beweis auch wieder auf das 
Magnetfeld iibertragen. 
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ausgehen. Die beschriebenen Messungen kann man zur Bestimmung 
der Funktion © (3’) auswerten, wie die folgende Uberlegung zeigt: 


Bei Einfiihrung von Zylinderkoordinaten 7,%,z haben 9 und © 
z-Richtung und § #Richtung. Alle drei Vektoren sind Funktionen 
von ¢ allein. Gl. (1.5) erhalt dadurch die Form 


a*&, 1 d®, 4 1 
a a Py (|G,)} + G, pit Pts oe '(3 14) 


Nach der obigen Vorschrift werden die Messungen so ausgefiihrt, daB 
am Innenrande die Energiedichte der Supraleitung den kritischen 
Wert W, annimmt (vgl. [77] und [12], S. 112). 
Durch dieses Verfahren hat ,(R,) stets die gleiche 
GréBe Gx; denn durch W” ist G eindeutig bestimmt. 


Aber auch der Wert von is %, am Innenrande 
or 


ist bei allen Messungen derselbe. Das erkennt man 
aus (1.4), wenn man bedenkt, da8B §,(R;) nur 
durch den Strom in der Achse bestimmt ist, der 
nicht gedndert wird. Im Sinne der Theorie der ,, 

- . P : A ig.1. Zur Bezeichnung 
gewohnlichen Differentialgleichungen liegt also der Strome ineinem supra- 
eine Anfangsbedingung vor, und die eindeutige — 'enden Hoblzylindet mit 
Lésung der Gl. (3.1) ist gewahrleistet; d.h., bei 
allen Messungen ist &, die gleiche Funktion von r. Diese wird nur jedes- 
mal bei einem anderen 4uBeren Radius R, abgeschnitten. Dasselbe gilt 
wegen der eindeutigen Zuordnung (1.6) fiir 3{, und so kann man aus 
der Messung von J,(R,) auf die Funktion (7) schlieBen: 


R 


an fr-S(r) -dr=J,(R,), 
R; 
¥i)=—- LI, n. (3.2) 


Mit diesem Ergebnis lassen sich aus (1.3) und (1.4) nacheinander , 
und ©, als Funktionen von 7 bestimmen. Es ergibt sich: 

6.) =s25-1 fio @+7'-n(Z)} +6.) G3) 

2(”) = 27 C2 ; ig. g e 0 (R; gets) = ( 

Die Gl. (3.2) und (3.3) bilden eine Parameterdarstellung des gesuchten 
funktionalen Zusammenhanges zwischen & und %'. Parameter ist 1. Die 
einzige noch freie Integrationskonstante, ,(I;), bestimmt sich aus 
der Forderung © =0 fiir 9/=0. 


Fiir dicke Wandstarken, d.h. wenn R,—R; groB gegen eine passend 
zu definierende Eindringtiefe des Magnetfeldes ist, versagt die angegebene 
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Methode. Dann flie8t namlich in einer Schutzschicht unter der Innen- 
fliche ein Strom der Starke — J’, damit das Innere des Hohlzylinders 
feldfrei bleibt, und auBen flieBt ein Strom der Starke J’+ J. Die Supra- 
leitung bricht am Innenrande nur dann zusammen, wenn dort das von 
dem Strom in der Achse erzeugte Magnetfeld gleich Hx ist, unabhangig 
von der Stromstirke J. Durch Steigerung von J kann die Supraleitung 
nur vom AuBenrande her zusammenbrechen. — Anders fiir diinne Wand- 
starken. Hier hat der Strom J auch einen Einflu8 auf die Stromdichte 
am Innenrande. Wahlt man J’ so, daB H(R;) etwas kleiner als Hx 
ist, und laBt J entgegengesetzt zu J’ flieBen, so ist bei Steigerung von J 
gewahrleistet, daB die Supraleitung am Innenrande des Hohlzylinders 
zusammenbricht. 


§ 4. Spezielle Ansatze des Zusammenhanges zwischen & und 


Der Zusammenhang zwischen & und % ist vorerst noch nicht be- 
kannt. Die folgenden Betrachtungen miissen daher mit willkiirlichen 
Ansatzen durchgefiihrt werden. Diese sollen der Forderung nach der 
Existenz einer maximalen Stromdichte gerecht werden. Es wird sich 
zeigen, daB, besonders in Fallen einer erheblichen Abweichung von der 
linearen Theorie, die spezielle Wahl der Funktion @(9’) auf die Ergeb- 
nisse keinen groBen Einflu8 hat. Dadurch erhalt nachtraglich das Rech- 
nen mit willkiirlichen Ansatzen eine Rechtfertigung. 

Ein sehr einfacher Typ von Funktionen, bei dem fiir beliebig weit 
wachsenden Supraimpuls der Betrag der Stromdichte einen Maximal- 
wert J,, nicht iiberschreitet, wabrend fiir kleine Werte von G J' und G 
proportional sind, ist gegeben durch 


~ 1 
y=7 ss Zoe (4.1) 


Dieser Ansatz fiihrt dazu, Relativwerte einzufiihren, da in ihm I,, nur 
in dem Verhiltnis —— auftritt: 
11mm 

ee: 1) » w! 
i= ; c= - ; h . , w= — . a 

T NI 2 Po J | Fl Twn « oa ’ x; B x;. (4.2) 
(Alle tibrigen in der Einheit 8! gemessenen Liangen werden ebenfalls 
mit einem Strich versehen.) Die Abweichungen von der linearen Theorie 
werden bei geringen Stromdichten recht klein sein, da sie experimentell 
noch nicht gefunden wurden. Deshalb ist anzunehmen, daB man bei 
der Formel (4.1) <2 ausschlieBen kann. In den nachsten Paragraphen 
werden nun die Ergebnisse des linearen Ansatzes 


I i= (4.3) 


Erweiterte phadnomenologische Theorie der Supraleitung. 455 


mit denen der beiden extremen Méglichkeiten des nichtlinearen An- 
satzes (4.1) 


II Saat a ie 1 aaailaliaicoans 
L==6 im ny ‘ ney B: fiir re oe ca 


; 1 
Ill i=$:——— (4.5) 


verglichen (Fig. 2). Der Ansatz II erfiillt zwar nicht mehr die Bedingung 
_ der umkehrbaren Eindeutigkeit, die Aussagen der §§ 2 und 3 lassen 


tg hae 
Fig. 2. Zusammenhang zwischen G und §/. 


sich aber auf ihn tibertragen, wie man leicht einsieht. Seiner Bedeutung 
nach ist er nur ein Grenzfall, der mathematisch besonders einfach zu 
behandeln ist. Mit seiner exakten Giiltigkeit ist nicht zu rechnen. Der 
Ansatz III wurde von H. Koppe [7] eingefiihrt. 

Mit den Relativwerten schreiben sich die Gl. (1.3) bis (1.5): : 


rot h=j, (4.6) rotg=—bh, (4.7) 
— rot rot g = 4q—grad div g =j. 
Die Gleichung fiir die Energiedichte (2.1) bleibt formal erhalten: 


4 
w= fji(g)dg. (4.9) 


Das Integral 1aBt sich fiir alle drei Ansdtze leicht losen: 


sie ie Ba (4.10) 
a= fe i, fir g>1; | 


y= Vite—1= 3 —{. (4.12) 


Fiir kleine Werte von g und 7 gehen die beiden Formeln der nicht- 
linearen Theorie in die der linearen, (4.10), tiber. 
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§ 5. Strom- und Magnetfeldverteilung im Halbraum. 
Eindringtiefe des Magnetfeldes. 


Dicke Supraleiter, d.h. solche, deren Ausdehnungen und Kriimmungs- 
radien der Oberflache groB sind gegentiber der Eindringtiefe des Magnet- 
feldes, verhalten sich in der Strom- und Magnetfeldverteilung wie der 
Halbraum. Dieser wird daher jetzt als praktisch wichtigster Fall be- 
handelt. — Der homogene Supraleiter erstrecke sich tiber den Halbraum 
z>0. Im AuBenraum bestehe in y-Richtung das Magnetfeld Hy (Fig.3). 
(Ergebnis fiir die lineare Theorie — AnsatzI —, s. [12], S..22:) 

Die Lésung der MAxwELL-Lonponschen Differentialgleichungen (4.6) 
und (4.7) fiir den nichtlinearen Ansatz II erfolgt mathematisch in zwel 
riumlichen Bereichen. Ihre Grenzebene sei z’= a), 
s. Fig.3. Unter der Oberflache, im Gebiet O0<2’< 4), 
ist 71, in dem tiefer im Supraleiter liegenden Be- 
reich z’>a, ist 7<1. Hier gleichen die Lésungen 
mit Ausnahme der Integrationskonstanten denen 
der linearen Theorie: 


=a, 


i= 9,=b, =e (fir z’> ay). (5.4) 


es eee Pee 


An der Ebene z’ =a, miissen h, und g, stetig sein, 
duh eee afEt Be der Anwendung des StoKxEsschen Satzes 
HR NTRS auf die Gl. (4.6) und (4.7) folgt. Bei Stetigkeit 
von q, ist auch j, stetig, also muB j, an der 
Ebene a, auch von innen her den Wert 1 erreichen. Dies ist bei der 
Wahl der Integrationskonstanten in (5.1) bereits beriicksichtigt. — Im 
Gebiet 0<2z'<a, ist j, =1, und die Gl. (4.6) wird zu einer inhomogenen 
gewohnlichen Differentialgleichung fiir §,, deren Lésung 


hy=Ay—2 = §6(far OS2’S a) mit A= Ho (5.2) 


VAlm 
ist. Bei Verwendung dieses Ergebnisses erhalt man aus (4.7) 
2 


: —h,-2’+2, (fir OS 2’ <a). (5.3) 


Die Stetigkeitsbedingungen des Magnetfeldes und des Supraimpulses an 
der Ebene 2’ = a, liefern die beiden noch unbestimmten Konstanten: 


a =ho—1, (5.4) So=$ (ho + 1). (5-5) 


Die Ergebnisse lassen sich mittels der Formeln (4.2) in das LorENTz- 
MaBsystem zuriicktransformieren. Sie gelten nur fiir 
H 
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Im anderen Falle reicht das Magnetfeld nicht aus, um eine Zone mit 
Sattigungsstromdichte zu bilden. Es gelten einfach die Lésungen der 


linearen Theorie. 


AES 
Tt 


Fig. 4. Verlauf von H, W! und J! im Halbraum. A,= 


Fiir den nichtlinearen Ansatz III hat H. Koppe [7] die exakte 

Lésung im Halbraum in einer Parameterdarstellung angegeben: 
i 2-Gina- Cp 
(5.7) a C:) 
(5.9) 


§, =2-Gina, 


Fig. 5. Verlauf von H, W! und J! im Halbraum. h)= “ge 
Alm 


Parameter ist «. Die einzige noch zu bestimmende Integrationskon- 


stante z, ergibt sich aus der Bedingung §,(0) =o 
Beide Lésungen setzen den Eindeutigkeitssatz der erweiterten Theorie 


voraus, dessen Beweis F. BEcK [20] erbrachte. 


Diskussion. 
1. Den EinfluB der GréBe hy = at auf die Strom- und Magnet- 
Im 
feldverteilung im Innern des dicken Supraleiters zeigen Fig. 4 und 5. 


Fiir 4, =1,5 sind die Abweichungen zwischen allen drei Kurven noch 
recht gering. Dagegen ist fiir 4j=5 der Unterschied zwischen der 
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linearen und der nichtlinearen Theorie groB, wahrend der EinfluB des 


speziellen Zusammenhanges 


zwischen @% und S innerhalb der nicht- 


linearen Theorie unbedeutend ist. Das zeigt der fast iibereinstimmende 
Verlauf der Kurven II und III in Fig. 5, die ja aus den extremen Még- 
lichkeiten der Funktion @(%’) gewonnen wurden. (Vgl. auch die 
Diskussion am Schlu8 von § 7.) 

2. In der erweiterten Theorie gilt ganz allgemein fiir den Halbraum 


({11] und [12], S. 108) 


H= Yow’: (5.10) 


Ein Vergleich der Formeln (4.11) und (4.12) mit den Ergebnissen dieses 
Paragraphen bestatigt diese Gleichung fiir die Ansatze II und III. 


pd=0'—+ 


0 2 ¥ & ge 70 12 14 
PA. Be, 
o Vn fa 


Fig. 6. Eindringtiefe des Magnetfeldes in 
den Halbraum, 


, 1 t 
Dio (to + aa 


3. Die Eindringtiefe des Magnetfeldes 
14Bt sich durch 


D=7--[H-az (5.41) 
0 


definieren. Zur Berechnung wird wieder 
das reduzierte MaBsystem verwendet: 


eae es a 
D'= > fa dz’. (5.42) 
0 


In der linearen Theorie (Ansatz I) 
ergibt sich D}=1, D,=6". Fiir den 
Fall des Ansatzes II folgt aus (5.4) 
und (5.2) 


a P*(_He_ Valu 


Diese Gleichungen gelten nur fiir hy >1 bzw. Hy =Va-In, s. (5.6). 
Auch fiir den Ansatz III laBt sich das Integral elementar lésen, vgl. 


(5.7) und (5.9): 


> / h? 
Diy = |/4+ ra 


Te 
447, * 


Dy = B*- |/1+ (5.14) 


Die Abhangigkeit der Eindringtiefe von der Starke des angelegten 
Magnetfeldes ist in Fig. 6 gezeigt. Fiir starke Felder ergibt sich eine 
groBe Abweichung der nichtlinearen von der linearen Theorie, wahrend 
der Spielraum recht klein ist, innerhalb dessen die Funktion bei einer 
beliebigen nichtlinearen Funktion @(9') verlaufen muB® (schraffiertes 


Gebiet), immer die Existenz 


einer Maximalstromdichte vorausgesetzt. 


Fiir hinreichend starkes Magnetfeld (49>>1) ist fiir die beiden nicht-_ 
linearen Ansitze II und III D = = ze . Die Formel entspricht einem 


= ™ 


- 
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vollstandig linearen Abklingen des Feldes. In ihr ist die Supraleitungs- 
konstante A nicht mehr enthalten. Daher ist sie zur Bestimmung von 
I,, besonders geeignet. Uber ihre Anwendbarkeit entscheidet allerdings 
das Verhaltnis von yA I,, zum kritischen Magnetfeld Hy. Hieriiber 
wird in § 10 berichtet. 


§ 6. Der stromdurchflossene Draht. 


Ein unendlich langer Draht mit dem Radius R sei von einem Strom 
der Starke J durchflossen. Bei Einfiihrung von Zylinderkoordinaten 
r,0,z haben aus Symmetriegriinden 9! und G z-Richtung und hangen 
nur von y ab. Dadurch vereinfachen sich die MAXwELL-Lonponschen 
Vektorgleichungen zu zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen, vel. 
((11] und [72], S.109). Die Lésung fiir die lineare Theorie ist unter 
({12], S. 29) zu finden. 

Die Lésung fiir den Ansatz II erhalt man ohne Schwierigkeit, ent- 
sprechend dem Verfahren beim supraleitenden Halbraum (§ 5): 


eg, =7' <= R': 


i= g (2 hg) - _ .=125,= = — (4g) R’- Inv’+c,, (6.1) 
far O<r'< a: 
ia Fe, (6.2) b=, (63) 
mit 
Beans ae i 
q=1—- 4 (Fh) R Ina. (6.5) 
—— = ist der Betrag des durch den Strom erzeugten Magnetfeldes 


an der ‘Oberfliche des Drahtes im reduzierten MaBsystem. Nach der 
Maxwettschen Theorie besteht die Beziehung 
4 

H, = 2nacR (6.6) 
(J = Gesamtstromstarke). Fiir die Diskussion der SILsBEEschen Hypo- 
these in § 10 ist es jedoch zweckmaBig, die Integrationskonstante durch 
H, und nicht durch J auszudriicken. Aus der transzendenten Gl. (6.4) 
kann aj ermittelt werden, und mit diesem Ergebnis wird aus (6.5) ¢ 
bestimmt. Die Gl. (6.1) bis (6.3) gelten nur, solange der Strom so stark 
ist, daB a, < R’ bleibt, vgl. (5.6). — Ist andrerseits J so groB, dab fast 
der ganze Draht mit der Maximalstromdichte erfiillt ist, so ergibt sich 


rel 2 Oe ee ales of eT (6.7) 


7 
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G(0) wird durch die Stromdichte in der Achse gemaB (1.6) bestimmt. 
Ist nun nicht mehr J’ (0) <TJ,,, so ergibt sich eine starke soem 
der Konstante G(0) von der speziellen Wahl der Funktion &(). Fur 


if i | 
Z—-4— a ES 1 
ai, | “b c 
Z h a 
| 
S gr + + 
[ 
2 x. : 
« 
Pe woe a iat Bi 
a | 
ois 2 10 8 
_— B rez of 


Fig. 7. Verlauf von G und J! beim stromdurchflossenen Draht nach Ansatz III. 


den Ansatz II ist diese Funktion bis zu J‘=J,, linear, wahrend fiir die 
Ansatze (4.1) mit endlichem » fiir J'+J,, G— co geht. Bei der An- 
wendung des Ansatzes II ist demnach vorauszusetzen, daB ein Punkt 


=—fr=r' 
Fig. 8. Verlauf von H und W! im stromdurchflossenen Draht nach Ansatz III. 


im Leiter existiert, an dem J’ der Maximalstromdichte I,, nicht zu 

nahe kommt, damit man fiir G(0) einen verniinftigen Wert erhalt; etwa 

I'<41,,. Bedingung dafiir beim stromdurchflossenen Draht ist, vgl. 
(6.2): 

a>1. (6.8) 

Bei Verwendung des Ansatzes III lat sich fiir den stromdurch- 

flossenen Draht keine exakte Lésung angeben. Deshalb wurde das 
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numerische Integrationsverfahren nach STORMER [18] und [15] ange- 
wendet. Fig. 7 zeigt das Ergebnis der Integration fiir fiinf verschiedene 


_ Werte von (§z]y—0- j, wird aus Gl. (4.5) bestimmt. h» ergibt sich 
_ durch numerische Differentiation der Kurven g.(7’). Statt der Supra- 


Me 


energiedichte w, gewonnen aus der Formel (4.12), wird in Fig. 8 neben 
dem Magnetfeld die GréBe 22 aufgetragen. Dies gestattet einen Ver- 
gleich der Energiedichten des 
Magnetfeldes und des Supra- 
stromes, die beim dicken Supra- 
leiter iiberall denselben Wert 
haben, vgl. (5.10). Die numerische 
Integration ist so weit durch- 
gefiihrt, bis 7 praktisch den 


Wert 1 erreicht. Der weitere 
Verlauf der Kurven ergibt sich 
dann aus den Formeln des An- 


satzes II im SAttigungsgebiet, @-6R ee ‘“ 
MW : Fig. 9. Der stromdurchflossene Draht. BR=R’=10, 
_ (6.4). Die Integrationskonstanten J Hy 
3 ; e =0,982 2 hp= ——*— =4,9, 
miissen dabei so gewahlt werden, =RIen stk Vass ? 


daB h und g stetig sind. 

Fig. 9 zeigt den Verlauf von 9), , und yaw fiir dieselbe Strom- 
starke bei Verwendung der drei Ansatze. Als Radius ist R=10-f7 
gewahlt. Diskussion und Vergleich mit dem Halbraum s. § 7. 


§7. Der Draht im longitudinalen Magnetfeld. 


Der in § 6 beschriebene Draht wird jetzt einem homogenen, longi- 
tudinalen Magnetfeld der Starke H, ausgesetzt. Zur Abschirmung des 
Drahtinnern gegen dieses Magnetfeld wird sich — wie auch aus der 
linearen Theorie bekannt — ein Ringstrom bilden, d.h. die Richtung 
des Vektors 9 andert sich mit dem Azimut. Im Gegensatz zu den bisher 
behandelten Beispielen kann man es daher nicht einrichten, daB die 
Stromrichtung iiberall mit einer Drehachse des Kristalls zusammenfallt 
oder senkrecht auf einer Spiegelungsebene steht. Hier ist deshalb die 
Annahme, daB $/ und & gleiche Richtung haben, selbst fiir den kubischen 
Kristall willkiirlich, naherungsweise aber durch die Uberlegungen in §4 
gerechtfertigt. 

Aus Symmetriegriinden haben § z-Richtung, S’ und © #-Rich- 
tung, und alle GréBen hangen nur von r ab. Uber die lineare Theorie 
(Ansatz I) s. ({12], S. 40). Bei Zugrundelegung des Ansatzes II erhalt 


man (vgl. § 5): 
fir aas7s R’: 
Rettig ins) ey latin ts. Gas my 
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fir0s7 aay 


h, =a 


i, (ir) ; I, (#7) 
—1i I, (ta) 


, la— Nera hii ai)’ (7.2) 


mit den Konstanten 
- ts 12 - 
a, fol) _ Rhy, (73) = “2 —“E (R’—y) —. (7-4) 


Die Lésung des Problems fiir den Ansatz III muB auch hier numerisch 
erfolgen. Die Integration wurde fiir vier verschiedene Werte von [h,Jv=0 
durchgefiihrt. Die so entstehenden Kurven werden hier aus Platzmangel 
nicht aufgefiihrt, sie werden jedoch bei der Gewinnung der Kurve III 
in Fig. 14 verwendet. 

Ein Vergleich der Ergebnisse des Halbraumes, des stromdurch- 
flossenen Drahtes und des Drahtes im longitudinalen Magnetfeld zeigt 
folgendes: Fiir schwache Magnetfelder, d.h. solange 4, den Wert 1 nicht 
wesentlich iiberschreitet, ergeben sich fiir den stromdurchflossenen 
Draht und fiir den Draht im longitudinalen Magnetfeld ahnliche Bilder 
der Strom- und Magnetfeldverteilung wie beim Halbraum (Fig. 4). Es 
besteht hier also kein nennenswerter Unterschied zwischen den Ergeb- 
nissen der linearen und denen der nichtlinearen Theorie. Die vor- 
handenen geringen Abweichungen zwischen beiden werden entscheidend 
bestimmt durch die spezielle Wahl der Funktion &(3'). — Bei starken 
Magnetfeldern, etwa fiir 4, > 4, unterscheiden sich dagegen lineare und 
nichtlineare Theorie bedeutend, was man aus den Fig. 5 und 9 ersieht. 
(Fir den Draht im longitudinalen Magnetfeld ergibt sich ein ganz 
ahnliches Bild.) Das Magnetfeld klingt im wesentlichen linear ab. Die 
Starke dieses Abklingens ist bestimmt durch die GréBe der Maximal- 
stromdichte J,,; denn der Hauptteil des Stromes flieBt mit dieser kon- 
stanten Dichte in einer Schicht unter der Oberflache. Daher ist der 
EinfluB des genauen Zusammenhanges zwischen © und 9 gering. 

Beim Ansatz II gehen fiir R’>1 und R’—a;<R’ die Lésungen fiir 
den Draht (§§ 6 und 7) in die des Halbraumes (§ 5) iiber. Diese Bedin- 
gungen sind nach den Gl. (6.4) und (7.3) gleichbedeutend mit 


R’>1i1 und h—-1<R’, (7.5) 
Die entsprechenden Bedingungen beim Ansatz III sind neben R’>>1 


fiir den stromdurchflossenen Draht [{j,),.9 <4 und fiir den Draht im 
longitudinalen Magnetfeld [6,],,.90<1. 


§ 8. Die stromdurchflossene Platte und die Platte im Magnetfeld. 


Ihrem Charakter nach steht die Platte zwischen Halbraum und 
Draht. Fiir die Strom- und Magnetfeldverteilung gilt daher das diesen 
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Beispielen Gemeinsame. Eine ausfithrliche Diskussion wiirde nichts 
Neues bringen. Uber die lineare Theorie s. ((22], S. 23f.). Hier wird 
nur die Lésung angegeben, die man bei Verwendung des nichtlinearen 
Ansatzes II ganz entsprechend wie beim Halbraum erhiilt, da sie spater 
gebraucht wird. 


Die Platte sei in der x- und y-Richtung unendlich ausgedehnt und 
erstrecke sich in z-Richtung von —d bis +d, habe also die Dicke 2d. 
Fiir die stromdurchflossene Platte gilt dann in der Halfte z’>0: 
fur O< 2’< a: 

ee Ore 
Qy ir ly = Cof a, ’ 
fir a4; 2’'<d': 


oe Sin 2’ 
Cf as ’ 


2 4 t Ud 
a Arig, 6 ,=1,  —h=h-@=7), (82) 
mit 

12 

a,—Zga;—d'—hy, (8.3) cg 1—“2 + (d' —Iy) - a. (8.4) 
H,, der Betrag des Magnetfeldes an der Oberflache der Platte, wird 
durch die Flachendichte des Stromes nach der Gl. (8.5) bestimmt: 


p= 2S Me dz=2-0+Hy. (8.5) 


Wird die Platte einem homogenen Magnetfeld in y-Richtung der Starke 
H, ausgesetzt, so ergibt sich in ihrem Innern fiir 2’=>0: 


fa = 2S a: 


A ©in 2’ nd Cof 2’ 
Soo. — ke Sin a, b, — Sin a, ) (8.6) 
fir a,s2z' <a’: 
ee Vif) 2’ +6, —j,=1, hy = Io — (aed) (8.7) 
mit - 


a,—Ciga,=d'—hy, (8.8) Cy= 1——*- + (’ — Mm) - a. (8.9) 


2 
Die Funktionen fiir z’ <0 erhalt man aus Symmetriebetrachtungen. — 
Die Felder und Stréme miissen in beiden Fallen so groB sein, daB ays 
wird. Andernfalls gilt die lineare Theorie. AuBerdem muB a; =1 bleiben, 
vgl. (6.8). 

Die Platte im Magnetfeld ist fiir den Ansatz III von H. Koppe [7] 
naherungsweise ausfiihrlich behandelt worden. 
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§ 9. Die scheinbare Permeabilitat von Platte und Draht. 


Eine fiir das Experiment wichtige GréBe ist die scheinbare Per- 
meabilitat, fiir die Platte im auBeren Magnetfeld definiert durch 


0 0 : 0 y 
fiir den Draht im longitudinalen Magnetfeld durch 
HH 2 2 , , 
boa ems [Hara ee [hear (9-2) 
0 0 
Fiir die lineare Theorie folgt daraus 
1 _ 2 —ih@BR) 
Up= pa . Xs (Bd) , (9.3) Po>= BR ia Io (i B R) (9.4) 


Legt man der nichtlinearen Theorie den Ansatz II zugrunde, so 
ergibt sich mit den Formeln (8.6) und (8.7) bzw. (7.1) und (7.2): 
ar ae daa ual 
p= ap {t + (o—d’) (dai) + 5 (2 —a)} a 
giltig fiir ay<d', 
2 ‘ a veiw ~ i jueeeue re 
Ho jp a + lho RY(R*— a) +5 (Ra) | 
giiltig fiir ay< R’. 


Die Gl. (9.5) und (8.8) bilden eine Parameterdarstellung der scheinbaren 
Permeabilitat der Platte in Abhangigkeit von Plattendicke und ange- 
legter Feldstirke (Parameter ist ay). Die Gl. (9.6) und (7.3) bedeuten 


10 das Entsprechende fiir den Draht 

(Fig.10). In beiden Fallen stim- 
' men die Ergebnisse fiir ay =d’ bzw. 
945 a, = R’, dem Grenzfall zur linearen 
$ Theorie, mit deren Formeln (9.3) 


bzw. (9.4) iiberein. 

Da die Parameter a; sich nicht 
elementar eliminieren lassen, erfolgt 
Fig. 10. Scheinbare Permeabilitat von Platte und die Diskussion fir zwei Grenzfalle 

Draht. @d=10 baw. BR=10. Ansate IL. bei dicken Platten bzw. dicken 
Drahten: 

1. Liegen die Verhiltnisse so, daB man die Platte (oder den Draht) 
als Halbraum betrachten kann — Bedingung dafiir ist (7.5) —, dann 
1aBt sich die scheinbare Permeabilitaét aus der Eindringtiefe in den 


‘ow 
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Halbraum ablesen (5.13): 


eA VAlm\ 4 

So aca es Shere (9.7) 
ieee Vit) oat 

toe (ag te) aR ai 


2. Das Magnetfeld sei so groB, daB fast der ganze Supraleiter mit der 
Maximalstromdichte J,, erfiillt ist. Dann sind a), aj<1 und hy >d’, R’. 
Es ergibt sich naherungsweise 

ar i d . In bl) Ug Te 
pp = 1 =a Hy ' (9.9) 2p — 1{— 36 . Hy ‘ (9.10) 
Diese Ergebnisse sind von der Wahl des Zusammenhanges zwischen & 
und 9’ unabhiangig, daher erhalt H. Koppr [7] die Formel (9.9) bei 
der Behandlung der ,,stromgesattigten Platte’‘ ohne Einfiihrung einer 
speziellen Funktion 9! (G). 


§ 10. Die Abhangigkeit der Grenzfeldstarke H, von der Dicke des 
Supraleiters. Die Silsbeesche Hypothese. 

Die Supraleitung bricht zusammen, wenn die Energiedichte W’ am 
Rande des Leiters den Wert W, erreicht ({J1] und [12], S. 112), vel. 
auch § 2. Mit W, ist eindeutig ein kritischer Wert des Supraimpulses, 
Gx, verkniipft. Im extrem dicken Supraleiter gilt tiberall H =) 2IV : 
(5.10), und beim Zusammenbruch herrscht am Rande die Feldstarke 


Hy = /2Wx. (10.1) 


Dabei ist es gleichgiiltig, ob das magnetische Feld von auBen angelegt 
oder durch einen Strom im Innern erzeugt wird (SILSBEEsche Hypothese). 
Fiir KGrper, auf die wegen ihrer kleinen Ausdehnungen die Theorie des 
Halbraumes nicht anwendbar ist, gilt Gl. (5.10) nicht mehr. Deshalb 
ist fiir diese die Grenzfeldstarke des Zusammenbruchs, H se im allge- 
meinen von Hy, verschieden. 

So gilt in der linearen Theorie ((12), S. 93 ff.) fiir den stromdurch- 
flossenen Draht 


= —iI,(tB R) 
fiir den Draht im longitudinalen Magnetfeld 
os Ty(tBR) 
Hy, vr Hx = ra (iB R) , (10.3) 
fiir die stromdurchflossene Platte 
H,,, = Hx: og (PB 4) (10.4) 
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und fiir die Platte im Magnetfeld 
H, ,= Hx: tg (6 4). (10.5) 


Setzt man in den Gleichungen des stromdurchflossenen Drahtes, (6.1) 
und (6.4), “=R’, g=x=Wx+4=4$(h_ +1) und hy=h,, so hat man 
eine Parameterstellung der Funktion h,(R’,hx) fir den Ansatz ree 
Dasselbe gilt beim Draht im longitudinalen Magnetfeld fiir die Gl. (7.4) 
und (7.3), bei der stromdurchflossenen Platte fiir (8.2) und (8.3) und 
bei der Platte im Magnetfeld fiir (8.7) und (8.8). 

Fiir den Ansatz IJI kann man zur Bestimmung von Punkten der 
Funktion h, (R’, hx) des stromdurchflossenen Drahtes folgendes Ver- 
fahren anwenden: Man wahlt hx, 
bestimmt nach Gl. (4.12) mit (10.1) 
ox=thx hx +4 und stellt fest, 
bei welchem Radius 7’ eine der 5 g- 
Kurven in Fig. 7 den Wert gx er- 
reicht. Wird?’ als Drahtradius R’ 
aufgefaBt, so ist der Wert der ent- 

par? civ sprechenden /-Kurve in Fig. 8 bei 

Fig. 11, Grenzfeldstarke fig als Funktion von ar ‘“esem Radius gleich h,. Durch 

beim Draht im longitudinalen Magnetfeld. he=4. Interpolation zwischen den auf 

diese Weise gewonnenen 5 Punkten 

findet man eine Kurve /,(R’) bei konstantem iy. — Entsprechend er- 

halt man Punkte der Funktion /,(R’,Ax) fiir den Draht im longitudi- 
nalen Magnetfeld. 

Fig. 11 zeigt als Beispiel die Grenzfeldstarke des Drahtes im longi- 
tudinalen Magnetfeld als Funktion des Radius bei konstantem /, fiir 
die drei Ansatze. 

Die beiden im folgenden behandelten Naherungen sind Sonderfalle 
der oben beschriebenen Parameterdarstellungen fiir den Amnsatz II. 

1. Besonders wichtig ist das Verhalten der magnetischen Grenzfeld- 
starke fiir groBe Drahtradien oder Plattendicken, d.h. die ersten Ab- 
weichungen vom Werte Hx bei Verkleinerung von R bzw. von d. 

Zunachst wird der Draht im longitudinalen Magnetfeld betrachtet 
und eine Entwicklung der Funktion H,(R’, Hx) nach Potenzen von 
(K’) angestrebt. In der linearen Theorie ergibt sich aus (10.3) durch 
asymptotische Entwicklung der BrssrL-Funktionen [1] naherungsweise 


H 
Sor 1 
ig Sh apR Phe (10.6) 


Zur Berechnung der Naherung in der nichtlinearen Theorie (Ansatz Il) 
wird (a) als Potenzreihe von (R’)~! aufgefaBt. Die Koeffizienten 
seien A;. Sie werden durch Koeffizientenvergleich aus Gl. (7.1) unter 
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Beriicksichtigung von (4.11) und (10.1) bestimmt: 


Bp 0.- Ari, Agmhg—i, A,=—L4—2h, +1-—! 


6 6hr 


Hiermit erhalt man aus der asymptotischen Entwicklung von (7.3) fiir 
_ die Grenzfeldstarke des Drahtes im longitudinalen Magnetfeld, iiber- 
tragen auf das Lorentzsche MaBsystem: 


ae 1 VALnn 1/ Hx ake 
ese see | + iste ete eee 
Hx + OBR He 3 Gar. Hk I pee e, 


Verfahrt man entsprechend fiir den stromdurchflossenen Draht, so ergibt 
sich fiir die lineare Theorie 


ie 45 L oda ete (10 fe 
Hx 2BR 2) 
und fiir den nichtlinearen Ansatz II 
Pe sb a ; {Vito +2 eds at} oe (10.9) 
Hx 2pR He "3 \ VA Lon Ak ; 


Die Naherungen sind wieder nur brauchbar, d.h. das Abbrechen der 
Potenzreihen nach dem Gliede (fR)-1 ist nur erlaubt, solange 


BRY>1 und BRY—2x- (10.10) 


gilt, vgl. (7.5). Fiir hg<1 sind die Formeln der nichtlinearen Theorie 
durch die der linearen zu ersetzen, da die Lésungen des Ansatzes II 
nur fiir a; < R’ bzw. a; < R’ einen Sinn haben, vel. (5.6). Die Funk- 
tionen H,/Hx sind beim Grenzfall hy=1 stetig; denn hier stimmen 
(10.6) und (10.7) bzw. (10.8) und (10.9) tiberein. 

} Fir geniigend groBe Radien gelten nach (10.10) die Naherungen 
~ auch fiir hy>>1. Dann ergibt sich aus (10.7) und (10.9) 

211 Hx aye a, c Hx 
Masa Foe Jeter Compt eae 


Diese Beziehungen sind unabhangig von der Supraleitungskonstanten A. 


Fiir die Platte erhdlt man ein wesentlich anderes Ergebnis: 
Solange praktisch &ga;—Ctg a,=1 ist, was fiir 


My,%, 24 oder pa—h-25 (10.11) 
sehr gut gilt, sind die Magnetfeld- und Supraimpulsverteilungen bei 
der stromdurchflossenen Platte und bei der Platte im Magnetfeld im 
Gebiet a,<2’<d' identisch, vgl. §8. Hier miissen daher auch die 
_ beiden Grenzwerte des Magnetfeldes (H,,,, und H,,,,) gleich sein. Nun 
gilt aber fiir die erweiterte Theorie allgemein ([1] und [12},.6.A08£.), 


of 
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daB iiberall in der stromdurchflossenen Platte }H? < W’, in der Platte im 
Magnetfeld 4H? > W’' ist. Im ersten Fall muB daher H,< Hx, im zweiten 
H,>Hxsein. Daraus folgt bei Giiltigkeit der Bedingung (10.11) praktische 
Ubereinstimmung beider Grenzwerte der Platte mit Hx. Diesen grund- 
sitzlichen Unterschied gegeniiber dem Draht ersieht man aus Fig. 12. 

2. Fiir sehr starke Magnetfelder — wenn h,>R’ bzw. d’ ist — 
werden a und a,<1. Unter dieser Bedingung erhalt man fiir den 
Draht im longitudinalen Magnetfeld und 
fiir die Platte im Magnetfeld 


is Ax RI» 

Hx R Te cis: (10.12) 
Sour __ I jf cHrK aly | 

Hx 2\d-I, ' c-Hg)* 


Die Formeln sind wieder unabhangig von 
der Supraleitungskonstanten A. 
Die Lésung des stromdurchflossenen 
oS te aa 6 8 @ # Drahtes und die der stromdurchflossenen 
hy= yt {reonst| }— Platte, die mit dem Ansatz II gewonnen 
Fig. 12. Hg/HK als Funktion von kx | Wurden, sind fiir ay<1 bzw. as<1 nicht 
Sshitae ota ee mehr anwendbar, vgl. (6.8). Fir a;<1 
Kurve b Platte im Magnetfeld; Kurvec bzw. @gy<1 kommt man hier jedoch zu 
sromfurchfowene Pattes Kuve d einer Aussage Ober H,, die unabhingig 
von der speziellen Wahl der Funktion 
(3) ist: Nach (6.7) kann Gy, und damit auch Hy jeden Wert an- 
nehmen, wahrend H, den Betrag nicht iiberschreitet, der sich ergibt, 
wenn der ganze Leiter mit der Maximalstromdichte J,, erfiillt ist. 
So erhdlt man fiir aj<1 bzw. ay<1 


Hf i TO ot, H oul 
ides ua 7 hes > He: (10.13) 
kK 2¢ Hx ck ¢ Hx 
Fig. 12 zeigt =f als Funktion von hy UK fur BR=10 bzw. 
Bd=10. x VAlmn 


Diskussion. 

1. Nach der Theorie von HEISENBERG sinkt /,, fiir T< $7;, und 
bei hinreichend tiefen Temperaturen wird [7] 

Hr 1 Ts \4 
- i ~| ) (10.14) 
Dagegen dndert sich die GréBe f bei tiefen Temperaturen nur sehr 
wenig [16]*. Fig. 12 entspricht daher dem Verlauf von H,/Hx bei 

' Da SHOENBERG bei seinen Messungen Kiigelchen mit einem mittleren Radius 
von 0,5- 10-8 cm verwendet, sind die vom Magnetfeld erzeugten Ringstréme sehr 


klein. Daher bleiben die Schliisse auf die GréBe B, die die lineare Theorie voraus- 
setzen, auch bei Annahme einer Nichtlinearitat richtig. 


hr 
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Verringerung der Temperatur, wenn man die Giiltigkeit der Theorie von 
HEISENBERG voraussetzt. -- Bei der Messung von Ubergangskurven 
fanden D. K. C. MacDonatp und K. MENDELSSOHN [14] mit sinkender 
Temperatur ein starkes Steigen der Grenzfeldstirke von Driahten im 
longitudinalen Magnetfeld. Da im Sinne der linearen Theorie dicke 
Drahte (R=5 bis 8-410-*cm) verwendet wurden, ist eine Erklirung 
dieses Effektes, den Fig. 12 zu deuten vermag, mittels der linearen 
Theorie nicht méglich. 


2. Nach Gl. (10.14) kann hx bei hinreichend tiefen Temperaturen 
sehr groBe Werte annehmen. Dann ist nach den Ergebnissen dieses 
Paragraphen auch bei recht dicken Drahten (R>>f-1) mit Abweichungen 
von der SILSBEEschen Hypothese zu rechnen. Eine Zusammenstellung 
von K. STEINER und P. GRASSMANN ([17], S. 22) von Messungen an 
dicken Drahten zeigt in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen dieses 
Paragraphen, da8 H, fiir den stromdurchflossenen Draht stets kleiner, 
fiir den Draht im Magnetfeld stets gréBer als Hy ist. (Um die MeBwerte 
vergleichen zu kénnen, muB man die in der genannten Zusammen- 
stellung auftretenden geringen Temperaturunterschiede durch Inter- 
polation beriicksichtigen.) 


SchluBbemerkung. 


Die nichtlineare Theorie ist in der Lage, die experimentell gefundenen 
Abweichungen von der SirsBEEschen Hypothese durch die Annahme 


groBer Werte von hy = on zu deuten. Fiir groBe hy ergeben sich 
aber auBerdem starke Abweichungen der Strom- und Magnetfeldver- 
teilung, der Eindringtiefe und der scheinbaren Permeabilitat von den 
Ergebnissen der linearen Theorie. Es ist also nicht méglich, die Ungiiltig- 
keit der SttspeEschen Hypothese durch Einfiihrung einer Nichtlinearitat 
in die Theorie zu erklaren, ohne gleichzeitig diese weiteren Effekte zu 


fordern. 


B. Zur Tensortheorie der Supraleitung. 
Das Verhalten eines anisotropen Zylinders. 

Wie iiberall, wo eine Verkniipfung zweier Vektoren durch einen 
Tensor erforderlich ist, so gestaltet sich auch in der Tensortheorie der 
Supraleitung (1.2) die Lésung spezieller Probleme recht schwierig. Nur 
in solchen Fallen, in denen der Strom iiberall parallel zu einer Haupt- 
achse des Tensors (A) flieBt, gleichen Strom- und Magnetfeldverteilungen 
denen der skalaren Theorie ({10] und {12]). Die einzigen bisher bekannten 
Lésungen, die im Gegensatz dazu wesentlich von der Tensoreigenschaft 
der Supraleitungskonstanten bestimmt werden und vom Ergebnis der 
skalaren Theorie abweichen, gab M. von Lave ([10] und [12], S. 27ff.) 
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fiir den Halbraum und die Platte bei beliebiger Richtung der Haupt- 
achsen des Tensors (A). 

Im Abschnitt B dieser Arbeit wird nun das Verhalten eines unendlich 
langen Drahtes behandelt, fiir den Fall, daB die Drahtachse nicht mit 
einer Hauptachse des Tensors (A) zusammenfallt. § 11 dient der mathe- 
matischen Vorbereitung der in den §§ 12 und 13 behandelten Probleme. 
Die Lésung der Differentialgleichung (1.5) ist in allen Fallen nur nahe- 
rungsweise mdglich. 


§ 11. Vorbereitung. 


a) Zur Lésung der Differentialgleichung (1.5)! ist die Transformation 
der Beziehung (1.2) auf Zylinderkoordinaten notwendig: Die Rich- 
tungen &, 7, € seien die Hauptachsen des Tensors (A), die dazu gehérigen 
Hauptwerte: /,, 42, Ag. Die z-Achse des Zylinders mége mit zwei der 
Hauptachsen von (A) — etwa und € — in einer Ebene liegen®. Diese 
Forderung ist bei einem zweiachsigen Tensor immer erfiillt. Er hat nur 
eine ausgezeichnete Richtung, und in der Ebene, die durch diese und 
die Zylinderachse bestimmt wird, liegt eine weitere Hauptachse. Aber 
auch bei dreiachsigem (A) ist diese Spezialisierung nicht von prinzipieller 
Bedeutung. Sie vereinfacht die Rechnung und erhéht deren Uber- 
sichtlichkeit. Die Behandlung des allgemeinen Falles ist mit derselben 
Methode méglich. 

Das System £,7,¢ mége durch Drehung um den Winkelg um die 
n-Achse in das ebenfalls kartesische System x, y, z iibergehen. Dieses 
sei dem betrachteten Draht und dessen natiirlichen Zylinderkoordinaten 
r,9,z2 derartig angepaBt, daB die Ebene y=0 mit der Ebene #=0 
identisch ist. Das ist méglich, da nach der oben gemachten Voraus- 
setzung die »-Achse senkrecht auf der Drahtachse z steht. Die Anwen- 
dung der bekannten Tensortransformationsformeln® ergibt dann: 


Y, = (Aq > cos? # + Ay: sin? #) Y + y+ cos B+ sind - Yi +, - cosd- = 
entee sing. ® . ein@ } c 
Gs = Ug: cos H+ sind - J! + (A, - sin? F + A, - cos? #) Jee One 


3 =n cose» -sing + & .& 
G, = y+ cos P+ YF — uw, - sind + J + 4, - 3! 


? Auch die Elimination von 9! aus (1.6) und (1,7) ist méglich: rot [(A) rot §] = 
1 . 
= ). A. R. FRaseR und D. SHOENBERG [3] weisen auf die formale Uberein- 


stimmung dieser Gleichung mit der Differentialgleichung eines Normalleiters im 
magnetischen Wechselfeld, rot {(@) rot §] =—iw , hin, [(0)= Tensor des spe- 


zifischen Widerstandes]. Beim Draht fehlen jedoch in der Literatur auch fiir 
dieses Problem explizite Lésungen, 


2 Dies trifft zu, wenn die Zylinderachse in einer Symmetrieebene des Kristalls 
liegt. ; 


3 Vgl. etwa E. MapELUNG ,,Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers“. 
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mit 
Ay= A, + cos? p + A, sin? y= (As— A) cos—: sing 
As = A, + sin? p + A, - cos? p | My = Ap — Ag. (452) 
Ag = 4 (Ag + Ay) 


Wegen ihrer Periodizitat in # lassen sich die Komponenten von 3! 
in Fourter-Reihen entwickeln: 


Mi = ao(r) + ¥ {a, (r) cos (2 9) +G, (7) sin (nd)} 
w=1 


¥, = bo (r) + ¥ {b, (7) sin (2 9) + 5, (7) cos (n 8)} (11.3) 
n=1 

= cg (r) + 5 {c,, (r) cos (2 #) +E, (7) sin (2 8). 
eI 


(Eine Abhangigkeit von z tritt beim unendlich langen Draht nicht auf.) 
Die GI. (1.3) sagt aus, daB div §’=0 ist. Daraus ergeben sich zwei 
Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die FouRIER- 
Koeffizienten der Komponenten von 9’: 


*(r-a,) +n-b,=0, (11.4) *_(r-%,) —n-b,=0. (14.4) 
Aus (11.4) folgt, da [a ],-9 endlich bleiben muB, aj=0. Auch die 
Komponenten von ( werden in FourteR-Reihen entwickelt (Koeffi- 
zienten in der gleichen Reihenfolge wie bei 3’: dy d,, d,,, 2 &, &y> fo fn fn) 
Setzt man nun in Gl. (11.1) die FourtER-Reihen von © und 9%’ ein, 
so ergibt sich nach Umrechnung der Produkte der Winkelfunktionen 
in einfache Winkelfunktionen: 


dy= dg * Gg + a (Cy + 3) — “ (a4 — By) 


&2 = Ae * be Ft (— +6) + (4 + by) 
fo= As cot (a, — },) 
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bh ! He Ae —b n>2 
d,, = Ag “ay, a = (Cy—1 ax Cn+1) ms (4,2 7 Anta b,—2 n+2) 


ey 1g 5 Cu fu (Cnt Sag Cy+1) + i (a,—2 a an+2 aS b,—2 + +2) n>2 (11. 
y= Apt (Ggn4 1 Op Ee i, by +1) n>1, 
i= Neg % + fa. -G,— 42 (—& + Hs — b, + bs) 
os = ie p= = = 
a= Ag: Gy + (+05) —4? (Gq — 2b + &) 
A —— 
= Lu fis f= a = = (14.5) 
@, = A, b, — te + 2 (a, +a, + b, + bs) 
Gy = Ay by +12 (E,—Gs) + (@qt 2by + by) 


= hee a 
= Ast, +S G,—2by + by), 


dy cad he 4 a, + = (C24 + Cn+1) fa (4,2 = i G,+9 — by» + b,+2) n>2 
ey = Ae fs b,, ae = (C,—1 =Co+3) =a 7 (a,-2 oa Anis —b,-2 —b,+9) n>2 (11. 
fy = Ag E+ (Gna + Gn 4y — On-y + b,41) n>1. 


Fir die Fourter-Koeffizienten von 3’ und @ erhalt man nun aus (4.5) 
gewohnliche Differentialgleichungen : 


d ; r2 
+ (r-e,) +n-d,+ + -a,=0, (11.7), 
aoa d : \ a oe pa! i yee 
713 i (rey), ar = e: d,) a b= 0, (11.7)5 
a ix nn fi. = 
dr I+ y dr ls ima te 0. (11.7), 


Fir »=0 sind (41.7), und (14.7), identisch erfiillt. Dividiert man fiir 
n==0 die Gl. (11.7), durch y+ » und differenziert dann nach 7, so ergibt 
sich bei Beriicksichtigung von (11.4) die Gl. (11.7),, was zu erwarten 
ist, da Gl. (1.5) die Bedingung div 9’ =0 enthalt. Es geniigt demnach, 
wenn die drei Gl. (11.4), (14.7), und (11.7), von den GréBen a,, b, und c,, 
bzw. von den aus ihnen zusammengesetzten d,,, e, und /, erfiillt werden. 
Entsprechend erhalt man aus (1.5) fiir die iiberstrichenen Koeffizienten 
neben (14.4) die beiden Gleichungen 


aged 2 2.7 Pr a 
dale (r+2@,)—m" beh, =0, (14.7), 
@ + ig n= — ri —- 
dr* In + y dr In 5a “Ia a ae (11.7), 
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Im Gegensatz zu den Gleichungen der nicht iiberstrichenen Koeffi- 
zienten bleibt hier jedoch fiir »=0 zusatzlich die Gleichung 


ta (4 @ = 1 
rea }—- 4b =0 (11.7)o,0 
zu erfiillen. 

b) S$} muB an der Drahtoberflache verschwinden: 


a, (R) =4,(R) =0. (11.8) 


Fiir den Fall, daB keine Abhangigkeit von z auftritt, ist nach der 
MAxwettschen Theorie im AuBenraum §,=const. Damit §, stetig ist, 
muB [§.Jinnen am Zylinderrande unabhangig von # sein. Ein Vergleich 
mit (1.5), zeigt, daB dies der Fall ist, sobald 3 =0 ist. Die Stetigkeits- 
bedingung fiir $6, am Rande ist also durch die Randbedingung (41.8) 
bereits erfiillt. 

Im Au8enraum ist div =0 und rot §=0. § 1aBt sich daher als 
negativer Gradient eines Potentials p darstellen, fiir das die LapLAacEsche 
Differentialgleichung Ag =0 gilt. Da es sich — wegen der Unabhangig- 
keit aller GréBen von z — um ein ebenes Problem handelt, ist p Real- 
oder Imaginarteil einer analytischen Funktion. Fiir die im folgenden 
behandelten Probleme ist der Ansatz ausreichend: 


P=Yo'F+7o:Inr +6-7-sind +45-7r- cosh + 
~ (41.9) 
+ ¥r" fy, -sin (nd) +7, - cos (n9)}. | 
n=1 


Aus der Stetigkeitsbedingung von §, und $, am Zylinderrande ergibt 
sich durch Vergleich von (11.9) mit (1.4): 


d 1 206 
eh), + eh) + =0, (14.10), 
ees + — -.(R) =0 fiir n> 1 (11.10) 
dy?” Br, R'” , 

& = ae hoe 20 : a 
E Al _,+ gina =, (11.10), 
ie aes z, ‘ ——. 
E Let ei(R) = 0 fiir m1. (11.10) 


Aus der Bedingung 
[R-95(R,0)-d0=f¥-df—J 
0 


ergibt sich mit (1.4) 


p= E: (11.10), 


lar fo 
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c) Fiir B,+ fp hat die inhomogene BessEL-Differentialgleichung 


ey pt {+ pil y—y- Info?) (11.11) 


dr* y dy 
die partikulare Lésung 
ser ee Etat FS Bay, 
Vp p2, — FA ma Bp ) 
Ihre allgemeine Lésung ist demnach: 


y= AI, (i Batt pepe Tat Ba?)- (11.12) 


Eine partikulare Lésung fiir By=f, erhalt man als Grenzwert des 


Falles 8, == B, am einfachsten durch die Differentiation iis I,,(¢ Bg). 


Als allgemeine Lésung ergibt sich so: 


iyr 


y=A-1,(tB4 + oR Ini 0B r). (11.13) 


§12. Der stromdurchflossene Draht. 

Der betrachtete Draht sei von einem Strom der Starke J durch- 
flossen. Da durch keine auBere Bedingung die dem Leiter gegebene 
Symmetrie gestért wird, ist die Stromverteilung symmetrisch zur x-z- 
Ebene, woraus mit (11.3) folgt, daB alle a,, 6, und ¢, verschwinden. 

1. Fall. 4,=0. Es ist entweder sin m= 0 oder cos p = 0 oder A, = Az. 
In allen drei Fallen ist die z-Achse des Zylinders Hauptachse des Tensors 
(A). Die Lésung ist identisch mit der der skalaren Theorie ([12], S. 31): 


i a Pee | ne: T, (i Bs 7) 2 1 a 
Jr “o= OER —iL,GA®) B? = 2 Gj =1,...6].. @2a 


2. Fall. == 0. Hier ist im Gegensatz zum ersten Fall eine Lésung 


mit einem nur von y abhangigen Strom in z-Richtung, also allein mit 
Cy == 0, nicht mehr méglich, da cy auch in e, und d, auftritt. Die Diffe- 
rentialgleichungen (11.7), , und (11.7), ) wiirden dann auf einen Wider- 
spruch fithren. — Auch der Versuch anzunehmen, da8 nur eine 
z-Komponente hat, die jedoch von # abhangen kann, also c,-++ 0, a, = 
6, =0, muB scheitern. Aus den Differentialgleichungen (11.4), (44.-7)g 
und (11.7), wiirde dann namlich «, ganz herausfallen, und die Lésung 
kann, da sie bei“, = 0 stetig sein mu8, nur dieselbe wie im Falle uw, =0 
sein. Dies ist jedoch nach dem Vorigen ausgeschlossen. 

Demnach tmuB es a, und b, geben, die von Null verschieden sind, 
d.h. Q’ hat auch y- und #Komponenten. Eine exakte Lésung des 
Problems laBt sich nicht angeben. Daher soll eine Naherungslésung 
gesucht werden: Die Richtungsabhangigkeit der Supraleitungskonstanten 
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ist, soweit bisher bekannt, in keinem Falle erdBer als 10 bis 20% [16]. 
Diese schwache Anisotropie der Supraleitfaihigkeit erlaubt die Nihe- 
rungsbedingung 

fy aK As, Ag. (12.2) 


Die Lésungen der Differentialgleichungen (41.4), (41.7), und (47) 2 
_ lassen sich nach den in diesen auftretenden Parametern yj, und My ent- 
wickeln. Die ersten Glieder dieser Reihen ergeben dann die gesuchte 
Naherung. — Die GréBen a,, b, und c, sind also von der Form 


F (ty, Ma) = Ag + Ay “fy + Ags lig. 


Fur “4, =.= 0 miissen alle a,, 6, und c, auBer cg verschwinden, da die 
Lésung in das Ergebnis (12.1) iibergehen muB. Daraus folgt, auBer fiir 
Cy, 49 =0. — Aus der Betrachtung des Falles 4, =0, jv + 0 folgt, daB 
alle A, verschwinden. Man erhialt die erste Naherung also auch, wenn 
man in den Differentialgleichungen w,=0 setzt. — Die Koeffizienten 
der Fourter-Reihen von 9’, a,, 6, und c,, sind durch die Differential- 
gleichungen (11.4), (41.7), und (11.7), und die Formeln (41.5) und (11.6) 
miteinander verkniipft. Man sieht jedoch, daB sie zwei voneinander 
unabhangige Gruppen bilden. Da fiir 4, ~ 0 nur cy + 0 als Lésung iibrig 
bleibt, kann die Gruppe, die cy nicht enthalt, auch fiir “4, +0 nicht 
auftreten. 

Die vorhergehenden Betrachtungen legen den Ansatz nahe, fiir die 
erste Naherung 


0,00, alle anderen . 4,,v,,.¢,.=0 (12.3) 


anzunehmen. Dieser Ansatz muB die Differentialgleichungen (11.4), 
(11.7),, (41.7), und die Randbedingungen (11.8) und (11.10) fiir alle 
in 4, linearen Summanden erfiillen. Dann ist die Naherungslosung ein- 
- deutig bestimmt; denn nach dem Eindeutigkeitssatz der Theorie der 
Supraleitung [20] ist die exakte Lésung eindeutig, also sind es auch 
die Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklung nach w,. — Unter 
Voraussetzung von (12.2) und (12.3) bleiben als Koeffizienten der 
Fourrer-Entwicklung von & 

d= )g° a, +14 °C, €y =Ag- by 14°, fo= 45°C (12.4) 
iibrig, vgl. (11.5) und (11.6). In ~, quadratische und hdhere Glieder 
werden weggelassen. Die Gl. (11.7),,9 liefert dann wieder das Ergebnis 
(12.1). Die Funktionen d, und e, werden nun nach (12.4) durch a,, 
- 6, und c, ausgedriickt, fiir cy wird das Ergebnis (12.1) verwendet und b, 
mittels (11.4), durch a, ausgedriickt. So wird (11.7), , zu einer gewohn- 
lichen Differentialgleichung fiir 4,: 


Pa 3 da, ie eee ace FBS | Ly Ber) 12.5 
ie Y dr Tope Ag 2aR-y 1,(iB,R) (12.5) 
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Durch Einfiihrung der Variablen y = a, - f; +7 geht sie in eine Gleichung 
vom Typ (11.11) mit »=1 iiber, aus deren Lésung man ersieht, daB 
sich die gesuchte Naherung explizit angeben und durch BessEL-Funk- 
tionen darstellen laBt. Hier wird nur das Ergebnis fiir A, + A, aufgefiihrt : 
Aus (11.12) zusammen mit der Randbedingung (11.8) erhalt man 


Sigel is Sf ABs) (T(t Be”) } 6 
aaRr dAg—4g | 1y@BsR) ' LB R)S- (12.6) 
Damit sind alle Differentialgleichungen und Randbedingungen erfillt, 
wodurch der Ansatz (12.3) gerechtfertigt ist. Es bleibt noch }, auszu- 
rechnen. Mit der Divergenzgleichung (11.4), und den Additionstheoremen 
der BessEt-Funktionen ergibt sich aus (12.6) 


ho Ife eae Io(thsr) =A, (Bsr) 
1" 22R A,—A, \—11,(6 85 R) 


a= 


r1,(ip;R) 


Ty (i Ber) 1, (iBer) re | (12.7) 


— iI, (1B, R) r1,(i Pg R) Bs 
Durch die Berechnung von a,, 5, und ¢, sind alle Vektoren bestimmt. 
Im Innern des Zylinders ist: 


3, = (7) -cosé, So = 0, (r)- sind, O:= Col); 
&, = {Ag+ a, (7) + 4° Cg(r)} + cos®, Ge = {Ag - b, (7) —uy - Co (7)} - sin B, 
G, = As + co (7); 
at I, (¢ Bsr) 


=0, A) = SS ~ ~ r pe 
, vo 2ncR 1,(6B,R)* D: > a,(r)-sin?. 
Im AuBenraum: 
ee J 
o= Pa Os Ne? aes 
Diskussion. 


In der hier berechneten Naherung hat die Richtung der Haupt- 
achsen des Tensors (4) keinen Einflu8 auf Gestalt und Starke des 
duBeren Magnetfeldes. Im Innern des Zylinders treten dagegen bei 
schiefer Lage des Hauptachsensystems relativ zur Zylinderachse Stréme 
in der. 7-?-Ebene auf, die eine z-Komponente des Magnetfeldes hervor- 
rufen. Fig. 13 zeigt die Stromlinien in der 7-#-Ebene, die sich dem 
Hauptstrom in z-Richtung tiberlagern, so daB sich zwei stark gestreckte 
Spiralen ergeben. 

a) B;R<1. Durch Entwicklung der BrsseL-Funktionen nach 
Potenzen von f;r ergibt sich folgendes: Wie in der skalaren Theorie 
so erfiillt auch hier im wesentlichen die z-Komponente des Stromes 
den ganzen Drahtquerschnitt gleichmaBig. Die quadratisch kleine 


Abweichung der z-Komponente hiervon ist noch um den Faktor *78 
groBer als. der Betrag der Ringstromdichte in der r-9-Ebene. 7 
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; b) 6; R>1. Durch asymptotische Entwicklung der BressEL-Funk- 
tionen [1] erhalt man bei Beriicksichtigung der Voraussetzung (12.2) 
naherungsweise: 


sa J Bs + e— Bs(R—r) i ef 
” 2aR : vr 2d, 


—~1)+9!- cos 8, 
Ce d Cx j 
3 = 33 {1 (R—7) Bo} Or sing, 
r¥S 
Gy, =— {1 + (R—r) Be} Hi -sind. 


Im Punkte P (ry =R, =a) 2) erreicht 94 den gréBten Wert. Hier ergibt 
sich fiir den Winkel zwischen Suprastromvektor und Supraimpulsvektor 
naherungsweise 

tg x (, G) = tg x (YF, 2) —tg x (G, 2) 


wi, OFS __ & 
Ye Ay. 


Die Starke jedes der beiden Ringstréme in 
der v-3-Ebene betragt je Langeneinheit (7,= 


1 - ‘6 SSS 
R—fe¢', s. Fig. 13): Fig. 13. Die Ringstréme in der 
rv-#-Ebene beim stromdurch- 
~ay ar : ; 14 flossenen Draht nach der 
Tring == f So (79) ‘o° dé =J " 42eR-Jg { : Tensortheorie. 
0 J L 


Aus der geringen Abweichung der in «, linearen Naherung vom 
Ergebnis der skalaren Theorie ersieht man die gute Konvergenz der 
Naherungsmethode. Die Naherungen hédherer Ordnung sind daher 
praktisch ohne Bedeutung. 


§13. Der Draht im Magnetfeld. 
Mit derselben Methode wie das Problem des stromdurchflossenen 
Drahtes wird nun der Draht im Magnetfeld behandelt. Die auftretenden 
Differentialgleichungen sind alle vom Typ (11.11). 


a) Magnetfeld transversal, senkrecht zur Symmetrieebene (D, =H). 
Entsprechend dem schiefsymmetrischen Charakter des Magnetfeldes 


ist der Strom wieder symmetrisch zur x-z-Ebene. Fiir “4,0 lautet die 
Lésung ([12], S. 42): 

2H, 1 se ee) 
ism (ip, R 
; Beispiel: Es sei R=2-10-4cm; fg-R=10; 2,=0,9+A;; 1,=0,8° A; 


p=45°. Dann ergibt sich: 4,=As=1g=0,9° Ay; fy =0,1°A; fg =0; JRing = 
160+ J je cm; im Punkte P wird < (3/, 6) =6,5°. 


-cos#. (13.1) 


oo 
= 
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Fiir w= 0 geniigt (13.1) nicht mehr dem Differentialgleichungssystem. 
Es wird daher, wie in § 12, eine Naherung fiir 4, 42<As, 4, berechnet, 
s. (12.2). Es zeigt sich, da8 man mit dem Ansatz auskommt: 


C1, 49,0, 0, alle anderen a,,b,,¢, =0. (13.2) 


Unter der Voraussetzung A,+ A, erhalt man c,=c, aus Gl. (13.1), 


2H ty, 1 f__ TeltBor) Fe (¢ Bo?) ae 13.2) 
se a Vas “Te—as Bs't Lot Bs) I,(iBsR)  1_(t Bg R) (13 


= = + ay). (13.3) 


b, 1aBt sich mit den bekannten Differentiationsformeln, vgl. etwa [19], 
durch eine Summe von BessEt-Funktionen ausdriicken. 


Fig. 14. Fig. 15. 
Fig. 14 u. 15. Die Ringstréme in der r-0-Ebene bei einem Draht im tansversalen Magnetfeld 
nach der Tensortheorie. 


Als Komponenten der Stromdichte ergeben sich somit: 
S$] = a, (7) > cos (29), 35 = 5g (r) - sin (29), w= ¢,(r)-cosd. 
Fig. 14 zeigt die Stromlinien in der 7-@-Ebene. Sie iiberlagern sich 
der Hauptstrémung in z-Richtung. Hier wie bei den anderen Beispielen 
ergeben sich fiir A, =A, andere analytische Ausdriicke fiir a,(r) und 
by(r), die man durch Grenziibergang an den Ergebnissen des Falles 
A,== Ag oder direkt aus (11.13) erhalt. Die Form der in Fig.14 darge- 
stellten Stromlinien wird dadurch jedoch nicht geandert. — Im duBeren 
Magnetfeld tritt bei ~,-+-0 gegeniiber dem Fall 1, =0 keine Anderung 
ein; denn , bleibt identisch Null und §, und §, hangen nur von 6, 
ab, das dasselbe wie im Falle 4,0 geblieben ist. Ein EinfluB der 
Richtung der Hauptachsen des Tensors (A) und seiner Hauptwerte auf 
das auBere Magnetfeld ergibt sich auch hier erst in zweiter Naherung. 


b) Magnetfeld transversal, parallel zur Symmetricebene (S,—= H,). 


Hier wird die Stromverteilung im Gegensatz zu den bisher behan- 
delten Fallen unsymmetrisch, da das Magnetfeld symmetrisch zur 
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Symmetrieebene des Kristalls liegt. Die Lésung fiir “4, =0 lautet ([12], 
S. 42): 


rs, BIT. 4 I, Bea) us 

= c,* sin? = Vie . T, Gf, B) ° sin?. (13.4) 
Fir uw, +0 ergibt sich: 
i=, aus (13.4), G@,= a, aus (13.2), by = —b, aus (13.3), 


0 


ee My _ rt (iBsr) Bo ue (7 Bg”) )\ 

Vas 46— Ty(ipsR) Bs TeiBR i" 
Alle anderen a,,, b,, und c, verschwinden fiir die erste Naherung. ‘ ist 
damit bestimmt: 


Oy = 42(r)-sin (28), 34=do(r) + ba (7)-cos (20), YW=G(r)-sind. 


Fig. 15 zeigt die Stromlinien in der 7-0-Ebene. Beim auBeren Magnet- 
feld tritt wiederum keine Anderung gegentiber dem Falle yu, =0 ein. 
Die Superposition der Lésungen der Abschnitte a) und b) dieses 
Paragraphen ergibt die Lésung fiir ein beliebiges transversales Magnetfeld. 


c) Der Draht im longitudinalen Magnetfeld (9, =H 

Der Draht wird einem homogenen Magnetfeld in z-Richtung aus- 

gesetzt. Fiir u, =, —0 ergibt sich dann als Lésung ([72], S. 40): 
Hy t1y( ae 

) | (1p, R (13.5) 
Fiir 1,42 einzeln oder beide +0 fiihrt der Ansatz, daB by, G, Ge, be 
auftreten und alle anderen @,, b,, ¢,—=0 sind, zum Ziel. Es ergibt 
sich unter Voraussetzung der Naherungsbedingung (12.2) fiir by derselbe 
Wert wie im Falle u, =, =0 (13.5). Fir a und }, erhalt man ahnliche 
Ausdriicke wie unter § 13b. Sie werden hier nicht aufgefiihrt. Wichtig 
_wegen ihres Einflusses auf das auBere Magnetfeld ist die GréBe ¢c,, fiir 
die sich 


Behe 


= ea a {ee I, (tBs7) iI, (i Ber) | 13.6 

Fe Va, 46— ds \Be Io(iBsR) To (@ By R) J (Oe 

ergibt. Nach Gl. (11. >)a die unter der hier behandelten Voraussetzung 
(12.2) die Form fg ° ty —/y by annimmt, wird nun /,(R) bestimmt: 
Be a zt (1 B; R) je (ip, ae 43.7 

h (R) _aV&. ffs (ip, R) Ge R ( 3 ) 


Im AuBenraum ist das Magnetfeld oean Gradient eines Potentials gp. 
p=y,°72-cos# erfiillt die Stetigkeitsbedingung beider Komponenten 
von §, wenn man 7,=—c-R-/,(R) wablt, vgl. (11.9) und (11.10),. 
Fiir das Magnetfeld im AuBenraum ergibt sich damit: 


cost 


§,=—¢eR-F(R)-S-, Hee R-A(R)-— a. (13-8) 
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Diskussion der Abhdngigkeit der Effekte von den Hauptwerten 
(Ay, 42, A.) des Tensors (A) und von seiner Lage 
velativ zur Zylinderachse (Winkel p) : 

4. Der Fall u,=0, a= 0 ergibt by, @2, bg 0, ¢,=0. In der rh 
Ebene tritt eine ahnliche Strémung auf, wie im Falle des transversalen 
Magnetfeldes parallel zur Symmetrieebene, nur ist beim longitudinalen 
Magnetfeld der von # unabhangige Ringstrom hy, der hier das gesamte 
iuBere Magnetfeld abschirmen muB, viel starker. — Das auBere Magnet- 
feld bleibt ungestort. 

2. fy + 0, fg =O. Hier sind by, ¢,- 0 und 4, by =0. Stréme in der 
y-9-Ebene treten nicht auf, aber 9 zeigt eine Abhangigkeit von @. 

Dies bedingt eine Wirkung auf das auBere 
Magnetfeld: Dem angelegten Feld H, in z-Rich- 
tung ist das Feld eines ebenen Dipols in der 
v-0-Ebene iiberlagert (Fig. 16). 


V=0 f : i @ 
3. Die Bedingung y, und wy 0 ergibt die 
Effekte der Falle 1. und 2. zusammen. 
Diskussion des magnetischen Dipolfeldes - 
Fig. 16. Ein schwarz gezeich- (My = 0). 


neter Draht mit kreisférmigem 


Querschnitt befindet sich in Nach (13.8) gilt fiir den Betrag des Mmagne- 


einem longitudinalen Magnet- tischen Dipolfeldes 
feld. Die Feldlinien zeigen sche- 


matisch den Verlauf des auBe- f, (R) 
ren Magnetfeldes in der H=c-R-44 1 
r-3-Ebene. eee ( 3.9) 


1. B,R<1. Durch Entwicklung der Gl. (13.7) nach Potenzen von 
B;R ergibt sich aus (13.9): 


H=H,- 141. gry. =, 


16 Ag 

Aus dem Auftreten des Faktors —“t. 
100A, 

um ein sehr schwaches Dipolfeld handelt, vgl. (42.2). 


(8;%)* erkennt man, daB es sich 


2. B;R>>1. Die asymptotische Entwicklung der Brssrt-Funk- 
tionen [1] in Gl. (13.7) fiihrt zusammen mit (12.2), der Voraussetzung 
der behandelten Naherung, auf das Ergebnis 


re ae fp, R 
° 2a (Bsr)* 
Das Dipolfeld ist auch hier nur schwach, da selbst am Rande des 
Zylinders neben Lt noch der Faktor (8; - R) auftritt. 


“6 


es 
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Zusammenfassung. 

Die (lineare) Tensortheorie ergibt fiir den Halbraum und die Platte 
im homogenen Magnetfeld, daB sich im Innern des Supraleiters unter 
Umstanden die Richtung des Feldes mit der Tiefe andert ({10] und [22], 
S. 27ff.). Dies wird dadurch hervorgerufen, daB der abschirmende 
Suprastrom eine andere Richtung hat als nach der skalaren Theorie. 
Die Eindringtiefe wird durch einen mittleren Wert der Hauptwerte des 
Tensors (A) bestimmt. Da vorausgesetzt werden kann, daB — jedenfalls 
bei den bisher untersuchten supraleitenden Materialien — die Anisotropie 
der Supraleitfahigkeit nur gering ist [16], ist die Eindringtiefe nur wenig 
richtungsabhangig. Sie ergibt keinen wesentlichen Unterschied gegen- 
liber der skalaren Theorie. — Beim stromdurchflossenen Draht und 
beim Draht im homogenen Magnetfeld (Abschnitt B dieser Arbeit) treten 
Ringstréme auf, wie sie die skalare Theorie nicht kennt. Das auBere 
Magnetfeld wird nur im Falle des Drahtes im longitudinalen Magnetfeld 
merklich von der Richtung der Hauptachsen des Tensors (A) im Draht 
beeinfluBt: Sofern nicht eine dieser Hauptachsen mit der Drahtachse 
zusammenfallt, wirkt der Draht nach auBen wie ein ebener magnetischer 
Dipol. Die Eindringtiefe ergibt sich auch beim Draht durch eine Mittel- 
wertbildung aus den Hauptwerten des Tensors (A) [3]. — Die Grenz- 
feldstarke des Magnetfeldes wird durch die schwache Anisotropie der 
Supraleitfahigkeit nur wenig beeinfluBt, da die Betrage der Strom- 
dichte an der Oberflache durch die Tensoreigenschaft von A gegeniiber 
der skalaren Theorie kaum geandert werden. Diese geringen Abwei- 
chungen sind wohl kaum nachpriifbar, weil das experimentelle Ver- 
halten bei der Grenzfeldstarke ohnehin nicht einem scharf definierten 
Zusammenbruch entspricht. 

Die Behandlung der wichtlinearen Theorie bei Annahme glezcher 
Richtung von & und 3! (Abschnitt A dieser Arbeit) fihrt bei Zugrunde- 
legung der HEISENBERGschen Theorie (Existenz einer Maximalstrom- 
dichte und Vorhandensein einer starken Nichtlinearitat bei geeigneten 
Bedingungen) auf eine starke Abhangigkeit der Eindringtiefe vom 
Betrage des angelegten Magnetfeldes und von der Temperatur. Man 
erhalt auBerdem eine erhebliche Abweichung der Grenzfeldstarke H, 
vom kritischen Wert H, auch fiir dickere Supraleiter (Ungiiltigkeit der 
SitsBEEschen Hypothese fiir dicke Drahte). 

Die beiden in den Abschnitten A und B behandelten Grenzfalle der 
erweiterten, allgemeinen Theorie ergeben demnach Abweichungen von 
den Ergebnissen der skalaren Theorie auf ganz verschiedenen, von- 
einander unabhangigen Gebieten. Im allgemeinen ist der Zusammenhang 
zwischen ® und & sowohl richtungsabhangig als auch nichtlinear. 
Dieser Fall stellt also eine Kombination der beiden behandelten Grenz- 
falle dar. Seine Ergebnisse werden qualitativ betrachtet einfach eine 
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Superposition dieser beiden Grenzfalle sein, da eine gegenseitige Storung 
oder Kompensation der Effekte wegen deren Verschiedenartigkeit nicht 
méglich ist. 

Diese Arbeit entstand unter Anleitung von Herrn Prof. Dr. M. von 
LAvE im Max-Planck-Institut fiir Physik in Géttingen. Herrn Prof. 
von LAUE bin ich fiir seine Hilfe und wertvollen Ratschlage zu der 
Arbeit zu gréBtem Dank verpflichtet. 
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Verkohlung organischer Objekte durch Elektronen. 
Von 
HANs KOniG, 
Mit S Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. Januar 1951.) 


Organische Objekte werden bei Anwendung hoher VergréBerungen im Elektronen- 
mikroskop zu Kohle abgebaut. Der Abbau von diinnen Nitrozellulosehauten zu 
ruBahnlich aufgebauten Folien wird im Elektronenbeugungsbild verfolgt. 


Bei der Untersuchung organischer Substanzen im Elektronen- 
mikroskop mu man damit rechnen, daB sie zu Kohle abgebaut werden!. 
Diese Verkohlung erfolgt durch ionisierende Wirkung der Elektronen; 
sie unterscheidet sich von einer thermischen Verkohlung dadurch, daB 
die auBere Form des Praparats im iibermikroskopischen Bild erhalten 
bleibt, wahrend bei der Verkohlung durch Warmezufuhr das Ent- 
weichen einer Reihe Kohlenstoff enthaltender Gase, wie CO, CO,, 
CH, usw. zum allmahlichen Abbau des Kohlenstoffgeriistes fiihrt. 
Dieser Befund ist in der Ubermikroskopie bekanntlich von groBer 
Bedeutung, da es sonst nicht méglich wire, Morphologie an biologischen 
Objekten zu treiben. Da diimne Kohleschichten in der Elektronen- 
mikroskopie immer mehr an Bedeutung gewinnen?, soll sich diese Arbeit 
etwas eingehender mit dem Aufbau von Schichten befassen, die aus 
organischen Folien bei Elektronenbestrahlung entstehen, wahrend eine 
zweite unmittelbar foleende Abhandlung der Untersuchung von Schich- 
ten gewidmet wird, die aus gasf6rmigen Kohlenwasserstoffen durch 
Elektronen- oder Ionenbeschu8 gebildet werden. 

Der Unterschied zwischen den beiden Arten der Verkohlung soll 
zunachst an einem Beispiel bildmaBig nachgewiesen werden: Kiigelchen 
aus Polystyrollatex werden aus waBriger Suspension auf eine mit einer 
Haut aus Siliziummonoxyd? iiberspannte Objekttragerblende (70p 2) 
prapariert. Im Elektronenmikroskop wird das Praéparat einem Elek- 
tronenstrom ausgesetzt, dessen Arbeitsdichte (Wsec/cm?) Werten ent- 
spricht, wie sie v. Borrres4 ermittelt, um bei 30000facher VergréBerung 
auf einer mittelempfindlichen photographischen Platte ein normal 
belichtetes Negativ herzustellen. Nach dieser ,,Elektronenbehandlung™ 


1 K6nrG, H.: Nachr. Géttinger Akad. Wiss., Math.-physik. Kl. 1946, 24. — 
Konic, H., u. A. WINKLER: Naturwiss. 35, 136 (1948). 

2 Konic, H.: Naturwiss. 35, 261 (1948). 

3 Konic, H.: Optik 3, 419 (1948). 

4 BorrikEs, B. v.: Z. Physik 119, 498 (1942). — Optik 3, 321, 389 (1948). 
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wurde das Priparat zusammen mit einem nicht mit Elektronen be- 
strahlten 1 Std im Vakuum auf 400°C erhitzt. Beide Objekte wurden 
dann zur besseren raéumlichen Beurteilung schrag mit Wolframoxyd! 
bedampft und im Elektronenmikroskop abgebildet. Wahrend die vor 
der Ofenbehandlung mit Elektronen bestrahlten Latexkiigelchen (Fig. 1) 
ihre Form véllig beibehalten haben und von einem nicht erhitzten 
Priparat nicht zu unterscheiden sind, wurde das vorher nicht mit 
Elektronen beschossene Polystyrol bei 400° C bis auf geringe Riick- 


stande (Fig. 2) vdllig abgebaut. 


Fig. 1. Polystyrollatex, vor der Abbildung intenstv Fig. 2 I st tex \ ing 

mit Elektronen bestrahlt, 1 Std im Vakuur wf mit Elekt strahit. 1 St : Vakuum 

$00° C erhitzt, dann schrag bedampft mit Wolfrar 4 tzt : g b . 4t mit W 
oxyd. Vergr. 8500fach (photog Negativ x Verg s5 fach ({ tog Neg 


An einem weiteren Praparat aus Polystyrollatex soll gezeigt werden, 
daB man bei geringer elektronenoptischer VergréBerung und kurzer 
Bestrahlung die Verkohlung des Praparats verhindern kann. Im Gegen- 
satz zum Praparat der Fig. 1 wurden die Latexkiigelchen der Fig. 3a 
nur bei 7000facher VergréBerung im Elektronenmikroskop abgebildet, 
also nur kurzfristig einem wesentlich geringeren Elektronenstrom als 
oben ausgesetzt. Nach dieser Abbildung wurde das Objekt wiederum 
im Vakuum 1 Std auf 400° C erhitzt. Man wiirde nun ein der Fig. 2 
analoges Bild erhalten haben, wenn nicht ein kurzes ,,Bestauben‘‘? mit 
in einer Glimmentladung erzeugten Zersetzungsprodukten von Benzol- 
dampf, die zum Teil leicht deformierten Kugelhiillen (Fig. 3b) hinter- 
lassen hitte. Da die Hiillen raumlich ausgedehnt sind, ist aus dem 
mit Wolframoxyd schriag bedampften Praparat der Fig. 3¢ ersichtlich. 
Die zur Abbildung bei 7000facher VergréBerung erforderliche Ladungs- 
dichte reicht also bei kurzer Einwirkung nicht aus, um das Polystyrol 

| HELwiG, G., u. E. MENKE: Naturwiss. 36, 281 (1949 


* Einzelheiten werden in der folgenden Arbeit von H. K6énic u. G. HELWIG 
Z. Physik 129, 491 (1951)) beschrieben. 
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in Kohle umzuwandeln, deshalb erfolgt bei der anschlieBenden ther- 
mischen Behandlung eine vollige Zersetzung d.h. ein Leerdampfen der 
, Kohlehiillen‘*. 

Quantitativ laBt sich die Verkohlung durch Elektronen in Abbildung 
und Beugung gut an der fiir ibermikroskopische Untersuchungen am 
haufigsten benutzten Objekttragerhaut 
aus Nitrozellulose verfolgen: Fig. 4 zeigt 
das Beugungsbild einer diinnen Nitro- Iu 
zellulosehaut, die wie iiblich nach dem 
Verfahren von TRENKTROG! hergestellt 
wurde. Die Beugungsaufnahme wurde 
ohne Linsen mit ausgeblendetem Parallel- 


strahlbiindel bei méglichst geringem en.e° 2” % 


Emissionsstrom gemacht, sie zeigt im 


wesentlichen drei breite verwaschene “Fhe 
Ringe, denen d-Werte von 4,5, 2,0 und 

1,1 A zugeordnet werden kénnen. Wird : OQ) 
die Folie nun im Elektronenmikroskop e cx 


allmahlich steigender Elektroneninten- 
sitat ausgesetzt, so verschwindet im 
Beugungsbild der innerste Ring nach 
wenigen Minuten mehr und mehr im 
Untergrund. Die d-Werte der beiden 
verbleibenden Ringe ergeben im Mittel 
aus mehreren Aufnahmen 2,10 und 
1,15 A. Gleichzeitig wird die diffuse 
Untergrundschwarzung um den Primar- 
fleck wesentlich erh6ht (Fig. 5). Da der 
innerste Interferenzring fiir die groBen 


Fig. 3a—c. a Polystyrollatex bei geringem 
Elektronenstrom abgebildet (photogr. Po- 
Abstiinde in der Nitrozellulose verant-  sitiv). b Das gleiche Praparat nach Ein- 
: ee ee Terschwind hillen in eine Kohlehaut und einstiindiger 
wortlich ist?, deutet sein Verschwinden  grpitrung auf 400°C im Vakuum (photogr. 
auf einen Zerfall der Nitrozellulose hin.  Pesitiv). ¢ Das gleiche Praparat nach 
i . g Schragbedampfung mit Wolframoxyd. 
Dabei scheint die Fernordnung mehr Vergr. 7500fach (photogr. Negativ). 
und mehr aufgehoben zu werden, wah- 
rend die Nahordnung anndhernd erhalten bleibt. Die grobe Inten- 
sititszunahme bei kleinen Winkeln deutet uns an, daB die Interferenz 
in diesen veranderten Kollodiumfolien ahnlichen Bedingungen genigt, 
wie in einem Gas, wo die Anordnung der Atome innerhalb eines Molekiils 
wesentlich ist und der Einflu8 der Molekiile aufeinander praktisch ver- 
nachlassigbar wird. Auf Grund eines solchen gasahnlichen Aufbaus 


1 TRENKTROG, W.: Diss. Kiel 1923. 
2 KAKINOKI, J.: Proc. physico-math. Soc. Japan 21, 66 (1939); 22, 1010; 
1017 (1940). 
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wiirden wir uns die durch Elektronen verinderte Kollodiumhaut aus 
einem Pulver von Kohlenstoffsechserringen aufgebaut denken. Ob diese 
Annahme berechtigt ist wollen wir priifen, indem wir die Intensitats- 
verteilung des Beugungsbildes eines sol hen Pulvers nach der Gasinter- 
ferenzmethode von DEBYE! und EHRENFEST? berechnen. Wir gehen 
dabei den gleichen Weg, den Borrscu® fiir feine Kristallpulver vor- 
geschlagen hat und der kiirzli h4 mit Erfolg auf diinne Metallaufdampf- 
schichten angewandt wurde. BorrscH benutzt die gleiche Funktion, 
die auch WrerL® zur Vermessung von Molekiilen verwendet. Die 


Fig. 4. Elektroneninterferenzbild 2 5 i n Kol 


Kollodiumhaut 


Intensititsverteilung in Abhangigkeit vom Ablenkungswinkel ? ist fiir 
ein Molektil mit # Atomen gegeben durcl 
] const VD (:p 


Darin bedeuten J] die Intensitait, @, das Streuvermégen des Atoms 7, 


das proportional der Kernladungszahl ist, 


\ er a 


mit /.,;als Abstand des Atoms 7 vom Atom 7, 4 als Wellenlange und #? 


als Streuwinkel. Kiirzen wir in Analogie zu den Kristallinterferenzen 
y, : 
, d ab, so erhalten wir fii 
> sind 


DEBYE, P Ann. Phys. 46, 809 (1915 
ISHRENFEST, P.: Proc. Amsterdam 23, 1132 (1915 
Borerscu, H Z. Physik 119, 154 1942 


Konre, H.: Optik 3, 2041 (1948 
WIERL, R 4nn. Phys. 8 52% (1931 


Verkohlung organischer Objekte durch Elektronen. 487 


Da der Koblenstoffsechserring nur eine Atomsorte enthilt, kénnen wir 
die ® mit in die Konstante nehmen! und erhalten fiir die Berechnung 


der Intensitatsverteilung die einfache Formel: 


n n a aah 
= const cee 
J / aml, ° 

=1 j=1 d 


Die Intensitat J berechnen wir fiir verschiedene Werte von 


2sin% 


fiir den ebenen Kohlenstoffsechserring, fiir den wir zundchst versuchs- 
weise die Abstaénde im Graphitgitter (C—C =1,42 A) zugrunde legen. 

In unserer Summenformel ist der Atomabstand 1;;=0 sechsmal, 
der Abstand /;;=1;;=1,42 A zwilfmal, der Abstand 1,42 - y3 wieder- 


um zwolfmal und der Abstand 1,42 - 


J = const | 6 + 12 ———___—__ + 12 


Tragt man J als Funktion von =z 
a 


2 sechsmal einzusetzen: 


i 2% Py 
sin 2,46° s sin 2,84:- eae 

Za 2 ad 6 d 

a eek : 2 

BAGS —— 2g.y poem 

d ae d 

2 sin? , 
=; auf, so erhalt man als 


Intensitatsverteilung die obere Kurve der Fig. 6. Nach Multiphkation 
mit dem Atomformfaktor ergibt sich aus ihr der untere Kurvenverlauf, 


der mit der experimentell ermittel- 
ten Lage der Maxima (Pfeile) gut 
iibereinstimmt. Man darf daraus 
schlieBen, daB der Kohlenstoff- 
sechserring, mit Abmessungen wie 
im Graphit, mehr oder weniger 
einzeln liegend, den wesentlichen 
Baustein einer durch Elektronen 
abgebauten Nitrozellulosehaut dar- 
stellt. Die Breite der Interferenz- 
ringe und die hohe Intensitat bei 
kleinen Winkeln berechtigt zu der 
Annahme, da8 im Gegensatz zum 
RuB?2 nur ganz wenige Sechserringe 
miteinander verwachsen sind. 


5 


by 


Jntensitit 


sy 


0 02 OY 06 08 10-00%" 


Fig. 6. Streuintensitat eines Pulvers aus Kohlen- 
2 : ' 2sind 
stoffsechserringen als Funktion von sro nach 


Desye und Exrenrest berechnet. 


Erhitzt man eine solche Kohlehaut auf etwa 1000° C im Vakuumofen 
und nimmt erneut ein Beugungsbild auf (Fig. 7), so sind die Inter- 
ferenzringe scharfer geworden und neue Ringe hinzugekommen. Dieses 
Beugungsbild 1a8t sich nicht ohne weiteres als Diagramm sehr 


i Der “Atomformfaktor bleibt zunachst unberiicksichtigt. 
2 Vgl. z.B. ENpTER, F.: Z. anorg. alle. Chem. 263, 191 (1950). 
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feinkristallinen Graphits deuten, wenn man eine orthohexagonale Zelle 
mit den Identitatsperioden! a= 2,46 A, b=4,25 A und « 6,79 A zu 
erunde legt. Man muB vielmehr bet diesen kleinen Kohlenstoffkristall- 
chen eine Anderung der Gitterparameter segeniiber denjenigen grob- 
kristallinen Graphits annehmen, wie sie an RuBen nachgewiesen wurde: 
HOFMANN? und seine Schule konnten feststellen, daB mit abnehmender 
GréBe der Graphitkristalle eine Vergroberung des Schichtebenen- 


abstands und eine geringe Kontraktion in Richtung der Schichtebene 


Fig. 7. Elekt g und 
stattfindet. Diese Anderung hat eine geringe Verschiebung der /AO- 
Interferenzen zu groBeren Glanzwinkeln, der 00/-Interferenzen zu etwas 


kleineren Winkeln zur Folge. 


) 


Eine Vergleichsaufnahme® mit RuB zeigt, da’ die Elektroneninter- 
ferenzen unserer feinkristallinen Graphithaut bis auf den innersten Ring, 
der in unserer Aufnahme fehlt, identisch sind mit den Interferenzen 
von KampferruB, den wir auf mit Kollodium belegten Objekttragern auf- 
gefangen haben. Gegentiber Graphit fallt beim weniger geordneten 
feinkristallinen Kohlenstoff (RuB) ein Teil der Reflexe weg4. Es 
treten nur Interferenzen der Typen AkO und OO/ auf, also nur Reflexe, 
die von den einzelnen hexagonalen Ebenen in der a—b-Ebene und 


1 HASSEL, O., u. H. Marx: Z. Physik 25. 317 (1024 
2 HoFrMann, U., u. D. Witm: Z phys. Chem. Abt. B 18, 401 (1932 WILM, 
D., u. U. HOFMANN: Kolloid-Z. 70, 21 (1935 Z. Elektrochem. 42, 504 (1936). 


KONIG, H Naturwiss. 33, 343 (1946 


4 Ausfiihrliche Literatur siehe F. ENpTER [Z. anor allg. Chem. 263, 191 


(1950)] oder M. Miwa und Mitarbeiter [J. phys. Sox Japan 5, 81 (1950) 
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von der gleichmaBigen Folge dieser Ebenen entlang der c-Achse_ her- 
rihren. Die Abnahme des Ordnungszustandes beim Ubergang von 
Graphit zum RuB wird aus folgenden beiden Bildern von ENDTER! 
(Fig.8au.b) ersichtlich: Im Falle des Graphits (Fig. 8a) sind die 
Sechseckebenen entlang der c-Achse so zueinander orientiert, daB 
tiber jeder Sechseckmitte einer Schicht ein C-Atom der folgenden 
Schicht liegt. Die Lage einer dritten Schicht ist mit der ersten wieder 
identisch. Beim RuB sind die Sechseckebenen willkiirlich gegeneinander 
verschoben oder wahllos um ihre Flachennormale verdreht (Fig. Sb), 


Ch 


a 


A 


a b 
Fig. 8au.b. Gitterprojektion in Richtung der c-Achse. a Graphit, b feinkristalliner Kohlenstoff (RuB), 
nach F. ENpDTER. 


aber noch parallel gerichtet. Die periodische Folge der einzelnen Sechs- 
eckebenen fiihrt hier beim Ru8 immer noch zum Auftreten des inneren 
Rings mit einem d-Wert von 3,55 A=c/2, entsprechend der 00 2-Inter- 
ferenz?. Bei unserer Kohlehaut fehlt dieser Ring oder er ist so ver- 
waschen, daB man ihn nicht mehr als Interferenzring ansprechen kann. 
Es treten also nur Kreuzgitterinterferenzen der a—b-Ebenen auf, eine 
geordnete Schichtfolge in Richtung der c-Achse ist nicht mehr vor- 
handen. Die Auswertung dieser Interferenzen ist in Tabelle 1 durch- 
gefiihrt. Die gemessenen d-Werte (d,,,,) sind in guter Ubereinstimmung 
mit den berechneten Netzebenenabstinden (d,,.,) fiir eine orthohexagonale 
Basis mit a—2,40 A, wie sie bei einer Reihe von RuBen?® vorliegt. 

Die Temperaturbestandigkeit und ihre geringe Dichte zeichnen 
diese Kohlehaut fiir iibermikroskopische und Elektronenbeugungs- 
untersuchungen gegeniiber anderen Objekttragerhauten aus. Will man 
fiir Versuche bei hohen Temperaturen Kollodiumfolien in Kohle um- 
wandeln, so ist es nicht erforderlich, jeden einzelnen Objekttrager im 
Ubermikroskop mit Elektronen zu bestrahlen. Man kann vielmehr eine 


1. z.B. ENpTER, F.: Z. anorg. allg. Chem. 263, 191 (1950). 

l. auch TRENDELENBURG, F.: Z. techn. Phys. 14, 489 (1933). 

1. z.B. Hormann, U., u. D. Wiem: Z. Elektrochem. 42, 504 (1936) und 
Z. phys. Chem. Abt. B 18, 401 (1932). 
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Tabelle 1. 

nnn EEE 

Ringdurchmesser Intensitat geschatzt dgem in A dper in A hkt 

in mm | 

| Se 

3 dhe Geo 

24,5 sehr stark 2,08 2,05 | 200 

ia f 310 

42,2 stark 1,20 ; | 020 

; 400 

48,6 mittel 1,05 1,04 { 220 

510 

64,0 schwach 0,795 0,79 420 

130 


gréBere Zahl von Objektblenden, die mit einer Kollodiumhaut wber- 

zogen sind, in einer Vakuumglocke mit langsameren Elektronen be- 

schieBen. Wir haben beispielsweise mit 7000 eV-Elektronen und etwa 

5 i bei einer Bestrahlungszeit von 10min gute Erfahrungen gemacht. 
cm 


Als Elektronenquelle diente dabei eine gliihende Wolframwendel mit 
0,3 mm Drahtdicke. Statt Elektronen kann man auch lonen geeigneter 
Energie zur Umwandlung von Nitrozellulose in Kohle benutzen. 

Bemerkenswert ist iibrigens, daB man eine Nitrozellulosehaut auf 
thermischem Wege nicht in eine Kohlehaut umwandeln kann, da sie 
dann bekanntlich schon unterhalb 200° C verpufft. Da8 die Temperatur 
beim Abbau organischer Stoffe durch ElektronenbeschuB keine wesent- 
liche Rolle spielt, wurde durch folgenden Versuch erhartet: Eine diinne 
Kollodiumhaut wird in der oben beschriebenen Anordnung nicht frei- 
tragend, sondern in engem Warmekontakt auf einem wassergekiihlten 
Aluminiumblech mit Elektronen bestrahlt. Nach Ablésen mit Sublimat 
kann im Beugungsbild und durch Erhitzen im Vakuum die stattge- 
fundene Verkohlung nachgewiesen werden. 

Fir viele Zwecke ist es viel bequemer bei der Herstellung diinner 
Kohleschichten nicht von festen organischen Folien, wie etwa Koilodium, 
auszugehen, sondern die Schichten durch Kondensation der Abbau- 
produkte organischer Dampfe zu erzeugen. Uber solche Untersuchungen 
soll in der folgenden Arbeit berichtet werden. 


Gottingen, III. Physikalisches Institut der Universitat. Januar 1951. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 491—503 (1951). 


Uber diinne aus Kohlenwasserstoffen 
durch Elektronen- oder lonenbeschu 
gebildete Schichten*. 


Von 
H. KOnrG und G. HELWwIGc. 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. Januar 1951.) 


Kohlenwasserstoffdampfe bilden bei Elektronen- oder Ionenbeschu8 auf festen 
Unterlagen diinne Schichten aus Polymerisationsprodukten. Ihr Entstehungs- 
mechanismus und ihr storender EinfluB bei physikalischen Untersuchungen wird 
diskutiert. Die einfache Herstellungsmethode solcher Schichten durch Glimm- 
entladung in Benzoldampf erlaubt ihre Eigenschaften genauer zu studieren. Die 
Schichten bieten sowohl als Polymerisate sowie nach thermischer Umwandlung 
in Kohlefilme mannigfache Anwendungsméglichkeiten, besonders fiir Elektronen- 
beugungs- und iibermikroskopische Untersuchungen. 


Wirken Ionen, Elektronen oder ultraviolettes Licht auf gasférmige 
Kohlenwasserstoffe ein, so bilden sich an den Wanden des Versuchs- 
gefaBes diinne Schichten aus fester Substanz. Ihre Wachstumsgeschwin- 
digkeit hangt neben anderen Parametern von der Bestrahlungszeit und 
der Konzentration der Kohlenwasserstoffdampfe ab, sie entstehen daher 
auch in sehr verdiinnter Atmosphare, wenn man lange genug bestrahlt. 
Da bei Vakuumarbeiten fast immer Fettdaémpfe und andere Verun- 
reinigungen auftreten, stdrt die Bildung dieser Filme bei sehr vielen 
physikalischen Untersuchungen. In einigen Fallen ist man sich tiber 
ihre Entstehungsbedingungen und ihre Natur im klaren: So weist z.B. 
RAETHER! durch Elektronenbeugung nach, daB die im Kanalstrahl ent- 
stehenden Verunreinigungen aus Kohlenstoff aufgebaut sind. Andere 
Verfasser? zeigen die Bildung eines Kohlenstoffilms im K-Spektrum 
gasgefiillter Réntgenréhren. 

In Alteren physikalischen Untersuchungen ist die Entstehung dieser 
Filme und ihr stérender Einflu8 auf das Versuchsergebnis nicht immer 
erkannt oder beriicksichtigt worden: So deutet das in einer Reihe von 
Arbeiten? diskutierte ,,Pseudo-Hochvakuum“ auf die Bildung von 


* Vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Gesellschaft fiir Elektronen- 
mikroskopie, in Bad Soden am 15. 4. 50. 
1 RaETHER, H.: Phys. Z. 34, 492 (1933). 


2 DavvILuieER, A.: J. Phys. Radium 8, 1 (1927). — WezsstTErR, D. L., W. W. 
HANSEN u. F. B. DuvENEcK: Rev. Sci. Instr. 3, 736 (1932). 
3 Janitzky, A.: Z. Physik 31, 277 (1925). — GtnwrHEeR-Scuuizez, A.: Z. 


Physik 31, 606 (1925). — HEERMANT, E., u. R. THALLER: Z. Physik 39, 130 (1926). 


492 H. K6nic und G. HELtwic: 


Kohlehiuten hin. Das Dunkelwerden von Leuchtschirmen im Elek- 


tronenmikroskop und in Elektronenbeugungsapparaturen ist haufig © 


nicht auf eine Veranderung der betreffenden Leuchtsubstanz, sondern 
auf die Ablagerung von Kohle zuriickzufihren. Wenn die Photo- 
elektronenemission einer Platinoberflache durch ElektronenbeschuB 
stark herabgesetzt! wird und nach Gliihen des Bleches wieder ihren 
friiheren Wert erreicht, so kénnte auch hier der Elektronenaustritt 
durch eine Kohleschicht behindert gewesen sein. Die Zahl solcher 
Beispiele lieBe sich beliebig vermehren; es sei in diesem Zusammenhang 
auf eine Arbeit von STEWART? hingewiesen, die sich zusammenfassend 
mit isolierenden Schichten befaBt, die unter Elektronen- und lonen- 
beschuB entstehen. 

Nicht immer braucht die Bildung von Kohle bei der Einwirkung 
von Elektronen oder Ionen auf Materie zu stéren: So beschreibt CARR# 
eine Reihe von Beispielen, wo langsame Elektronen beim Auftreffen 
auf verschiedene Unterlagen entwickelbare Spuren hinterlassen, die ver- 
mutlich auf Kohlekeime zuriickzufiihren sind. GocHE* und Mitarbeiter 
haben eine Registriermethode fiir Elektronen ausgearbeitet, die auf 
Kohlebildung beruht. In einer ausfiihrlichen Arbeit® iiber die Rolle 
der Kohle bei elektronenmikroskopischen Arbeiten wurde  gezeigt, 
wie sich iibermikroskopische Praparate durch Anlagerung von Kohle 
wahrend der elektronischen Abbildung verandern kénnen. Gleich- 
zeitig wird angedeutet wie sich diese Kohlebildung fiir Oberflachen- 
abdriicke kleinster Praparate und fiir temperaturbestandige Objekt- 
tragerfolien praktisch verwerten lat. Im folgenden wollen wir uns 
mit der Herstellung, den Eigenschaften und der Verwendung dinner 
Kohlehautchen naher befassen, die, im Gegensatz zu den in der vorigen 
Arbeit® beschriebenen, nicht aus fester organischer Substanz, sondern 
aus gasformigen Kohlenwasserstoffen durch Ionisierung gebildet werden. 

Uber die Entstehung dieser Schichten kann man sich etwa folgendes 
Bild machen: Die im Entladungsraum ,,schwebenden‘’ Kohlenwasser- 
stoff{molekiile (z.B. Benzol) werden beim Zusammentreffen mit Ionen 
oder Elektronen erheblich verandert. Teils werden sie nur ionisiert, 
teils zu geladenen oder ungeladenen Bruchstiicken zerschlagen. Diese 
Auffassung wird gestiitzt durch Untersuchungen von HARKINS’, der die 
in einem Glimmentladungsraum vorhandenen Ionen und Molekiile 

1 SUHRMANN, R.: Phys. Z. 30, 939 (1929). 

* Stewart, R.L.: Phys. Rev. 45, 488 (1934). 

* Carr, P. H.; Rev. Sci. Instr. 1, 7441 (1930). 

* Gocue, O., P. Mottet et J. CupELL: Bull. Acad. Belg. (Cl. des Sci.) 
1934, 447. 

® K6nic, H.: Naturwiss. 35, 261 (1948). 

8 Kénic, H.: Z. Physik 129, 483 (1951). 

* Harkins, W. D.: Trans. Faraday Soc. 30, 221 (1934). 


Uber diinne aus Kohlenwasserstoffen gebildete Schichten. 493 
spektroskopisch identifiziert; er findet speziell beim Benzol CH, Gey-G, 
C*, H und Hy. Er betont die starke Neigung der freien Radikale CH 
und C,, der H- und C-Atome und der C*-Ionen, sich zu héhermole- 
kularen Verbindungen zusammenzusetzen. Begreiflicherweise kann er 
komplizierte Molekiile im Bandenspektrum nicht mehr analysieren, da 
zu viele Linien auftreten. Zu ihrem Nachweis bedient sich Conrap! 
mit Erfolg der Massenspektroskopie. Er kann im Entladungsraum an 
verschiedenen Kohlenwasserstoffen Abbauprodukte nachweisen, die sich, 
charakteristisch fiir jeden Kohlenwasserstoff, aus allen méglichen ein- 
fachen Spaltprodukten bis herab zu den Elementen zusammensetzen: 
Beim Methan z.B. CH;, CH,, CH, C und H. Neben diesen Abbau- 
produkten findet er aber auch typische Aufbawprodukte, die sich 
durch ein- oder mehrfache ZusammenstéBe aus den betreffenden Ele- 
menten oder Abbauprodukten bilden. Beim Methan kommen z.B. 
Massen von 24 bis 30, entsprechend C, bis C,H, und von 36 bis 44, 
entsprechend C; bis C;H, vor. Noch mannigfaltiger sind seine Spektro- 
gramme von Benzol, da die Zahl samtlicher méglichen Abbauzwischen- 
stufen hier wesentlich gréBer ist. Da alle entstehenden Radikale sehr 
rekombinationsfahig sind, miissen die gebildeten Filme Polymerisate 
aller méglichen Radikale darstellen und auBer Kohlenstoff auch Wasser- 
stoff enthalten. Chemische Analysen von in Gimmentladung gebildeten 
Filmen? zeigen, daB ihre Bruttoformel tatsachlich etwa der des Benzols 
entspricht. 

Selbstverstandlich bilden sich diese Polymerisate nicht nur aus 
Benzoldampf, sondern auch aus anderen Kohlenwasserstoffen. Wie 
schnell solche Schichten entstehen, hangt von der Art des verwendeten 
Kohlenwasserstoffs ab. Untersuchungen von LINDER und Davis? er- 
geben in einer Kurve den Zusammenhang zwischen der je Zeiteinheit 
bei einer bestimmten Stromstarke gebildeten Substanzmasse und dem 
Verhiltnis Wasserstoff/ Kohlenstoff des betreffenden Kohlenwasserstoffs. 
Je kleiner dieses Verhaltnis ist, je mehr Kohlenstoff also zur Verfiigung 
steht, desto rascher wachst die Schicht. 

Erfolgt die Bildung der Filme unter gleichzeitiger groBer Energie- 
zufuhr, wie etwa bei starkerer Elektronenbestrahlung im Ubermikroskop, 
so ist natiirlich damit zu rechnen, daB das Polymerisat wie jede andere 
organische Substanz‘ bereits wahrend seiner Entstehung weitgehend zu 
Kohle abgebaut wird. Die an iibermikroskopischen Objekten bei langerer 
Bestrahlung entstehenden Hiillen® sind daher tatséchlich als Kohle 


1 E1sEnNuuT, O., u. R.Conrap: Z. Elektrochem. 36, 654 (1930). — Trans. 
Faraday Soc. 30, 215 (1934). 
HarkINsS, W. D.: a. a. O. 
LinpEr, E.G., u. A. P. Davis: J. phys. Chem. 35, 3649 (1931). 
Konic, H.: Z. Physik 129, 483 (1951). 
Konic, H.: Naturwiss. 35, 261 (1948). 
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anzusprechen, was ja bereits aus ihrer Stabilitat beim Erhitzen im Vakuum 
hervorging. Dagegen diirfte es sich bei den gelben oder braunen Schichten, 
die an nicht direkt vom Elektronenbiindel getroffenen Apparaturteilen 
im Elektronenmikroskop kondensieren, ebenso wie in der Glimment- 
ladung, um Polymerisate? handeln, die im Laufe der Zeit durch Sekun- 
direlektronen- oder Ioneneinwirkung aus Kohlenwasserstoffspuren ent- 
standen sind. 

Da fiir praktische Verwendungszwecke die Bildung der Filme im 
Elektronenmikroskop wegen der sehr geringen Kohlenwasserstoff- 
konzentration zu langsam vor sich geht, erzeugt man sie viel bequemer 
und schneller in einer 
Glimmentladung?, _— die 
man in einer Benzol- 
atmosphare brennen ]aBt. 
Die Schichten bilden sich 
= dann auf den Elektroden 
=° c0V~ der Entladungsapparatur. 
Eine Anordnung, die sich 
zur Herstellung solcher 
Schichten gut bewahrt 

> Holochen mit Benzo! hat, ist in Fig. 1 sche- 
Se al matisch dargestellt. Die 
Fig. 1. Kathodenzerstaubungsapparatur zur Herstellung efits 
dinner ,,Kohlehautchen". Glimmentladung  erfolgt 
unter einer Glasglocke, 
die, mit einem Gummiring gedichtet, auf einer Eisenplatte aufsitzt. In 
dieser Eisenplatte sind zwei Bohrungen angebracht, die zu einer Hg- 
Diffusionspumpe und zu einem Nadelventil fiihren. Das Nadelventil 
gestattet den Druck des Benzoldampfes im Entladungsraum zu regeln. 
Statt des in der Figur angedeuteten Kélbchens mit fliissigem Benzol 
kann man auch Stickstoff, Wasserstoff oder ein anderes sauerstofffreies 
Gas tiber eine Waschflasche mit Benzol in die Apparatur einleiten. Auf 
der Grundplatte steht als Anode eine in der Hédhe verschiebbare Alu- 
miniumplatte (11cm ©), die die mit Kohle zu versehenden Objekte 
trigt. Die Kathode besteht aus einer Aluminiumplatte gleichen Durch- 
messers, die an einem verlingerten Messingschliff angeschraubt ist, der 
zwecks Kiihlung mit Wasser gefiillt werden kann. Die Gasentladung 
brennt bei einem Elektrodenabstand von 25 mm und einem Glimm- 
strom von 7 bis 9 mAmp bei einer Spannung von 1000 V. Es ist zweck- 


Nadelvent! 


1 Diese Auffassung teilt auch J. H. L. Watson, J. appl. Phys. 18, 153 (1947) 


und 19, 110 (1948). 

Die Einwirkung einer elektrischen Entladung auf Gasmolekiile wurde bereits 
vor einigen Jahrzehnten von R, W. Port [Ann. Phys. 21, 879 (1906)] bei der 
Zersetzung von Ammoniak und der Bildung von Ozon untersucht. 


a 
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mafig, den Druck so einzustellen, daB der Kathodendunkelraum (genauer 
der Glimmsaum?) des negativen Glimmlichtes etwa 2mm iiber den 
Objekten endet. Als Spannungsquelle fiir die Glimmentladung wird 
ein Transformator fiir etwa 2kV in Verbindung mit einem Gleich- 
richterrohr benutzt. Weitere Daten sind dem Schaltschema der Fig. 4 
zu entnehmen. Um reproduzierbare Entladungsbedingungen zu_be- 
kommen, empfiehlt es sich nach jedem Versuch Kathoden- und Anoden- 
blech zu reinigen. 


Die auf der Anode und den dort liegenden Objekten entstehenden 
Schichten sind hellgelb und scheinen mit den von Harxrns2 beschrie- 
benen Polymerisationsprodukten der Zusammensetzung (Cj 99 Ho.33) 5 
identisch zu sein. In sémtlichen Lésungsmitteln sind sie vollkommen 
unldslich. Ihr Elektronenbeugungsbild ist noch diffuser als dasjenige?® 
eimer durch Elektronen verkohlten Nitrozellulosehaut, was bei dem oben 
geschilderten Aufbau verstandlich erscheint. Die Masse, Dicke, Dichte, 
optischen und elektrischen Eigenschaften dieser Schichten kénnen wir 
leicht ermitteln, wenn wir die Filme auf diinnen Quarzplattchen sich 
bilden lassen. Die Masse wird durch Wagung des Deckglaschens mit 
und ohne Schicht mit einer Quarztorsionswaage* bestimmt. Die 
Beseitigung der Schicht erfolgt sehr bequem durch Ausgliihen in der 
Bunsenflamme. An einem bei der Kondensation unmittelbar neben dem 
Wiegeplattchen legenden Glasplattchen wird die Dicke der Schicht 
nach WIENER? durch Interferenzen gleicher Dicke gemessen. Die durch 
teilweises Abdecken bei der Bestaubung entstehende Stufe Glas—Schicht 
wird zur Vermeidung von Gangunterschieden mit Silber bedampit. 
Eine hochreflektierende noch durchlassig versilberte Glasplatte wird 
zur Erzeugung eines Luftkeils einseitig auf einen diinnen Aluminium- 
foliestreifen aufgelegt. Beobachtet wird mit Natriumlicht unter dem 
Mikroskop bei senkrechtem Lichteinfall (Vertikalilluminator). Die 
Stufe ist dann bequem als Bruchteil der Wellenlange des Natrium- 
lichts ausmeBbar. Als Dichte erhalt man, gut reproduzierbar, Werte 
von etwa 1,4 g/cm*+, also wesentlich kleinere Werte als fiir Graphit 
(o= 72,25 g cm?) oder Kohle (0 =1,9 g/cm). Die spezifische elektrische 


ays 


Leitfahigkeit, gemessen an mit Platinelektroden versehenen Quarz- 


1 MULLER-PovuILLETS, Bd. IV/3, S. 374. 

2 Harkins, W. D.: a. a. O. 

3 Vgl. Fig. 5 der vorangegangenen Arbeit. 

4 WALKENHORST, W.: Diss. Hannover 1940. 

5 WIENER, O.: Ann. Phys. 31, 629 (1887). — ToLansky, S.: Multiple-Beam 
Interferometry. Oxford 1948. 

+ In einer Teslaentladung in Benzoldampf erhalten J. iB AUSTIN aie aT FN 
Brack [J. Amer. chem. Soc. 52, 4552 (1930)] Schichten, deren Dichten nur 
0,94 g/cm’ betragen. Im Gegensatz zu diesen Schichten sinken unsere in Wasser 


unter. 
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plattchen, betragt etwa 40°9Q-1cm-!, wobei Schichtdicken von 0,5 = 


bis 0,8u Verwendung fanden. Auf Glas rufen diese Schichten eine 
schwache Reflexionserhéhung hervor, ihre Brechzahl ist daher gréBer 
als 1,5. Bis zu den von uns untersuchten Dicken (etwa 1p) sind die 
Schichten gelb durchsichtig und zeigen Interferenzfarben, im _ ultra- 
violetten Gebiet weisen sie starke Absorption auf. 

Die Eigenschaften dieser Schichten andern sich vollig, wenn man 
sie im Vakuum auf mehrere 100° C erhitzt. Die Durchlassigkeit nimmt 
stark ab, die Schichten werden bereits bei 400° C braun und schlieBlich 
schwarz undurchsichtig. Ihr Beugungsbild bei Zimmertemperatur 
stimmt jetzt véllig mit demjenigen verkohlter organischer Folien iberein, 
dessen Intensitatsverteilung! einem Pulver aus mehr oder weniger 
getrennt liegenden Kohlenstoffsechserringen entspricht. Erhitzt man 
die Schichten im Vakuum auf 1000°C, so zeigt das bei Zimmertem- 
peratur aufgenommene Elektroneninterferenzbild scharfere Ringe,analog 
der Fig. 7 der vorigen Arbeit, was wie dort auf einen ruBahnlichen 
Aufbau hindeutet. Scharfe Graphitringe sind nach dieser Temperatur- 
behandlung noch nicht zu erwarten, da nach Untersuchungen der 
HorMaAnnschen Schule die Graphitierung? von RuBen erst bei Tem- 
peraturen um 2000°C einsetzt. Besonders empfindlich spricht die 
spezifische elektrische Leitfahigkeit auf diese Umwandlung an: sie ist 
nach erfolgter Erwarmung auf 400° C um wenige Zehnerpotenzen, nach 
Erwarmung auf iiber 600° C um 10 Zehnerpotenzen auf etwa 1007! cm? 
(gemessen bei Zimmertemperatur) gestiegen. Die starke Leitfahigkeits- 
zunahme nach Erhitzen auf 600° C ist in Einklang mit Untersuchungen 
von CELEBI3, der beim Ubergang von amorpher Zuckerkohle in kristallinen 
Kohlenstoff einen Leitfahigkeitssprung um 8 Zehnerpotenzen erhalt. Die 
von uns an den umgewandelten Schichten gemessene spezifische elek- 


trische Leitfahigkeit liegt etwa eine GréSenordnung unter der von — 


massiver Kohle (z.B. Bogenlampenkohle) und etwa zwei GréBenord- 
nungen unter der des Graphits#. Der Temperaturkoeffizient des Wider- 
standes ist wie bei Kohle und Graphit negativ und entspricht etwa dem 
der Holzkohle; es ist daher anzunehmen, da® die winzigen Kohle- 
teilchen der Schicht verhaltnismaBig locker, mit merklichen Uber- 
gangswiderstanden aneinanderliegen. Fiir locker aufgebaute Schichten 
spricht auch die Dichtebestimmung, die etwa 1,3 g/cm3, also eine etwas 
kleinere Dichte als die des Polymerisats ergibt. Bemerkenswert ist 
dabei ein durch die Umwandlung hervorgerufener, reproduzierbarer 


1 Vgl. Fig. 6 der vorangegangenen Arbeit. 


Racoss, A., U. HorMANN u. R. Hotst: Kolloid-Z. 105, 118 (1943). 
CELEBI, M.: Z. Physik 106, 702 (1937). : 

Vel. die Leitfahigkeitsmessungen an Graphitpulver bei einigen 100 Atm. 
von U.HOFMANN und Mitarbeiter: Z. Elektrochem. 42, 504 (1936). — Z. anorg 
Chem. 255, 195 (1947). ; - - 
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Masseverlust auf /, und eine Dickenabnahme um den Faktor Slain. LB YIR 
bei der Umwandlung ein Teil des Polymerisats fliichtig ist, kann man 
mit folgendem Versuch nachweisen: Man kondensiert in der Glimm- 
entladung die Schicht auf ein Platinband, legt auf die Schichtseite des 
Platinbandes ein Quarzplittchen und erhitzt durch Joutesche Warme 


im Vakuum. Das zunichst gelb verfairbte Platinband wird dunkel, 
_wahrend sich auf dem noch kiihlen Quarzplittchen eine gelbe Schicht 
_kondensiert, die die gleichen Eigenschaften wie das Polymerisat auf 


dem noch nicht erhitzten Platin aufweist. Es ist daher verstindlich, 
daB bei diesem Verdampfungs- und gleichzeitigem VerkohlungsprozeB 
eine Haut mit vielen elektronenmikroskopisch nicht feststellbaren Hohl- 
rdumen ubrigbleibt. Fiir eine koksartige Verfilzung der Kohle spricht 
die Wischfestigkeit und mechanische Haltbarkeit der Schicht?. 


Die Anwendungsméglichkeiten dieser Filme sind besonders nach 
ihrer thermischen Umwandlung in Kohle recht vielseitig; so lassen sie 
sich ahnlich wie die aus Graphitsdure hergestellten Graphitfolien? in 
mannigfacher Weise fiir Membranen, Widerstande, Lichtfilter, Elek- 
tronenfenster, Schutzschichten* usw. verwenden. Vor allem aber auf dem 
Gebiet der Abbildung und Beugung mit Elektronen werden sie sich fiir 
Versuche bei hohen Temperaturen steigender Beliebtheit erfreuen, da sie 
die temperaturbestandigste Haut darstellen, die wir kennen. Benutzt 
man sie als Objekttragerfolien, so lassen sie sich leicht dadurch herstellen, 
daB mit Kollodium belegte Objekttrager auf der Anode der oben er- 
wahnten Apparatur je nach gewiinschter Dicke fiir etwa 1 bis 2 min 
der Glimmentladung ausgesetzt werden. Zur Verminderung der Streuung 
empfiehlt es sich, die Nitrozellulose bei etwa 200°C im Ofen zu ver- 
puffen. Zur Umwandlung in Kohle miissen die Schichten im Hoch- 
vakuum auf mindestens 400°C erhitzt werden. Die Haltbarkeit der 
Folie wird dadurch nicht beeintrachtigt. Da diese Haut im Gegensatz 
zur Kollodium- oder Formvarhaut (Polyvinyl-Formal), weder Stick- 
stoff noch Sauerstoff enthalt, hat sie neben ihrer hohen Temperatur- 
bestandigkeit den Vorteil geringen Streuvermégens, sie ist daher als 
Objekttragerhaut fiir die im Gegensatz zu Réntgenlicht stark streuenden 
Elektronen besonders geeignet. Man wird so bequem Legierungsbildung* 


1 Vermutlich liegen ahnliche Verhaltnisse vor, wie bei der Verkohlung des 
Polymerisats Bakelit, bei der ein Koks mit fast gleichen Eigenschaften tibrigbleibt. 
[Vgl. U. Hormann und Mitarbeiter, Z. anorg. Chem. 255, 195 (1947).] 

2 TureELe, H.: Patentschr. Nr. 600768, Kl. 12i, Gr. 33. 

3 GocHE, O., F. Bovirton et A. FrRERE: Bull. Acad. Belg. (Cl. des Sci.) 
36, 330 (1950). . . 

4 K6nic, H.: Reichsber. Phys. I, 7 (1944) (Messinglegierungen). —- BoErt- 
CHER, A.: Z. angew. Phys. 2, 193, 249 (1950) (Aluminiumsilber- und Aluminium- 
magnesiumlegierungen). 
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und Umwandlungspunkte bei héheren Temperaturen im Elektronen- 
beugungsbild oder durch Abbildung 1m Elektronenmikroskop! verfolgen 
kénnen, wenn man nur dafiir sorgt, daB die Erhitzung im Hochvakuum 


oder in einem sauerstofffreien Gas durchgefiihrt wird und bei sehr 


} 


hohen Temperaturen als Halter fiir die Kohlehaut Blenden aus hoch- 
schmelzenden Metallen mit geringem Dampfdruck, wie Tantal?, Molvb- 
din oder Wolfram verwendet werden. Platinblen len sind nur bis etwa 
000° C brauchbar, da das Metall selbst iiber die Kohlehaut wandert 


und mit ihr reagiert®, so daB im Elektronenbeugungsbild neuent- 
stehende Interferenzru stéren. Das Scharferwe1 
ferenzen* beim Erhitzen stért dabei nicht, wie das Beugungsbild einer 
Zinnschicht (Fig. 2) zeigt le bei Zimmertemperatur auf eine bei 


1000° C geglihte Tragerhaut aus K \ufgedampft wut 

Diinne Kohlehaute eignen sich vorziigli mur Dur l von 
Schmelzversuchen und zum Studium von Ol S cei 
blemen im Zusammenhang mit der Beweeg S if hs Laos 
So kénnen wir in Fig. 3 s Zus S s Gol me 
beim Erhitzen auf 900° C in Argon von etwa 3507 obachten Wit 
sind uns bei dem Versu daritiber im klarer laB das beobachteaa 
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Phanomen keinen SchmelzprozeB darstellt (Schmelzpunkt von Gold 
1063° C), sondern durch die Beweglichkeit auf der Unterlage und die 
Oberflachenspannung bedingt ist, eine Erscheinung, die sich besonders 
eindrucksvoll bei Silber schon bei Temperaturen um 200° C bemerkbar 
macht. Dr Borr? weist in seinen interessanten Arbeiten iiber Leit- 
fahigkeit diinner Schichten darauf hin, daB dieses Zusammenrutschen 
durch Einwirkung von Sauerstoff stark geférdert wird. Die pr BorR- 
schen Uberlegungen lassen sich in iibermikroskopischen Bildern un- 
mittelbar bestatigen. In unserem Zusammenhang sei nur darauf 


Fig. 3au.b. Goldsol auf Kohlehaut a vor, b nach dem Erhitzen auf 900°C in Argon. 
Vergr. 10000fach (photogr. Positiv). 


hingewiesen, daB sich die Wirkung adsorbierter Gasschichten auf das 
Wachstum diinner Aufdampfschichten besonders giinstig an Kohle- 
hautchen mit verschiedener Gasadsorption verfolgen laBt: Als Beispiel 
sei erwahnt, daB Lithiumfluorid in Schichtdicken unter 200 A auf einer 
Kohlehaut immer mit der Wiirfelflache zur Unterlage parallel orientiert 
aufwachst. Als Beleg zeigt Fig.4b das tibermikroskopische Bild, Fig. 5b 
die Elektronenbeugungsaufnahme einer solchen Schicht. DaB diese 
Orientierung nur von der an der Kohlehaut adsorbierten Gasschicht 
herriihrt, geht aus folgenden Versuchen hervor: Bombardiert man die 
Kohlehaut vor der Bedampfung mit LiF in einer Glimmentladung? mit 
Wasserstoffionen, so ist die dann hergestellte Schicht gleicher Dicke 
nicht orientiert und liefert das Bild der Fig. 4a und die Elektronen- 
interferenzen der Fig. 5a. Auch durch Ausheizen* der Kohlehaut im 
Hochvakuum erhalt man unorientierte Schichten, die den Bildern der 


1 Vgl. Konic, H.: Umschau 49, 686 (1949). ' 

2 pe Borer, J.H., u. H.H. Kraak: Rec. Trav. chim. Pays-Bas 56, 1103 
(1937). — DE Borer, J.H.: Z. Elektrochem. 44, 488 (1938). . ; 

3 Auch bei Objekten, die auf einer ,, Kohlehaut’ prapariert sind, empfiehlt 
es sich zur Verbesserung der Schattenscharfe vor der Schragbedampfung das 
Praparat im Vakuum auszuheizen oder mit Wasserstoffionen zu bombardieren. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 34 
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Fig. 4a und $a entsprechen. Natiirlich kann man nun nach erfolgtem 
Ausheizen oder Glimmen an der Kohlehaut verschiedene Gase adsorbieren 
lassen und ihren EinfluB auf das Wachstum diimner Aufdampfschichten 
studieren. Uber Einzelheiten solcher Versuche soll demnachst geson- 
dert berichtet werden. 

Aber auch richtige Schmelzversuche lassen sich auf diinner Kohle- 
haut durchfiihren. Fiihrt man die Schmelzwirme geschickt durch 


Fig. 4au.b. Lithiumfluorid auf mit Gas belegte f sf K F t schr 
mit Platit Verg 3 fact hotog N 


Fig. 5au. b. Elektroneninterferenzb 


ElektronenbeschuB zu, so kann man auf einer diinnen Kohlehaut, da 
sie selbst wegen ihrer geringen Dicke nur wenig Energie aufnimmt, 
sogar Graphit und Diamant aufschmelzen', die dann nach erfolgtem 
SchmelzprozeB haufig zu Graphitsechsecken erstarren. Fig. 6 zeigt 
geschmolzene Zuckerkohle im elektronenoptischen Bild. | 
AuBer als Objekttragerhaut kénnte eine diinne Kohleschicht als 
elektronenoptisches Hilfsmittel dienen: Wegen ihres geringen Streu- 
vermédgens ist sie vielleicht zur Realisierung der von SCHERZER2 vor- 
geschlagenen Folienlinse® geeignet; man hat es dabei in der Hand, sie 


1 KO6niG, H Naturwiss. 34, 108 (1947 


* SCHERZER, O.: Optik 2, 114 (1947 Z. Naturforschg. 3a, 544 (1948) 


Phys. Bl. 4, 460 (1948 J. appl. Phys. 20, 20 . 
: | ie 


1949 
2a " ‘ . ] 
Bei der Folienlinse wird auf einer iiber eine kreisf6rmige Offnung gespannten 


ebenen Folie durch die Ladungen der Nachbarelektroden eine von der Achse nach 


auben zunehmende negative oder von der Achse nach auBen abnehmende positive 
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in gut leitender Modifikation oder im schlecht leitenden ungeordneten 
Zustand zu benutzen. 

Die nicht in Kohle umgewandelten Polymerisationsschichten lassen 
sich vortrefflich zur Steigerung der mechanischen Haltbarkeit schriig 
aufgedampfter Schichten, z.B. fiir Abdruckzwecke! verwenden, indem 
diese Praparate direkt in der Glimmentladung mit Schichten gleicher 
Dicke wie Objekttragerhaute versehen werden. 

Von unersetzbarem Wert sind diese Schichten aber als Abdruckfilm 2 
kleiner mikroskopischer Objekte, bei denen andere Methoden nicht zum 
Ziel fiihren. Man hat es nicht immer in der Hand, Praparate fiir die 


Fig. 6. Auf Kohlehaut im Elektronenmikroskop aufgeschmolzene Zuckerkohle. 
photogr. Positiv). 


elektronenmikroskopische Abbildung so diinn herzustellen, daB sie fiir 
Elektronen von etwa 100 kV noch durchlassig sind. Als Beispiel zeigt 
Fig. 7a fiir Elektronen undurchsichtige Zinkoxydnadeln, deren Form 
und Anordnung man im einzelnen kennen méchte. Man erhalt dartiber 
Auskunft, wenn man das Praparat in der oben angegebenen Anordnung 
mit Kohle belegt und aus der Kohlehiille das Zinkoxyd mit verdiinnter 
Salzsiure herauslést (Fig. 7b). Es ist nun deutlich zu erkennen, wie 
die Kristalle ineinander gebaut sind und ein sonst erscheinender schwarzer 
Klex offenbart sich als eine Vielfalt einzelner Kristalle verschiedenster 
Form?. Solche Praparate sind besonders lohnend fiir Stereoaufnahmen 4; 


Flachenladung influenziert. Diese Ladungen geben den inneren Linsenzonen eine 
hohere Brechkraft als den duBeren und sind daher imstande, die sphiarische 
Aberration der iibrigen Systemelemente zu kompensieren. 

1 Vel. Hetwic, G., u. H. K6nic: Optik 7, 294 (1950). 

2 Konic, H.: Naturwiss. 35, 261 (1948). 

3 Erméglicht wird dieses Ergebnis, weil bei unseren Versuchsbedingungen 
die Schicht nicht wie bei einer Bedampfung gerichtet aufwachst, sondern von 
allen Seiten das Praparat umgibt. 

4 Tm Rahmen einer Arbeit [Optik 7, 256 (1950) | iber elektronenmikroskopische 
Stereobilder haben wir Herrn F. He1se eine solche Aufnahme zur Verfugung 


gestellt. 
34* 
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sie fiihren zu einem ganz anderen Eindruck des Kristallbaus als die 
elektronenmikroskopische Aufnahme des unbehandelten Zinkoxyds. 


1 


Fig. 7au.b. Zinkoxydkristalle (a) und ihr Kohleabdruck (b) 1 h Auflésen des ZnO in verdiinnter 
DaB das Kohleabdruckverfahren universell anwendbar ist, mégen 


zum SchluB einige Kohleabdriicke von Diatomeen zeigen: In Fig. 8 
wurde aufgeschlimmter Kieselgur auf mit Kollodium bespannte Uber- 


bluGsaure 


mikroskopobjekttrager prapariert und in der oben beschriebenen Appa- 
ratur mit Kohle umhiillt. Nach Herauslésen des Kieselsdurepanzers 
mit verdiinnter FluBsaiure erhalt man von den zunichst fiir Elektronen 
undurchsichtigen Diatomeen das klare Durchsichtsbild. Die Fig. 9 
und 10 zeigen Stere nm Vv . > . Vv < | 

10 zeigen Stereoaufnahmen von Kohlehiillen, die von Kieselalgen 
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gewonnen wurden, deren organische Bestandteile durch Behandeln mit 
konzentrierter Schwefelsiure und Salpeter vernichtet wurden. Man 
sieht deutlich in dem einen Bild ein pantoffelahnliches Gebilde, in dem 
andern eine Schachtel, deren Deckel durchsichtig ist, und durch einen 


Fig. 10. Stereoaufnahme eines Kohleabdrucks einer Kieselalge. Vergr. 3500fach (photogr. Positiv). 
J. G. Hetmexe und A. D’Ans 


RiB einen Blick auf den Boden erlaubt. Diese Beispiele zeigen, daB 
man durch neuartige Praparationsmethoden einen tiefen Einblick in 
den Bau solcher biologischen Objekte erhalten kann. 

Die Untersuchungen wurden mit einem Elektronenmikroskop von 
Siemens nach E. Ruska und B. v. Borrtes durchgefiihrt. Fiir freund- 
liche Hilfe bei der Herstellung der Praparate haben wir Frl. MECHTHILD 
Kwnocu zu danken. 


Gottingen, III. Physikalisches Institut der Universitat, Januar 1951. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 504—516 (1951). 


Leistungsgrenzen von Photowiderstinden. 
Von 
Hertmvut Miser, Frankfurt a. M. 


(Eingegangen am 10. Februar 1951.) 


Fiir den Photowiderstand gibt es eine Grenze der Leistungsfahigkeit durch das 
Widerstandsrauschen im Halbleiter. Diese Grenze wird in der vorliegenden Arbeit 
berechnet. Sie liegt im allgemeinen ungiinstiger als die thermodynamische Schwan- 
kungsgrenze durch die Temperaturstrahlung der Umgebung. Es wird gezeigt, 
daB die Rauschgrenze auch dann nicht iiberschritten werden kann, wenn man 
langsam schwingende Galvanometer, Schmalbandverstarker und andere Vorrich- 
tungen zur Unterdriickung des Rauschens anwendet. Zusatzlich wird aus den 
abgeleiteten Formeln eine Aussage tiber die Giiltigkeitsgrenze der DRUDE-LORENTZ-_ 
schen Theorie gewonnen und eine Methode zur Messung der Konzentration von 
Leitungstragern in Halbleitern aus Messungen des Rauschstromes vorgeschlagen. 


1. Einleitung. 


Die thermischen Empfanger zum Nachweis geringer Bestrahlungs- 
starken sind bis an die Grenze der thermodynamischen Schwankungen 
entwickelt, und die grundsatzlich gegebene Grenze ihrer Leistungsfahig- 
keit ist theoretisch von CZERNY! und von DAHLKE und HETTNER® be- 
griindet worden. EICHHORN und HETTNER® haben eine allgemeine Theo- 
rie der Leistungsgrenzen von StrahlungsmeBinstrumenten gegeben, in- 
dem sie die Schwankungen der elektromagnetischen Hohlraumstrahlung 
der umgebenden Temperatur betrachten. Sie weisen auf die gréBeren 
Moglichkeiten hin, welche die lichtelektrischen Empfanger dadurch bie- 
ten, daB sie auf Frequenzen oberhalb einer bestimmten Grenzfrequenz 
nicht mehr ansprechen. Die Photowiderstande sind aber einer Grenze 
unterworfen, die durch das thermische Rauschen der Widerstande ge- 
geben ist, und die um einige Zehnerpotenzen hdher zu liegen scheint, 
als die Grenze nach ErcHHORN und HETTNER. Im folgenden soll ver- 
sucht werden, diese Grenze zu berechnen. 


2. Statistische Schwankungen der Leitfahigkeit. 

Die Anzahl » von freien Leitungstragern in der Volumeneinheit eines 
Halbleiters denkt man sich im allgemeinen entstanden aus einem Gleich- 
gewicht zwischen Entstehen und Vergehen nach einem Gesetz 

dn 
ae ; 
dt t pu (1a) 

' CzErNy, M.: Ann. Phys. 12, 993 (1932). 

2 DAHLKE, W., u. G. HETTNER: Z. Physik 117, 74 (1940). 

* ErcHHorN, G., u. G. HETTNER: Ann, Phys. 3, 120 (1948). 
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oder 


d n 9 


i Ne ne Tee: (1b) 


a ist die Zahl der entstehenden, fx oder f'n? die Zahl der vergehenden 
Leitungstrager je Volumen- und Zeiteinheit. Es gilt (1a) oder (1b) je 
nachdem, ob man an eine mono- oder an eine bimolekulare Reaktion 
denkt. Wenn wir statistische Schwankungen von 7 oder die Veriinde- 
rungen von » bei geringen Bestrahlungen betrachten, so wird es sich 
dabei um Anderungen ¢ handeln, die sehr klein gegen » sind. Setzen 
wir also # =*#,) +e, so erhalten wir im Falla 


de 
7 =—fe (2a) 
streng, im Fallb 
q ~ — 
7 =—2|/ap' e=—2f' me (2b) 


unter Vernachlassigung des Gliedes mit ¢?. Fiir die mittlere Anzahl n, 
der Leitungstrager und ihre mittlere Lebensdauer t ergibt sich im Falla 


a hia I te sia ihe (3a) 
im Fall b 
a 1 
n= | Br? og (3 b) 


Werden lichtelektrisch # Leitungstrager je Volumen- und Zeiteinheit 
zusatzlich erzeugt, so wird dadurch » um 


é, = pt (4) 


Leitungstrager vergréBert. Ob diese ¢, Leitungstrager noch nachweisbar 
sind, hangt von der GréBe des thermischen Rauschens ab. 


Mit dem thermischen Rauschen in Halbleitern beschaftigt sich eine 
Arbeit von GisoLtF!. Dort sind zwei Anteile des Rauschstromes unter- 
schieden: 1. das ,,NyguistT-Rauschen", das jeder Widerstand zeigt; es 
ist unabhangig von der GréBe der an dem Widerstand liegenden Span- 
nung; 2. ein Anteil, der durch statistische Schwankungen der Zahl der 
Leitungstrager im Halbleiter zustande kommt. Dieser zweite Anteil ist 
bei Metallen nicht vorhanden; der durch ihn hervorgerufene Rausch- 
strom ist der angelegten Spannung proportional. Fiir die Leistungsgrenze 
eines Photowiderstandes spielt der erste Anteil keine Rolle, weil der 
Photostrom durch Erhéhen der Spannung am Photowiderstand stets 
so weit gesteigert werden kann, daB er den (spannungsunabhangigen) 
, Nyguist-Strom“ iiberwiegt. Die Grenze der Nachweismoglichkeit wird 


1 GisotF, J. H.: Physica, Haag 15, 825 (1949). 
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durch den zweiten Anteil bestimmt, ndamlich durch die Schwankung von 


num den Wert 7, mit einem mittleren Schwankungsquadrat e%. 

Im Halbleiter gibt es sehr viele gebundene Elektronen, von denen 
nur ein verschwindend kleiner Bruchteil in der Zeiteinheit frei gemacht 
wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Ablésung eines bestimmten Elek- 
trons ist <1, die Zahl der gebundenen Elektronen sehr groB ; das Produkt 
beider hat einen endlichen Wert. Damit ist die Anwendung der Porsson- 
schen Formel zulassig: Wenn je Volumeneinheit in einem Zeitelement dt 
nach Gl. (1) a: dt Leitungstrager frei werden, so sind es in einem Halb- 
leitervolumen V eine Anzahl a -V- dt =a* - dt Leitungstrager’; dies ge- 
schieht mit einem mittleren Schwankungsquadrat 


ei a* dt. (5) 
Daraus ergibt sich fiir den Gesamtbestand an Leitungstragern ein mitt- 
leres Schwankungsquadrat 


eS (6) 


bo 


t ist die Lebensdauer des freien Leitungstragers. 


: 7 * ‘ 
Gl. (6) kommt so zustande: Es ist a ——* ; das gilt fiir ¢- ”n, im mono- 
ti T 


molekularen wie im bimolekularen Fall [Gl. (2) mit (3) a oder b). Entsprechend 

, a : de* e* : 

ist fiir - das gesamte Volumen os -. Fassen wir ein bestimmtes Zeit- 
at T 


element von der Lange d¢ < t ins Auge, so andert sich e* in dieser Zeit um de* = 
dt Br : , = re ; 

— e* —_ + &; die Zahl der freigewordenen Leitungstrager ist in dem Zeitelement 
T 

um € vom Regelwert a* - dt abgewichen. Zu Beginn des Zeitelements haben wir 

ny + eX freie Leitungstrager, am Ende sind es n*¥ + ef = n* + ef + de*. Quadrieren 


+ £2 


ee , ain et ii\: —. — 2dt _ 
und Mitteln ergibt bei Vernachlassigung von : : ae = ¢¥2 ( 1- . 
Tt 


0 2 


. 
denn ¢* € verschwindet im Mittel wegen der statistischen Unabhangigkeit. Folglich 
= 


wird wegen ef? = eg? = e€? das mittlere Schwankungsquadrat ¢¥? = et _ 
; = 2at 


> ? 


daraus folgt aber mit Gl. (5) unmittelbar Gl. (6). 

Definieren wir als gerade noch nachweisbar eine Bestrahlungsstirke, 
bei der die Anzahl der lichtelektrisch ausgelésten Leitungstrager gleich 
der mittleren Schwankung ist, so wird diese Grenze erreicht, wenn 
ex =|/e*? wird. Das ergibt 


*) 
laVrt 
prV= | —. (7) 
Eine Strahlung ist also noch nachweisbar, wenn sie mindestens 
a 
= | 2Vr (8) 


1 yevens j y ] i 
Im Gegensatz zu den auf die Volumeneinheit bezogenen GréBen sind die auf 
das Gesamtvolumen V bezogenen GréBen mit einem Stern bezeichnet 


— 
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Leitungstrager je cm? und sec erzeugt. Ersetzen wir a noch durch die 
Zahl m) der Leitungstrager je Volumeneinheit im Dunkeln und ihre 
Lebensdauer 7, so erhalten wir nach Gl. (3) im monomolekularen Falle 


a aa (Qa) 
im bimolekularen Falle 
Pe (ob) 
Damit wird aus (8) 
1 1] 
p= T | cv: (10) 


ce ist ein Zahlenfaktor, der je nach dem zugrunde gelegten Rekombina- 
tionsgesetz 2 oder 4 ist. In der Literatur werden zuweilen kompliziertere 
Rekombinationsgesetze angenommen, z.B. ein gemischter mono- und 
bimolekularer Vorgang. Dadurch wird der Faktor c gedndert, aber nur 
innerhalb der Grenzen 2 und 4. Wenn man zulaBt, daB die Trager der 
Dunkelleitung eine Lebensdauer t’ haben, die durch Licht ausgelésten 
Leitungstrager eime andere Lebensdauer 1’, so tritt in Gl. (10) an die 
Stelle von t im Nenner die GréBe |/1' 7”. 


Unter den giinstigsten Bedingungen wird eine dem Halbleiter zu- 
gefiihrte Strahlung von S Quanten je Zeiteinheit restlos absorbiert, und 
jedes absorbierte Quant erzeugt einen Leitungstrager. Dadurch werden 
je Volumen- und Zeiteinheit =—S/V Leitungstrager gebildet. Eine 
Strahlung kann also noch nachgewiesen werden, wenn mindestens 


i 3 | oY (11) 


T c 


Quanten je Zeiteinheit eingestrahlt werden. 


Aus Gl. (11) 1aBt sich ablesen, daB ein Photowiderstand um so gtin- 
stiger arbeitet, je kleiner sein Volumen V ist, d.h. je kleiner seine Flache’ 
und seine Dicke d ist. Die Dicke des Halbleiters 1aBt sich nicht beliebig 
vermindern, weil die Strahlung sonst den Halbleiter durchsetzt, ohne 
absorbiert zu werden. Dagegen ist es giinstig, die Flache méglichst klein 
zu wahlen und die zur Verfiigung stehende Strahlungsleistung durch 
optische Vorrichtungen méglichst weit zu konzentrieren. Ferner ist es 
giinstig, einen Halbleiter zu verwenden, der im Dunkeln wenig Leitungs- 
trager enthalt, also isoliert. Nun ist die Zahl der Leitungstrager in einem 

JAE 
Halbleiter proportional e ‘! | wobei AE hdchstens gleich dem Energie- 
betrag ist, der einem Quant an der Grenze der lichtelektrischen Wirk- 
samkeit entspricht. Daraus folgt, da® die Wirksamkeit mit steigender 
Wellenlainge der lichtelektrischen Grenze etwa exponentiell abnimmt, 
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allerdings um so langsamer, je kleiner kT ist. Um geringe Strahlungs- 
mengen groBer Wellenlangen nachzuweisen, mu8 man also den Halb- 
leiter kiihlen. SchlieBlich ist die Grenze der Wirksamkeit um so gtn- 
stiger, je groBer die Lebensdauer der erzeugten Leitungstrager ist. Hier- 
bei ist allerdings zu beachten, daB ganz allgemein fiir die Beurteilung 
der Leistungsfiahigkeit eines MeBinstrumentes auch die Zeit maBgebend 
ist, die zur Ausfiihrung einer Messung benotigt wird. Nennt man die 
zur Ausfiihrung einer Messung bendtigte Zeit ty, , so ist fiir die Leistungs- 
fahigkeit die Gr6Be Syiin > | ty, maBgebend, und man erhalt fiir einen 
lichtelektrischen Empfanger 

a ty = tur | Ny V | (12) 


t c 


Ein Photowiderstand an einem geniigend tragheitsfreien MeBinstrument 
erreicht aber schon innerhalb der Zeit t seinen Endausschlag bis auf 1/e. 
Grundsatzlich kann man also t als MeBzeit ansetzen. 

Praktisch sind die Zeiten t als MeBzeiten haufig unbequem kurz. 
Es lassen sich aber immer meBtechnische Wege finden, um die Einstell- 
dauer zu verlangern und dafiir die Genauigkeit zu erhGhen. So erhalten 
wir schlieBlich als kennzeichnend fiir die Leistungsfahigkeit des Photo- 
widerstandes den Ausdruck 


zs n,-V 
Shiaiiis | ty — | “ip > (13) 


Wenn man verschiedene Rekombinationszeiten fiir thermische und 
Photoelektronen ansetzt, wie es einige Autoren tun, so ist es die Lebens- 
dauer der Photoelektronen, die die MeBzeit ¢,, bestimmt. In dem Aus- 
druck (13) ist also t die Rekombinationszeit der thermischen Leitungs- 
trager. 

Die an einen Photowiderstand angeschlossenen MeBinstrumente, 
Galvanometer, Verstarker oder dergleichen, haben zunachst den Sinn, 
die bei schwacher Bestrahlung auftretenden kleinen Widerstandsinde- 
rungen in irgendwelche Ausschlage bequem meBbarer GréBe umzusetzen. 
Diese triviale Funktion ist im Rahmen unserer Betrachtungen von unter- 
geordneter Bedeutung, da die Verstirkung sinnlos wird, wenn das auf- 
tretende Rauschen gréBer ist als der zu messende Wert. Um die Aus- 
nutzung der durch den Ausdruck (13) gegebenen Grenze zu erméglichen, 
muB vielmehr eine andere Funktion erfiillt werden, die oben bereits an- 
gedeutet wurde: die MeBzeit tf), muB soweit heraufgesetzt werden, daB 
eine Ablesung bequem méglich wird; dafiir muB der Rauschpegel um 
einen Faktor | t/ty, herabgesetzt werden. Das laBt sich auf verschiedene 
Weise erreichen. Als wichtigste Beispiele sind in den Abschnitten 3 und 4 
eine Gleichlichtmessung mit aperiodisch gedimpften Galvanometer und 
eime Wechsellichtmessung mit Verstiirker naher betrachtet. 
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3. Der Lichtwiderstand am aperiodisch geddmpften Galvanometer. 


Wir gehen bei dieser Betrachtung von der Berechnung der GriBe L 
aus, die DAHLKE und Hetrnrr? bei der Untersuchung der Leistungs- 
grenze thermischer Strahlungsempfinger benutzen: 


1@ 1 
Ci ek re, 
a 


(14) 


Darin ist S die dem Empfanger zugefiihrte Leistung, «,, der am Meb- 
gerat erzielte Ausschlag, x; der Schwankungsausschlag (d.h. die Wurzel 
aus dem mittleren Schwankungsquadrat der spontanen Ausschlage), 
ty, die MeBzeit. Fiir unsere Zwecke wollen wir jedoch S in Quanten je 
Zeiteinheit rechnen. a, und «; denken wir uns nicht in Skalenteilen 
eines Ausschlages gemessen, sondern unmittelbar in Ampere, da wir es 
beim Photowiderstand stets mit Str6men zu tun haben. Von den S 
Quanten wird nur ein Bruchteil v absorbiert, und von den absorbierten 
wird wieder nur ein Bruchteil 7 einen lichtelektrischen Effekt auslésen. 
Uber die GréBen ¥ und »; macht unsere Theorie keine Aussage; es besteht 
kein prinzipielles Hindernis, sie dem Wert 1 beliebig anzunéhern. Wenn 
wir die prinzipiell erreichbare Grenze untersuchen, werden wir daher 
weiter annehmen miissen, daB jedes auffallende Quant einen Leitungs- 
trager erzeugt, d.h. wir setzen wie oben #=S/V. 


Bei der Behandlung der Ausschlage, die durch MeB- und Schwan- 
kungsstréme erzeugt werden, gehen wir wie ZERNIKE? bei der Betrach- 
tung der Leistungsgrenzen eines Galvanometers vor. Wir denken uns 
ein Galvanometer geniigender Empfindlichkeit, das aperiodisch ge- 
dampft ist, und vergleichen die angezeigte Stromstarke uw mit der tat- 
sdchlich flieBenden 7. Dieser Zusammenhang wird beherrscht durch die 
Differentialgleichung 


“t2vutru=—v it. (15) 


Fiir den Stromi haben wir zwei verschiedene Ansatze zu machen: 


4. Fiir die Berechnung der MeBausschlage «, ist 7 der Photostrom, 
der sich bei einer Lebensdauer 1 der Leitungstrager nach einem zeitlichen 
Gesetz 

4 =1,(1 —2-**) (16) 
einstellt. 

2. Fiir die Berechnung des Schwankungsausschlages «5 ist 7 eine 
zunachst ginzlich unbekannte Funktion der Zeit, die den regellosen 
spontanen Stromschwankungen des Rauschens entspricht. 


1 Danixe, W., u. G. HEtTTNER: Z. Physik 117, 74 (1940). 
2 ZERNIKE, F.: Z. Physik 40, 628 (1927). 
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Zu 1. unterscheiden wir noch zwei Falle: 
aj v< ' dh. die Trigheit des Galvanometers ist groB gegen die 
x 


Triigheit des photoelektrischen Prozesses. Das ist der iiblicherweise vor- 
liegende Fall; wir kénnen so rechnen, als ob der Photostrom 7 sofort in 


vollem Betrage 7, einsetzt ; 
b) »> ' . dieser Fall liegt den theoretischen Betrachtungen des 
t 


vorigen Abschnittes zugrunde, bei denen die mittlere Lebensdauer der 
Photoelektronen als MeBzeit eingefiihrt wurde. In diesem Falle macht 
sich die Tragheit des Galvanometers nicht bemerkbar, und es ist un- 


mittelbar 
+ == t,(4—e-*"*), (17) 


Um einen méglichst giinstigen Wert fiir 2 zu erhalten, miissen wir die 
MeBzeit t;, so wahlen, daB ,,/]f,,; ein Maximum wird. Im Falle 1b ist 


also das Maximum der GréBe ———*— aufzusuchen. Man findet es 


numerisch ftir ¢ © 1,267. Damit wird 


hy = tg (4 — e226) 0,715 45. (18) 
Dabei ist 7) der Photostrom, der zusatzlich zum Dunkelstrom J durch 
die Belichtung erzeugt wird. Nun hat die Gl. (4) gezeigt, daB bei 2 
Dunkelleitungstragern ¢, = pt Leitungstrager je cm* zusiatzlich erzeugt 
werden. Es gilt also 
ty pr 


I a hy (19) 


Das mittlere Schwankungsquadrat des Rauschstromes, bezogen auf den 
flieBenden Gleichstrom, wird 


ee ee 
| Tahar ie (20) 
und das ist nach (6) 
\z 1 j at 
P © slar (21) 


Ersetzen wir die GréBe a nach (9) wieder durch 2%)/CT, SO wird 


as 1 


- : é 
I | C*m_:V (23) 

Auf diese Gleichung werden wir im Abschnitt 6 noch zurtiickkommen. 
Solange das Galvanometer die Stromschwankungen im wesentlichen 


tragheitsfrei mitmacht (Fall 1b), ist | unmittelbar die Schwankung a. 
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in der Stromanzeige. Damit wird 


LEY Vion) V | 
4 My | 1,267 
und mit p = S/V 

L = 0,638 | an 


Ny * | 


(24) 


Es wird praktisch kaum méglich sein, ein Galvanometer so geringer 
Schwingungsdauer zu finden, daB die Bedingung (Fall 1b) erfiillt ist. 
AuBerdem miiBte man zur vollen Ausnutzung eines solchen Instrumentes 
1/1,26 + Ablesungen in der Sekunde machen und iiber die Ergebnisse 
mitteln, um die theoretisch mégliche Genauigkeit zu erhalten. Man 
wird also ein Galvanometer wahlen, das sich langsam einstellt und dafiir 
das Rauschen unterdriickt (Fall 1a). Um diesen Fall zu iibersehen, 
miuissen wir die Differentialgleichung (15) des aperiodischen Galvano- 


meters fiir >< + lésen. Diese Aufgabe ist bei ZERNIKE (l.c.) durch- 
t 


gefiihrt. Sein Ergebnis ist mit unseren Bezeichnungen 
aay vt =z 
“ue = — ie, (25) 


Nach dem Ejinschalten des MeBstromes wird sich das Instrument 


nach der Funktion 
t=, [1— (1 + vt) e—”*) (26) 


auf den Endwert 7, einstellen. Um eine giinstige MeBzeit ¢,, zu erhalten, 
Sih e's ; —(itrvtye : 
suchen wir hier das Maximum von 1—(rr)¢ " auf. Man findet es 
t 
numerisch fiir v¢ ~ 3,21. Mit einer MeBzeit ty, =3,21/y und dem Schwan- 
kungsausschlag aus (25) und (22) erhalten wir 


L=0,656 | ied (27) 


| MeV 
Das ist aber mit einem geringfiigig anderen Zahlenfaktor wieder der 
Wert von (24). 


4. Der Lichtwiderstand am Resonanzverstarker. 


Wir betrachten nun eine Anordnung, die in der Praxis wegen der 
bequemen Verstaérkungsméglichkeit ftir Wechselstréme eine grobe Rolle 
spielt: der Photowiderstand wird einer Wechselbelichtung ausgesetzt, 
und die entstehenden Wechselspannungen werden verstarkt. Zugleich 
mit den Photospannungen werden auch Spannungsschwankungen ver- 
starkt, die der Halbleiter verursacht. Damit ist auch hier wieder durch 
den Rausch die Leistungsgrenze des lichtelektrischen Empfangers 
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gegeben. Auf den ersten Blick scheint es nun so, als ob der Rausch durch 
Wahl eines Verstairkers mit sehr engem Frequenzband beliebig herab- 
gedriickt werden kénnte. Tatsidchlich ist aber eine Grenze fiir die GroBe L 
gegeben, die der Formel (24) entspricht. Um das zu erkennen, denken 
wir uns den Lichtwiderstand durch Wechsellicht der Kreisfrequenz 
belichtet. Der Verstarker verstarke die auftretenden Wechselspannun- 
gen in einem Frequenzband um @, und das Ausgangsinstrument zeige 
trigheitsfrei die verstarkte Spannung an. Wenn der Verstarker nur ein 
sehr enges Frequenzband verstiarkt, so kann er einer pl6otzlichen Ande- 
rung der Wechselstromamplitude nicht mehr in beliebig kurzer Zeit 
folgen, sondern braucht eine endliche Zeit bis zur Einstellung auf den 
Endwert. Die Einengung des Frequenzbandes zur Unterdriickung des 
Rauschens vergréBert also die MeBzeit t;,, und die Grobe L bleibt un- 
geandert. 


Die durch die Enge des Frequenzbandes eintretende Verzégerung 
1aBt sich mit den mathematischen Hilfsmitteln der Nachrichtentechnik 
sofort tibersehen. Danach gilt, daB einsymmetrisches Schmalbandsystem 
fiir die Einhiillkurve eines Wechselstromschaltvorganges ebenso wirkt, 
wie ein TiefpaB der halben Frequenzbreite auf einen Gleichstromschalt- 
vorgang!. Ferner ist die Einschwingzeit t fiir den Gleichstromschalt- 
vorgang bei einer Frequenzbreite von 0 bis zu einer Grenzfrequenz /f,: 
t=1/2f/¢t. Ein Verstarker der Bandbreite A/ stellt sich also beim 
Einschalten eines Wechselstromes in Zeiten der GréBenordnung 1/4/ 
auf seinen Endwert ein. 


Andererseits wird das Rauschen durch ein schmales Frequenzband 
des Verstarkers unterdriickt. GisoLF? gibt eine Formel fiir die Frequenz- 
abhangigkeit des Rauschens in einem Halbleiter an, die in unserer Be- 
zeichnung folgendermaBen lautet: 


OT 
oe : | sin —_ 
D>) ° 
‘fang | pe Le 
ba 27 Ny | OT do. (28) 


. 
@ 


bo 


Fiir eine geniigend kleine Lichtwechselfrequenz lo< ; | ist das Integral 


gleich der Bandbreite, also fiir A@ —=22A/: 


< e r s Af 


<o Mo y (29) 


1 Ki pratt . a a. : : 
KUprMULLER, K.: Die Systemtheorie der elektrischen Nachrichteniibertra- 
gung, 5. 73. Stuttgart 1949. 
+ KUprMULLER, K.: 


; Die Systemtheorie der elektrischen Nachrichteniibertra- 
gung, S.47, Formel 195. 


* Gisotr, J. H.: Physica, Haag 15, 825 (1949). 
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Wir erhalten das Gesamtrauschen durch Integration tiber alle w: wegen 
co 


{( sin ¥ y dx =~ wird 
x a 


F y 


ce “4 1 
ie en Sma (30) 


2M, | 


in volliger Ubereinstimmung mit der auf anderem Wege abgeleiteten 
Gl. (22) fiir den Fall der monomolekularen Reaktion (c =2). Das Rau- 
schen wirkt also nur zu einem Bruchteil 


1% F 


2- = |/2tAf. (31) 


Um diesen Faktor wird der Schwankungsausschlag verkleinert ; da aber 
gleichzeitig |¢,;,; im Nenner von (14) erscheint und ¢), ~ 1/Af ist, so 
bleibt (24) bis auf einen Faktor | 2 bestehen, der unwesentlich ist, da 
wir in dem Faktore ohnehin eine Unsicherheit um einen Faktor \2 
mitfihren!?. 

Unsere Uberlegungen haben gezeigt, daB die Verwendung eines 
Resonanzverstarkers keine grundsatzliche Verschiebung der Nachweis- 
grenze eines Lichtwiderstandes bringen kann. Die Unterdriickung des 
Rauschens wird durch eine Erhodhung der MeBzeiten erkauft, die er- 
wiinscht ist. Bequeme MeBzeiten in der GréBenordnung von Sekunden 
werden erst erreicht bei Bandbreiten der GréBenordnung 1 Hz. Aus 
praktischen Griinden wird man daher den Verstarker mit einem tragen 
Ausgangsinstrument oder anderen die MeBzeit vergr6Bernden Elementen 
in der Schaltung verbinden. 


5. Leistungsgrenze eines PbS-Lichtwiderstandes als Zahlenbetsprel. 

Am Beispiel eines PbS-Lichtwiderstandes wird im folgenden gezeigt, 
daB die abgeleiteten Formeln zu den richtigen GréBenordnungen fithren, 
und daB die nach E1cHHORN und HETTNER® zu erwartende Grenze mit 
einem Lichtwiderstand nicht zu erreichen ist, weil sie durch die Rausch- 
grenze iiberdeckt wird. 

Gl. (10) gibt die geringste nachweisbare Strahlungsleistung in Quan- 
ten je Zeiteinheit an. Die darin auftretende GréBe mp ist die Zahl der 
Leitungstrager je Volumeneinheit, fiir die eine untere Grenze zu suchen 
ist. Sie kann nicht kleiner sein als der Wert, den man theoretisch fiir 


1 Eine genauere Diskussion der Méglichkeiten, die noch durch optimalen Ver- 
lauf des Ubertragungsfaktors innerhalb des Frequenzbandes offen bleiben, wiirde 
zeigen, da® unter giinstigsten Bedingungen | 2 zum Verschwinden gebracht wird. 

2 ErcuHorn, G., u. G. Hetrner: Ann. Phys. 3, 120 (1948). 
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einen Eigenhalbleiter erhalt. Das ist nach einer bekannten Formel aus 
der quantenmechanischen Theorie: 


a at SE 
n= (22MAEN iat 09) 
Setzt man als Bandabstand AE den Wert ein, der sich aus der Grenz- 
wellenlange des PbS (2,7 w) ergibt, und setzt man weiter fiir m als untere 
Grenze die Ruhmasse des freien Elektrons, so erhalt man fiir %) etwa 
4,8 - 10% cm=?. 

Die weiteren GroBen in Gl. (10) seien wie folgt angenommen: 

Flache: }mm?, Dicke 5u, Lebensdauer 2-10-*sec. Mit diesen 
Zahlenwerten erhalt man fiir eine Strahlung der Grenzwellenlange 2,7 
als nachweisbare Minimalleistung 


Sam = 4,940" W (33) 
fiir den monomolekularen bzw. 
Said == 3,5 10 SW (33b) 


fiir den bimolekularen Fall. Die eingesetzten Zahlenwerte entsprechen 
den Verhaltnissen bei Zimmertemperatur. 

Mit einer PbS-Schicht der angegebenen Dimensionen wurde bei 
einer Versuchsmessung eine Leistung von 10°*W ohne Kihlung der 
Schicht nachgewiesen. Damit ware man bis auf einen Faktor 20... 30 
an die theoretische Nachweisgrenze herangekommen. Eine wesentliche 
Steigerung diirfte also nicht mehr méglich sein. Abgesehen davon, daB 
die idealen Verhaltnisse nicht zu verwirklichen sind, wird in der Rech- 
nung nicht beriicksichtigt, daB 1. Verluste dadurch auftreten, daB ein 
Teil der Strahlung reflektiert oder durchgelassen wird, und 2. die Strah- 
lung nicht nur aus Quanten der Grenzwellenlange 2,7 bestand; jedes 
kirzerwellige Quant erfordert aber, in Watt gerechnet, einen hdheren 
Leistungsaufwand je freigesetztes Elektron. 

Der Berechnung der Minimalleistung nach EICHHORN und HETTNER! 
lefert demgegentiber unter Verwendung der angegebenen Zahlenwerte 


Simin = 2,4 1074 W. (34) 


Wenn die Grenzwellenlinge zu kiirzeren Wellenlangen riickt, wird der 
Unterschied zwischen den beiden Theorien noch gréBer. 


6. Folgerungen aus der GroBe des Halbleiterrauschens. 
i . » . . = 
An die vorgetragenen Uberlegungen seien noch zwei Bemerkungen 
angeschlossen, die aus der Theorie wichtige Beziehungen fiir die phy- 
sikalischen Grundlagen der Erscheinungen ableiten. 


1 ErcHHoRN, G., u. G. HETTNER: Ann. Phys. 3, 120 (1948). 
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=s 0-2 ye 


_ Am Anfang haben wir festgestellt, daB das typische, spannungs- 
proportionale MHalbleiterrauschen mit dem spannungsunabhangigen 
»Nyquist-Rauschen* in Konkurrenz tritt, das jedem Leiter eigen ist. 
Wir untersuchen nun, was es bedeutet, wenn Nyquist-Rauschen und 
Halbleiterrauschen gerade gleich groB sind. In diesem Falle ist fiir einen 


Frequenzbereich A / 


4kT si 


R 4i= PS, St. (35) 


Links steht die bekannte Formel fiir das Nyguist-Rauschen, rechts 
unser Ausdruck (29). Nun ist J?- R-7 die Energie, die dem Halbleiter 
in der Zeit t durch den Strom J zugefiihrt wird, ”)V die Gesamtzahl 
der freien Leitungstrager. Gl. (35) besteht also, wenn die von einem 
Leitungstrager wahrend seiner Lebensdauer aus dem Feld angesammelte 
Energie im Mittel 4&7 betragt. In einem Frequenzbereich 4/ um eine 


hp on : ‘ : 
Frequenz f/< =e ird also das eigentliche Halbleiterrauschen gegeniiber 


dem Nyguist-Rauschen tiberwiegen, wenn das Elektron wahrend seiner 
Lebensdauer eine Energie gewinnt, die groB gegen 4T ist. 
_ In der alten Metalltheorie von DruDE und LORENTZ wird gerade 
vorausgesetzt, daB ein Elektron zwischen zwei ZusammenstéBen nicht 
eine Energie aus dem Feld aufnimmt, die groB gegen kT ist. Die alte 
Theorie, die bei den Metallen wegen der Entartung des Elektronengases 
versagt, versagt also auch beim Halbleiter, sobald man Spannungen 
anlegt, die das spannungsproportionale Rauschen gro8 gegen das 
Nyouist-Rauschen werden lassen. 
; Eine zweite Bemerkung betrifft die Gl. (22). Hier kommt auf der 
rechten Seite neben einem Zahlenfaktor nur das Produkt 2)V vor, das 
ist die Gesamtzahl der Leitungstrager in dem betrachteten Halbleiter. 
Man hat also hier die Méglichkeit, die Zahl der Leitungstrager im Halb- 
leiter zu ermitteln. Dies ist bisher nur mit Hilfe des Halleffektes méglich, 
der insbesondere bei hohen Widerstanden des Halbleiters versagt. Im 
Gegensatz dazu ist die hier vorgeschlagene Methode gerade dann giinstig, 
wenn hohe Widerstande vorliegen, weil dann die Rauschstréme relativ 
groB sind. 
, Nachtrag. 
_ Nach AbschluB der vorliegenden Arbeit erhielten wir Kenntnis von 
einer Arbeit von Moss}, die sich mit den Leistungsgrenzen von PbS- 
und PbTe-Lichtwiderstanden befabt. Diese Arbeit berechnet die Strom- 
schwankungen, die durch Schwankungen in der Temperaturstrahlung 
der Umgebung entstehen. Solche Schwankungen bewirken Schwankun- 
en der vor sich gehenden photoelektrischen Prozesse. Unser allgemei- 
nerer Ansatz (6) umfaBt dagegen alle Prozesse, durch die Elektronen 


x Moss, T. S.: J. opt. Soc. Amer. 40, 603 (1950). 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 


pees Geeme. «46> 
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befreit werden kénnen, also neben den photoelektrischen Prozessen ins- 
besondere auch die Befreiung von Elektronen durch die thermische 
Energie der Gitterschwingungen (Schallquanten), die im allgemeinen 
sehr viel zahlreicher sind und auch gréBere Schwankungen hervorrufen 
als die photoelektrischen Prozesse. Der Unterschied macht fiir das Bei- 
spiel des PbS bei Zimmertemperatur etwa drei Zehnerpotenzen aus, 
wie oben berechnet [vgl. oben (33) und (34); die Grenze (34) stimmt 
mit der von Moss berechneten gréBenordnungsmaBig tiberein, der Unter- 
schied entsteht durch die etwas verschieden angenommenen Zahlenwerte 
fiir die Grenzwellenlange des PbS]. Fiir das in der Arbeit von Moss? 
vorwiegend behandelte Beispiel eines gekiihlten Halbleiters in einer 
ungekiihlten Umgebung ist die dort verwendete Theorie vollkommen 
zutreffend, weil im gekiihlten Halbleiter die thermische Gitterbewegung 
eingefroren ist. Dagegen wird diese die Verbesserung der Leistungsgrenze 
zunichte machen, die nach Moss durch die Verschiebung der Grenz- — 
wellenlange nach kiirzeren Wellen beim Erwarmen des Halbleiters er- 
wartet werden sollte. Tatsachlich widerspricht es unseres Wissens der 
Erfahrung, daB die Empfindlichkeitsgrenze des kalten Lichtwiderstandes 
unginstiger sein sollte als die eines ungekiihlten, eine Folgerung, die 
auch in der genannten Arbeit selbst als eine nur theoretische bezeichnet 
wird, 


Frankfurt a. M., Physikalisches Institut der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 129, S. 547—529 (1951). 


Einzelstreuung von Molekiilen in einem Gas 
mit Maxwell-Verteilung. 


Von 


J. W. Hisy und M. Pant. 


Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 8. Februar 1951.) 


Fir die Einzelstreuung eines Molekularstrahles in einem Gase gleichen Molekular- 
gewichtes wird eine Naherungsgleichung abgeleitet. Die Molekiile des Strahles 
und die des Gases haben die zur gleichen Temperatur gehédrende MaxweE ttsche 
Geschwindigkeitsverteilung; es wird klassisch im Modell starrelastischer Kugeln 
gerechnet. Die Funktion der Richtungsverteilung steht mit friiheren Messungen 
von KNAUER und von ZABEL in guter Ubereinstimmung. Der gemessene Anstieg 
bei kleinen Streuwinkeln wird demnach in erster Linie durch die thermische Be- 
wegung der Streuzentren verursacht; ein gewisser Mehrbetrag ist auf VAN DER 
Waatssche Krafte und wellenmechanische Wechselwirkung zuriickzufihren. 


Einleitung. 


Bei einer Untersuchung iiber die Strémung eines Gases unter nied- 
rigen Drucken, die an anderer Stelle veréffentlicht wird!, ergab sich 
das folgende Problem. In einer Rohre st6Bt ein Gasmolekil nicht nur 
gegen die Wandung, sondern erleidet gelegentlich auch Zusammenst6Be 
im Gasraum mit anderen, gleichartigen Molektilen, die MAxweE.tsche 
Geschwindigkeitsverteilung besitzen. Wie ist nun nach einem Zweier- 
stoB — bei gegebener StoBrichtung des einen Teilchens — die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung der Richtungen beider StoBpartner nach dem 
StoB? 

Wir geben zunachst einen Uberblick iiber die verschiedenen Fille 
von Einzelstreuungen, die bisher rechnerisch behandelt worden sind. 
Betrachtet man einen einzelnen ZweierstoB, dann ergibt sich folgende 
allgemeine Aussage: Die Impulse der beiden StoS8partner nach dem 
StoB, gemessen in einem mit ihrem gemeinsamen Schwerpunkt bewegten 
System, liegen im Impulsraum auf einer im Ursprung zentrierten 
Kugelflache. Dies ergibt sich aus Impuls- und Energiesatz, also unab- 
hangig von der Art der Wechselwirkungskrafte zwischen den Teilchen. 
Es ist deshalb im allgemeinen giinstig, den Streuvorgang im Schwer- 
punktsystem zu beschreiben. Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 
der oben genannten ,,I[mpulskugel" zu berechnen und daraus durch 


1 Hrpy, J. W., u. M. Pant: Die molekulare Gasstroémung unter Beriicksich- 
tigung von Zweiersté8en. Erscheint in Z. Naturforschg. 
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Transformation in das ruhende Koordinatensystem die eigentliche 
Winkelverteilung der gestreuten Teilchen zu gewinnen, benotigt man 
jedoch eine spezielle Angabe tiber die Abstandsfunktion der Wechsel- 
wirkungskraft ; ferner muB das Massenverhaltnis der beiden StoBpartner 
bekannt sein. Besonders einfach sind die Verhaltnisse beim Modell 
starrelastischer Kugeln, das fiir die Streuung von neutralen Molekilen 
oder Neutronen mit guter Naherung verwendbar ist; in diesem Fall 
liegt namlich die Wahrscheinlichkeit der Streurichtungen, also der 
Richtungen beider Teilchen nach dem Sto8, im Schwerpunktsystem 
isotrop verteilt. Rechnet man jedoch mit Zentren, die durch beliebige, 
fernwirkende Zentralkrafte aufeinander wirken, dann gelangt man zu 
anderen Streufunktionen, bei denen die kleinen Streuwinkel besonders 
haufig auftreten ; fiir die Streuung eines geladenen Teilchens im COULOMB- 
Feld ergibt sich z.B. das Streugesetz von RUTHERFORD. Dieses gilt fiir 
den speziellen Fall, daB die Masse des streuenden Zentrums groB ist 
gegen die des stoBenden Teilchens; es wurde von Darwin fiir den Fall 
beliebigen Massenverhaltnisses erweitert. — SchlieBlich kann man den 
Streuvorgang auch als Beugung von Materiewellen beschreiben; die 
quantenmechanischen Rechnungen von Mott sowie von Massey und 
Monr fiihren — vor allem bei ZusammenstéBen gleichartiger Teilchen — 
zu Abweichungen gegeniiber der klassischen Streuverteilung!. 

Bei der Einzelstreuung vieler Teilchen ergibt sich eine Uberlagerung 
der elementaren Streuvorgange. Die fiir den einzelnen StoB abgeleitete 
Streufunktion bleibt bei der Superposition nur dann unverdndert 
erhalten, wenn fir alle St6Be ein gemeinsames Schwerpunktsystem 
besteht. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung, daB die beiden, 
aneinander gestreuten Teilchenscharen jeweils gleiche Richtungen und 
Geschwindigkeiten haben. Experimentell wurde dies stets dadurch ver- 
wirklicht, daB geschwindigkeitshomogene, schnelle Teilchen an wesent- 
lich langsameren gestreut wurden, z.B. leichte Teilchen an schweren, 
die als ruhend betrachtet werden kénnen, oder Kanalstrahlionen an 
thermischen Molekiilen. Man kénnte auch zwei gekreuzte, geschwin- 
digkeitshomogene Molekularstrahlen aneinander streuen. Dies ist bisher 
jedoch nur mit nicht homogenen Strahlen durchgefiihrt worden, so daB 
aus solehen Messungen auch nicht Riickschliisse auf die Winkelverteilung 
des einzelnen Streuvorganges gezogen werden konnten, sondern nur auf 
die StoBzahl und damit den mittleren Wirkungsquerschnitt der Teilchen. 

Die vorliegende Arbeit behandelt nun den F all, daB Molekularstrahl 
und Streugas thermische Geschwindigkeitsverteilung haben. Der einzelne 
StoB kann mit dem Modell elastischer Kugeln beschrieben werden, und 
es entsteht die rein mathematische Aufgabe, unter Beriicksichtigung 


‘ Vel. WENTZEL, G.: Handbuch der Physik, Bd. XXIV/4..— RtcHarpt, E.: 
Handbuch der Physik, Bd. XXIT/2, 2. Aufl, S. 152. 


Einzelstreuung von Molekiilen in einem Gas mit MAXWELL-Verteilung, 519 


der beiden MAXWELL-Verteilungen tiber die Streuwahrscheinlichkeiten 
aller St6Be zu integrieren. Die Streufunktion, die wir ableiten, beant- 
wortet die eingangs genannte Fragestellung; sie hat in unserer Unter- 
suchung tuber Gasstr6mungen Verwendung gefunden. Da sie auch fiir 
manche anderen, molekularkinetischen Probleme von Interesse sein 
diirfte, scheint uns eine ausfiihrliche Veréffentlichung gerechtfertigt. 
Die Streuformel vermag z.B., wie am Schlu8 gezeigt wird, die bisher 
vorliegenden Streuungsmessungen in Gasen gut wiederzugeben. 


Ableitung der Streufunktion. 


Bei der Streuung eines Molekularstrahles im gleichartigen Gas kann 
man nach einem Sto8 die beiden Partner nicht unterscheiden. Eine 
der experimentellen Priifung zugangliche Streuverteilung muB deshalb 
nicht nur die gestreuten Strahlmolekiile, sondern auch die (urspriinglich 
isotrop verteilten) Molekiile des Streugases umfassen. Bezieht man 
_ diese Streufunktion auf einen einzelnen StoB, dann ergibt sie sich als 
dimensionslose Wahrscheinlichkeitsverteilung W(#). Sie besteht zu- 
ndchst aus der Verteilung W,(#) der beiden StoBpartner: W,(#) dq ist 
die Wahrscheinlichkeit, daB nach einem StoB einer der beiden StoB- 
partner in die Richtung # (Polwinkel) in den raumlichen Winkel dw 
gestreut wird. (Das Azimut g geht wegen Rotationssymmetrie in die 
Streufunktion nicht ein.) Ferner tritt noch eine Verteilung W,, (8) 
hinzu, die beriicksichtigt, daB diejenigen Teilchen des Streugases, die 
in Richtung # fliegen, im Falle eines StoBes abgelenkt werden und damit 
eine Abweichung von der urspriinglich isotropen Richtungsverteilung 
der Streugasmolekiile verursachen: W,, (#) dw ist die Wahrscheinlichkeit, 
daB bei einem StoB das betroffene Streugasteilchen vor dem StoB in 
der betrachteten Richtung # im raumlichen Winkel do fliegt und 
infolgedessen aus dieser Richtung abgelenkt wird. W(#) ergibt sich 
somit als die Differenz 


W (9) =, (8) —M%, (9), (1) 


(nicht etwa als Produkt, da ja nicht gleichzeitiges Eintreffen der beiden 
unabhangigen Ereignisse erwartet wird). W(#) dw ist die auf einen 
ZweierstoB bezogene Wahrscheinlichkeit, daB in Richtung ? im Winkel 
dw ein zusatzliches Teilchen fliegt [bzw., falls W (#) negativ, ein Teilchen 
fehlt]; dabei wird nicht gefragt, ob dieses Teilchen aus dem Molekular- 
strahl oder dem Streugas stammt. 


Ableitung von W,(8). — Ein Strahl von Gasmolekiilen fliege mit 
einheitlicher Geschwindigkeit u in Richtung der positiven «-Achse durch 
ein Volumelement dt; in diesem befinden sich Molekiile der gleichen 
Art, deren Geschwindigkeiten » isotrop nach MAXWELL verteilt sind. 
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Wir wollen den Streuvorgang zundchst in einem mit der Geschwin- 
digkeit u bewegten System beschreiben, in dem die Strahlteilchen ruhen 
und die anderen Teilchen die mit gestrichenen Vektoren bv’ bezeichneten 
Relativgeschwindigkeiten haben. Ferner sollen Geschwindigkeiten vor 
und nach einem StoB durch den Index 1 bzw. 2 unterschieden werden. 
Der Index1 soll auch fiir Teilchen gelten, 
die dt ohne ZusammenstoB durchfliegen. 
Alle Geschwindigkeiten werden im Ge- 
schwindigkeitsraum in einem mit der Pol- 
richtung (# =0) nach u orientierten Polar- 
koordinatensystem (#, g, v) mit dem 
Ursprung 0 dargestellt (Fig. 1). Eine 
Transformation auf die Koordinaten #’, 
g’,v’ der Relativgeschwindigkeiten erhalt 


lan tahetcns: man dann einfach, indem man den Ur- 
Fig. 1. Polarkoordinaten im ¥ : 
Geschwindigkeitsraum. sprung von 0 um den Vektor u nach 0 


verschtiebt. 

Es sei #- dt die Zahl der Strahimolekile in dt, A die mittlere freie 
Weglange der Streugasmolekiile im Gasraum. Denkt man sich zunachst 
die Streugasmolekiile ruhend, dann wire die mittlere Weglange um y2 
vergroBert, und die Zahl der StéBe je sec der Strahlteilchen gegen 
andere Molekiile in dt ware 

“ 
Z,dt= yaa ndt. (2a) 
Die bei thermischer Geschwindigkeitsverteilung der Streugasmolekiile 
giiltige StoBzahl der Strahlteilchen in dt ergibt sich sodann, indem 
man statt « die mittlere Relativgeschwindigkeit v, einsetzt: 


Zat= yaaa (2) 


v; =f (uw) errechnet sich aus der Gleichung (vgl. z.B. Handbuch der 
Physik, Bd. IX, ,,Theorien der Warme‘‘, S. 395) 


beg co 
Tigh 32 34? +- v2 "302+ 2 
0, = Re no Y 2 p>— ftv? 
1 ao (/ 3u ig ao +] 3u ve re ae). (3a) 
0 “ 


Nach Durchfiihrung der Integration gelangt man zu 


=e 1+ 2p? u2 'D ba at. 
Tales = tI OR a eset (3) 
dabei ist B = => , M = Fehlerintegral, 7 = mittlere Geschwindigkeit 


der Streugasmolekiile. 
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Fur die im bewegten System nicht mehr isotrop verteilten Ge- 
schwindigkeiten der Streugasmolekiile 


b= 5, — 4, (4) 
lautet die MAXWELL-Verteilung 


W (0) dtp, =A -e-Piturdz,, , (5) 
3 
A= (,) ; dt, = Elementarzelle im Geschwindigkeitsraum. 


Die Zahl der StéBe je sec in dt zwischen Strahlteilchen und Teilchen 
der Geschwindigkeitszelle dt,, lautet 


Z (01) dt dt ="""'drt-W(vj) dt. =" dr Ac Piri ‘utdry; (6) 
)24 y2a 

dies ergibt sich wie Gl. (2), nur ist die Zahl der Streugasmolekiile hier 

um den Faktor W (v;) dt,, kleiner. 


Einem ZusammenstoB zwischen einem Teilchen des Streugases und 
einem Strahlteilchen entspricht im bewegten System ein StoB mit der 
Geschwindigkeit », gegen ein ruhen- 
des Teilchen; somit liegen nach dem 
StoB, wie MAXWELL abgeleitet hat, 
im Geschwindigkeitsraum die Ge- 
schwindigkeiten py, und u, der beiden 
StoBpartner auf der den Ursprung 
beritihrenden Kugel mit dem Durch- 
messer »,, und zwar verteilen sie sich 
ir nex Oberfliche dieser Kugel mit Teo Ooo ee ore dec Graciaindie 
gleichmaBiger § Wahrscheinlichkeit. keiten der StoBpartner nach dem StoB. 
(vo und uz stehen jeweils senkrecht 
aufeinander, da wegen der Impulserhaltung »,-—+u,—v, sein muB.) 
Es gilt demnach, wenn der Winkel zwischen »; und einer Flugrichtung 
nach dem StoB mit 0 bezeichnet wird (Fig. 2): 


te=v,' cos @,,, V,= 0,° cos @,. (7) 


Da us und vz sich in ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht von- 
einander unterscheiden, braucht man demnach nur die Verteilung von 
po allein zu berechnen und doppelt zu nehmen. 


Unser Weg ist nun folgender: Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, 
daB nach einem StoB einer der beiden StoBpartner in einer beliebigen 
Geschwindigkeitszelle dt,,, angetroffen wird. Die so erhaltene Ge- 
schwindigkeitsverteilung W, (v2) wird ins ruhende System transformiert 
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(W,(v,)) und ergibt nach (graphischer) Integration iiber das Volumen 
des raumlichen Winkelelementes in Richtung 9, die gesuchte, nur von 
0, abhangige Richtungsverteilung W, (8). 

Zunichst suchen wir die Zahl der StoBpartner S (v9) d Ty, dt, die 
je sec durch die St6Be in dr in eine Geschwindigkeitszelle dt,, gestreut 
werden. Da diese Zahl wegen 
der Rotationssymmetrie nicht 
vom Azimut g abhangt, kann 
ohne Beschrankung der Allge- 
meinheit der Darstellung pg =0 
angenommen, der  Vektor 


OR =v, also in die Zeichen- 
ebene verlegt werden (Fig. 3). 


Fig. 3. Ebene F (senkrecht zur Zeichenebene) als geo- : Im Geschwindigkeitsraum 
metrischer Ort im Geschwindigkeitsraum aller pj, deren ist nach jedem StoB die Wahr- 
»Streakugln' P, eruben, Fularkordinaten 2 der setyeintichkeit, einen der beiden 
Zentriwinkel y. Partner anzutreffen, gleichma- 

Big iiber die Oberflache der 

zugehérigen ,,Streukugel‘’ verteilt. Der geometrische Ort aller 04, 
deren Streukugeln den Punkt P, beriihren, ist die Ebene F durch BR 
senkrecht auf »p,. Alle v;, deren Streukugeln d Ty, schneiden, liegen in 
einer an die Ebene # angrenzenden ,,Schicht"*. Durch geeignete GréBen- 
wahl der unabhangigen Koordinatendifferentiale (dv; > dgy sind} v2 
und dv, >> dv) kann man dt,, langgestreckte Form geben; dann 
hat die genannte Schicht die gleichmaBige Dicke 
dvy. (Dies kann natiirlich nicht bis zu_beliebig 
hohen Geschwindigkeiten v, und v, erfiillt werden, 
aber wohl mit jeder verlangten Genauigkeit bis 
zu festen oberen Grenzen fiir v; bzw. vy, die so 
gewahlt werden kénnen, daB infolge des in Gl. (9) 
bzw. (13) auftretenden Exponentialausdruckes die 
Beitrage aus Zellen héherer Geschwindigkeiten zu 


Fig. 4. Eine Streukugel : ees ° ~ y . ~ 
schneidet die langge- | Vernachlassigen sind.) Von jeder Streukugelober- 


streckte Geschwindig . 
keitszelle d ty. flache liegt der Bruchteil 


(vgl. Fig. 4). 

Zu einer Geschwindigkeitszelle d Ty, =a F + dvy der Schicht gehoren 
nach Gl. (6) Z(v;) dt: dt StéBe je sec von Teilchen der Geschwin- 
digkeit », gegen ruhende Teilchen. Jeder StoBpartner gelangt mit der 


Wahrscheinlichkeit sh. ra nach dt,,. Die Gesamtzahl der in dr 
S& VY . > 


je sec nach dt,, gestreuten StoBpartner liBt sich demnach durch ein 


df 1 


ae atx innerhalb dt, 


‘ 


Ilachenintegral tiber F ermitteln (Faktor 2, weil 2 Teilchen am StoB 


Einzelstreuung von Molekiilen in einem Gas mit MA XWELL-Verteilung. 523 
beteiligt sind) : 


S (v3) dtd =2-dt [ Z (vi) ) ns —aF. (8) 
* Uv Tv 


Mit df. -dv,—drt,, und Einsetzen von (6) und (7) ergibt sich 
S (us) dtd = iy At, de [fe-PeaP. (0) 


Das Flachenintegral 1aBt sich in ebenen Polarkoordinaten (0, y) aus- 
driicken; dabei ist 9 der Abstand yom FuBpunkt L des Lotes von 0 
auf F (Fig. 3), y der Zentriwinkel bei L: 
{[aF =fdyfodo. (10) 
F 0 0 
Einsetzen von 
vi =? + (vg +u-cosd)? (11) 


(vgl. Fig. 3) in (9) bzw. (10) ergibt 


Ves ss 


S (09) dt),dt = = a ge Ties rental id 6 Jap (42) 
und, da 
pt —Bo? Seb St Le 
fe CEE de op gptertgs 
’ 2\/2n - Wet ens A2)8 
S (v4) dt,.dt = gle oP ucos dz, dr, (13) 


Dividiert man durch die StoBzahl je sec in dt, Gl. (2), dann erhalt 
man den dimensionslosen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, daB im 
Mittel nach einem StoB aus beliebiger Richtung ein StoBpartner in der 
Geschwindigkeitszelle dt,, angetroffen wird: 


4 1 —_ At fait: cos 8. 
ee TE 8A) EF T5%: (14) 


— , ay! 
VU, “2 


W, (v4) dt, = — 


It 


2 


Mit Benutzung der folgenden, aus Fig. 5 ersichtlichen Bezichungen 
kann (14) ins ruhende System transformiert werden: 


vo? = v3 +4? — 2v,-u-costy, (15) 

v8 = vy? +02 + 205+ u- cos, i416) 
sin mes (4 7) 
sin By Ve 


Die erhaltene Geschwindigkeitsverteilung W,(v,) ist noch zu integrieren 
iiber das Volumen des raumlichen Winkelelementes dw und ergibt die 
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gesuchte Richtungsverteilung 


4 oe v3 _p (vi — ucos By v2)? 
W, (D4) —— ——— aX. — ; e vi — 24 cos By 0, +" 20,q. (18) 
WO vy 3 — 2ucosB, v,+ 4 
0 


W, (0) dw ist die Wahrscheinlichkeit, daB nach einem StoB ein Stob- 
partner in die Richtung #, (p, beliebig) in den raumlichen Winkel dw 
gestreut wird. 

Die Integration gelingt verhaltnismaBig einfach aut graphischem 
Wege. Schreibt man den Ausdruck namlich 


ies ; 
W, (2) = aie oP + 400881) dy, (18a) 
O° U Vy Ug 
0 

dann sieht man, daB fiir einen beliebigen Punkt P, des Geschwindig- 
keitsraumes die GrdéBen vy, vo und (v; + cos @) leicht aus einer Kon- 
struktion nach Fig. 5 entnommen werden kénnen. Man ermittelt so 
den Integranden fiir eine Schar von 
Punkten jeweils in einer festen 
Richtung #,; graphische Integration 
ergibt den Funktionswert fiir diese 

Richtung. 
Die Ableitung von W,, (8) ist ein- 
Fig. 5. Schnitt durch Geschwindigkeitsraum in facher. Es wird jetzt nach Teilchen 
der Ebene ¢=9’=0. gefragt, die vor dem StoB die Ge- 
schwindigkeit vy haben; der Index 
,2°° bezieht sich also jetzt auf Teilchen vor dem StoB. Die Zahl der 
StéBe in dr je sec, an denen Teilchen der Zelle dt,, beteiligt sind, ent- 
nimmt man aus (6) (mit vy statt vj). Division durch die StoBzahl (2) 
ergibt entsprechend (14) die auf ei#en StoB bezogene Wahrscheinlichkeit. 
Integration tiber das Volumen des Kegels dm fiihrt zur Richtungs- 

verteilung 


Cw 
3 8 -s, 
Wi, (82) = are | v3 vy — 2u cosPgvg+ut-e-P%du,, (19) 
oder 
~ 
8 , —_ 2 
Wy (P,) ———~ oa [obetiee Bt 0} dvs. (19a) 


0 
Wi1(%) dw ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei einem beliebigen StoB 


eines Strahlteilchens der StoSpartner aus der Richtung #, (2 beliebig) 
innerhalb des réumlichen Winkels de kommt. (19a) eignet sich ahnlich 
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wie (18a) fiir eine graphische Integration. — Fiir den Sonderfall @,=0 
geht (19) tiber in den einfacheren und analytisch integrierbaren Ausdruck 


gs 
W, ¢ 
11 (#,=0) F 


78 0 vy 
“ 
0 


~ 


[ot Vg—ulePidyy, (20) 


_ (Der Absolutbetrag der Relativgeschwindigkeit muB eingesetzt werden, 
da es bei der StoBwahrscheinlichkeit nicht darauf ankommt, ob das 
Strahlteilchen den StoBpartner einholt oder umgekehrt.) Die Inte- 


gration liefert 


1 u 


Wi1s,=0) = = 2 
TV, 


@ (Bu) + = eo v : ramet ip (21) 


4 


Fir 0, =a erhalt man aus (19): 


Wi1(0,=2) = 


v+u 


=—<an 
47 Vy 


(22) 


Die Wahrscheinlichkeit W,(#) dw, daB ein StoBpartner in die 
Richtung # gestreut wird, abziiglich der Wahrscheinlichkeit Wy, (0) da, 
daB ein Gasteilchen aus dieser Richtung abgelenkt wird, ergibt die 
Streuverteilung W (#) dm fiir eine feste Strahlgeschwindigkeit w. 

Mittelung tiber die Geschwindigkeitsverteilung im Strahl. — Bisher 
haben wir mit einem festen Wert fiir « gerechnet. Um die MAxwELL- 


Verterlung im Molekularstrahl 
zu beriicksichtigen, kann man 
den gesamten Geschwindig- 
keitsbereich OX u< co in m 
Teilbereiche A,w unterteilen, 
deren jeder 1/m aller Teilchen 
umfa8t. Es wird nun erst fiir 
die arithmetisch mittlere Ge- 
schwindigkeit u, jedes Teil- 
bereiches die Streuverteilung 
W,(#) ermittelt und hieraus 


v 


a 
aot 
SS 
oH 


a 
Ss 


0 05 15 20 


7 


Fig. 6. Maxwext-Verteilung {(u/v) der Strahlmolekile; 
Einteilung in 3 Bereiche. 


zuletzt die endgiiltige Streuverteilung W(#) durch Mittelung gewonnen; 
dabei ist W,(8) jeweils mit dem Gewicht w, einzusetzen, da ja die 
StoBwahrscheinlichkeit proportional w ist. 

Wir kénnen schon mit m=}3 eine gute Naherung erwarten; es zeigt 
sich naimlich, daB die so ermittelten Funktionswerte nur sehr wenig 
von jenen abweichen, die fiir homogene Strahlgeschwindigkeit u =v 
gelten wiirden. Die oberen Grenzen fiir 3 Bereiche errechnen sich zu 
u=0,78:0, 1,15°v und oo, die arithmetisch mittleren Geschwindig- 
keiten der Teilbereiche zu 0,547-7, 0,965 -v und 1,49-0 (Fig. 6). W,(#) 
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; ut v - 3u 
wurde deshalb fiir die Geschwindigkeiten # = = => =v und “= =a 
graphisch ermittelt!. Die Konstante v, gewinnt man fiir diese 3 Falle 
aus (3) zu v, =1,103 -v baw. 1,378-v bzw. 1,761 - v. (Innerhalb einer 
Teilchenmenge mit MAXWELLscher Geschwindigkeitsverteilung gilt be- 
kanntlich als Mittelwert aller Relativgeschwindigkeiten 7, cd E = 


1,414-%.) Die Ergebnisse zeigen Tabelle 1 und Fig. 7. 


Tabelle 1. Graphisch ermittelte Werte fur 
W (0) =W, — Wy, gemittelt tiber die Ge- 
schwindigheitsverteilung im 


Molekularstrahl. 
0 | Wo) | Wal?) W (0) 
0° co. 836. |-_—s«€0,0252 | 20 
1° 1,105 0,025 | 1,080 
So | 788 0,026 | 0,762 
110° | 0/6276 0,0270 0,6006 
45° 0,2941 0,0516 0,2425 
90° 0,1106 0,0830 | 0,0276 
135° | 0,0546 0,1041 |—0,0495 


480° | 0,0450 0,1110 |—0,0660 


“ Soe : re 
Wir benotigen nun eine Nahe Oe MO a ee 

rungsgleichung zur Beschreibung v—e 

des Funktionsverlaufes von W(#). — Fig.7. Streufunktion W(#)=W,—-Wy. x-——x 
eS : : . : : ae errechnete Funktionswerte fiir W; bzw. Wi,, 

Fur eine vielgliedrige Interpolations 0 © © extents Funkilehewsii Gate 

gleichung, die durch alle graphisch Naherungsfunktion Gl. (23) far WW. 

ermittelten Funktionswerte exakt 

erfillt wird, diirfte kein Bediirfnis vorliegen. Eine einfache, empirische 

Gleichung, in deren Kurve sich alle Werte befriedigend einfiigen, lautet 

§ § § 


W (9) =—0,291 - Insin © — 0,066. (23) 


Sie ist in Fig. 7 als ausgezogene Kurve eingetragen. DaB der Funktions- 
wert fiir ?-> 0 logarithmisch gegen Unendlich streben muB, kann man 
aus einer Diskussion des Integrals (18) bei dieser singularen Richtung 
entnehmen. Die Konstante 0,291 wurde durch die Bedingung bestimmt, 
daB das Integral [{W(%) dw =1 sein muB. 

Die Streufunktion Gl. (23) laBt sich auch in eine andere Form 
umwandeln, die fiir manche Anwendungen giinstiger sein kann: 


W (9) = —0,146 - In (1 — cos 9) +.0,035. (23 a) 


Die Richtungsverteilung der Streuintensitaét, die wir fiir Streuung 
an Molekiilen thermischer Geschwindigkeitsverteilung errechnet haben, 


? Wir danken Frl. G. LAuInGER fiir die sorgfaltige Durchfiihrung der gra- 
phischen Integration. 


4 


7: 
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ist also véllig verschieden von derjenigen bei der Strewung an ruhenden 
Molekiilen. Die Streufunktion hat bei #—0 eine Unendlichkeitsstelle, 
die durch Haufung (im mit u bewegten System) sowohl von streifenden, 
als auch von zentralen Zusammensté8en mit Streugasteilchen aus allen 
Richtungen entsteht; die Intensitat bleibt natiirlich endlich, da das 
Integral iiber die singulare Richtung hinweg konvergiert. Bei Winkeln 
oberhalb etwa 100° wird die Streuintensitat negativ; dies liegt daran, 
‘daB die Molekularstrahlteilchen bev orzugt mit entgegenlaufenden Streu- 
gasmolekiilen zusammenstoBen, sie also aus diesen Richtungen ablenken. 


Gesonderte Streuverteilung der Molekularstrahlteilchen. 

Die Funktion WW; (#) erfaBt fiir jede Richtung mit gleicher Wahr- 
scheinlichkeit die beiden Partner eines ZweierstoBes. Interessiert man 
‘sich nur fiir die Streufunktion der Molekularstrahlteilchen allein, ohne 
die der Streugasmolekiile, so gibt $1,() dw die Wahrscheinlichkeit 
dafiir an, daB ein Teilchen des Strahles nach einem StoB in der Rich- 
tung # (g beliebig) innerhalb des raumlichen Winkels dm angetroffen 
wird. Als empirische Naherung fiir die Funktion WV, (#) kénnen dienen 


WF, (8) =—0,228-Insin % + 0,045 (24) 
bzw. 
W, (#) = —0,114- In (1— cos 8) + 0,124. (24a) 
Diese Funktion ergibt, im Gegensatz zu (23), positive Werte fiir die 
-Riickwartsstreuung; vgl. Fig. 7. 


t] 


; Kontrollrechnungen. 


Zur Kontrolle unserer Rechnungen, soweit sie analytisch durch- 
gefiihrt wurden, kann man im bewegten System die Streuwahrschein- 
‘lichkeit (14) tiber den gesamten Geschwindigkeitsraum integrieren: 


, 1 ao 

{f W, (0) dt, =~ [a (cosy) [vy eM swom ee" dy dg. (25) 
« wv vy w « « 

; ae 0 

Das Ergebnis ist 

[[[M od are= = a 14D (Bu) + ere] = 2. (26) 


A 2p? u 


b 


Fiir v, wurde der Wert aus (3) eingesetzt. Das Ergebnis = 2 gibt richtig 
an, daB 2 StoBpartner irgendwohin gestreut werden. — Entsprechend 
liefert die Integration iiber W,1 (02) das Ergebnis =1: Am StoB ist 
1 Teilchen des Streugases beteiligt. 


528 J. W. Hrsy und M. Pav: 


Ein Urteil iiber die Genauigkeit der graphisch ermittelten Funktions- 
werte (Tabelle 1) erhalt man, indem man die Integrale [[W(0) dw 
und {{W,(0) do iiber alle Richtungen des Geschwindigkeitsraumes, also 


an [W,(8)sinddd baw. 20 f W;,(8) sind dd 
0 0 


graphisch berechnet; auch hier ist das Ergebnis 2 bzw. 1 zu erwarten. 
In unserem Fall ergaben sich Abweichungen von weniger als 3%. Die in 
Tabelle 1 aufgefiihrten Werte 
sind noch dadurch verbessert, 
daB jeder Funktionsverlauf 
Knouer, absol. MeBwerte: durch Multiplikation mit 
a He einem Korrekturfaktor auf 
4s richtiges Ergebnis des Inte- 
Zabel, relat. MeBwerte: grales normiert wurde. 


x He 
+ He 


Vergleich mit vorliegenden 
Messungen. Diskussion. 


Streutunktion GL. (23) 


Messungen der Streuung 
von Molekularstrahlen im 
gleichartigen Gas wurden von 
KNAUER! und von ZABEL? 
durchgefiihrt. In Fig. 8 sind 
ihre Ergebnisse im Vergleich 
mit unserer Streufunktion 
Gl. (23) eingetragen. KNAUER 
berechnet die mittlere freie 
Weglange aus der gemessenen 
Schwachung des Primarstrah- 
les. Dies muB jedoch fiir das 
Fig. 8. Gemessene Streuintensitaten in Abhangigkeit starrelastische Kugelmodell = 

vom Streuwinkel # kleine Werte fiir A ergeben, 


da an der gemessenen Schwa- 
chung auch Kleinwinkelstreuungen beteiligt sind, die ihre Ursache 


haben 1. in den im elastischen Kugelmodell nicht erfaBten VAN DER 
WaAAts-Kriaften, 2. in der von der Wellenmechanik geforderten Zunahme 
der Streuquerschnitte bei kleinen Streuwinkeln. Fiir die Auswertung 
der MeBergebnisse von KNAUER wurde 4 deshalb von uns aus den 
angegebenen Streudrucken berechnet, unter Zugrundelegung der nach 
CHAPMAN aus Viskositatsmessungen berechneten Weglangen*. Die MeB- 


* Knauer, F.: Z. Physik 80, 80 (1933). 
* ZABEL, R. M.: Phys. Rev. 44, 53 (1933). 
3 LANDOLT-BORNSTEIN: Physikalisch-chemische Tabellen, 5. Aufl., Bd. I, S. 120. 
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reihe mit Wasserdampf wurde fortgelassen, da die Messung des Druckes 
als sehr ungenau bezeichnet wird; ihr Relativverlauf unterscheidet sich 
wenig von der fiir Wasserstoff. ZABEL gibt nur Relativwerte der Streu- 
intensitat an; sie wurden so eingezeichnet, daB bei 30° Ubereinstimmung 
mit dem aus Tabelle 1 interpolierten Wert unserer Streufunktion 
besteht. — Die Unterschiede im Kurvenverlauf zwischen den ver- 
schiedenen Gasen diirften innerhalb der Fehlergrenze der Messungen 
_liegen; daB die MeBpunkte fiir Sauerstoff ziemlich stark herausfallen, 
mochten wir auf die vermutlich ungenaue Absolutmessung des in 
diesem Fall besonders niedrigen Streudruckes mittels eines McLEop- 
Manometers zuriickfiihren. 

Die Ubereinstimmung der MeBwerte mit unserer Streufunktion ist 
— im Hinblick auf die Schwierigkeit der Messungen und die mehr- 
fachen Korrekturen, die an den primar gemessenen GréBen vorgenommen 
werden muBten —, sehr gut zu nennen. DaB die gemessene Streuung 
bei kleinen Winkeln héher ansteigt, als die berechnete, entspricht der 
Erwartung. Die VAN DER WaAAtsschen Krafte bewirken Ablenkungen 
um kleine Winkel, die im elastischen Kugelmodell nicht als St6Be erfaBt 
werden. AuBerdem liefert die wellenmechanische Rechnung von MASSEY 
und Mouwr? auch schon bei Annahme des gleichen Kraftgesetzes, wie 
beim Sto8 starrelastischer Kugeln, fiir kleine Streuwinkel gréBere 
Wirkungsquerschnitte und damit gréBere Streuintensitaten. Bei He 
von Zimmertemperatur beginnt der Anstieg der wellenmechanischen 
Streufunktion iiber den klassischen Wert etwa bei #=15° und erreicht 
bei 0° etwa den 500fachen Wert. Dies betrifft natiirlich nur die Molekiile 
des Strahles; kleine Ablenkungen der anderen Sto8partner wirken sich 
in unserem Fall nicht auf die Streufunktion aus. — Andere wellen- 
mechanische Beugungsmaxima k6énnen sich wegen der inhomogenen 
Geschwindigkeiten nicht bemerkbar machen?. 


Herrn Dr. G. MoLrERE danken wir fiir niitzliche Hinweise. 


Hechingen, Forschungsstelle fiir Spektroskopie in der Max-Planck- 
Gesellschaft, Januar 1951. 


1 Massey, H. S. W., u. C. B.O. Mower: Proc. roy. Soc., Lond. (A) 141, 434 


(1933). 
2 Vgl. MizusHmA, S.: Phys. Z. 32, 798 (1931). 
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Energieverlust schneller Elektronen 
beim Durchgang durch Folien (Vielfachstreuung). 
Von 
WALTER SCHULTZ. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. Februar 1951.) 


Einer von Lanpav! angegebenen Methode folgend wird eine Integrodifferential- 
gleichung fiir die Verteilungsfunktion der gebremsten Elektronen aufgestellt. 
Mittels Fourrer-Transformation erhalt man eine Integraldarstellung der Ver- 
teilungsfunktion. Das Integral wird naherungsweise ausgewertet, wobei Anregung, 
Ionisation und Bremsstrahlung beriicksichtigt werden. Vergleich mit Messungen 
von Pau und REIcH? zeigt bei der Primarenergie von 2,8 MeV gute Ubereinstim- 
mung; bei 4,7 MeV Einfallsenergie sind die experimentellen Kurven wesentlich 
breiter als die errechneten. Ferner zeigt sich, daB durch die Messungen von PavuL 
und Reicu die Fermi-Korrektur (Einflu8 der Polarisierbarkeit des streuenden 
Mediums auf den Energieverlust) sehr gut bestatigt wird. 


Einleitung. 

Lat man einen parallelen Strahl von schnellen Elektronen mono- 
chromatischer Energie eine Streufolie durchsetzen, so sind experimentell 
zwei Einfliisse festzustellen: 

1. Die Elektronen haben einen Energieverlust erlitten und besitzen 
nicht mehr monochromatische Energie. 

2. Die Elektronen sind aus ihrer urspriinglichen Richtung in ver- 
schiedene Winkel gestreut worden. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die erste dieser beiden 
Erscheinungen theoretisch zu behandeln unter der Voraussetzung, daB 
das einzelne Elektron beim Durchqueren der Schicht eine groBe Zahl 
von ZusammenstéBen erleidet (Vielfachstreuung). Man hat nun grund- 
sitzlich zwei Méglichkeiten zur Behandlung der vorliegenden Frage, 
ndmlich die statistische Betrachtungsweise einerseits und die analytische 
Vormulierung andererseits. Beide Methoden fiihren natiirlich zu den- 
selben physikalischen Aussagen. Die erste Lésungsmethode besteht 
darin, zunichst die Wahrscheinlichkeit dafiir hinzuschreiben, daB das 
Elektron  StéB8e (und nur » StéBe) mit vorgegebenem Energieverlust 
erleidet, und sodann iiber alle méglichen StoBzahlen zu summieren?. 


' Lanpau, L.: On the energy loss of fast particles by ionisation. J. Physics 
UdSSR. 8, 201 (1944) 
* Pau, W., u. H. Retcw: Z. Physik 127, 420 (1950). 

3 Man vel. etwa G. WENZEL, Ann. Phys. 69, 335 (1922) und G. MOLIERE, 
Naturforschg. 3a, 78 (1948). 
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In der analytischen Behandlungsweise dagegen wird eine Integrodiffe- 
rentialgleichung fiir die gesuchte Verteilungsfunktion aufgestellt und 
mittels geeigneter Transformationen gelést. In der vorliegenden Arbeit 
wird ausschlieBlich diese Methode verwendet. 

Um die Theorie in méglichst iibersichtlicher Form aufzubauen, wird 
zunachst die Energiestreuung als unabhingig von der Winkelstreuung 
angenommen. Dieses Vorgehen wird durch folgende Uberlegung ge- 
rechtfertigt: Die St6Be, bei denen ein Energieverlust stattfindet, erfolgen 
fir Elektronen hoher Energie praktisch ohne Winkelanderung (die 
ionisierenden StéBe mit groBem Energieverlust, fiir die dies nicht zu- 
trifft, sind so selten, daB sie praktisch keine Rolle spielen gegeniiber der 
elastischen Streuung, die um den Faktor ,,Kernladungszahl‘ gréBer ist). 
Das hei8t aber, da8 die Energieverteilungskurve unabhangig ist von der 
Austrittsrichtung der Elektronen, wenn man sich auf so kleine Winkel 
beschrankt, daB man von der Wegverlangerung durch den Umweg ab- 
sehen kann. 

In einem spateren zweiten Teil soll dann die Richtungsverteilung 
der gestreuten Elektronen untersucht werden ohne Riicksicht darauf, 
mit welcher Energie sie die Streufolie verlassen. 


(In einer weiteren Arbeit ware in konsequenter Fortfiihrung dieser 
Theorie Energie- und Winkelstreuung gemeinsam zu behandeln, also 
z.B. speziell der Einflu8 des Energieverlustes auf die Winkelstreuung 
oder der Einflu8 des Umweges auf die Energiestreuung. Im allgemein- 
sten Fall ware also die Wahrscheinlichkeit gesucht dafiir, daB ein Elek- 
tron mit bestimmtem Energieverlust unter bestimmtem Winkel die 
Streufolie verlaBt.) 

1. Die Differentialgleichung der Energieverteilungskurve 
und thre Lésung?. 

Fiir die rechnerische Behandlung idealisieren wir die Energiestreuung 
durch folgendes Modell: Ein unendlich ausgedehnter Strom von parallel 
fliegenden Elektronen der Energie E, fallt bei x 0 auf eine Streufolie 
der Dicke J, die » Atome je cm* enthalten médge. Gefragt wird nach 
der Wahrscheinlichkeit W(/,7) dj, daB ein Elektron beim Durchqueren 
der Schicht einen Energieverlust im Intervall 7, 7 -+dy erleidet. Dabei 
setzen wir den Wirkungsquerschnitt des EinzelstoBes q(F, e) de fiir 
einen Energieverlust im Intervall e, e+de bei der StoBenergie EF als 
bekannt voraus. Eine besonders einfache Behandlung wird sich dann 
ergeben, wenn q(E, ¢) =q/(e) als unabhangig von der StoBenergie E an- 
gesehen werden kann, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen heraus- 
gegriffenen EinzelstoB unabhangig davon ist, welche Energieverluste 


1 Es wird das elektrostatische CGS-System verwendet. 
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das Elektron bei den vorangegangenen StéBen erlitten hat, die Einzel- 
stéBe also unabhangig voneinander sind. 

Um nun eine Differentialgleichung fiir die Verteilungsfunktion zu 
finden, betrachten wir den gesamten Elektronenschwarm beim Durch- 
dringen der Folie. Wir fragen, wie sich die Verteilungsfunktion 
W(x-+dx,m) an der Stelle x-+dx aus der Verteilungsfunktion W(x, 7) 
an der Stelle x ableitet. Wir schreiben zunachst das Ergebnis hin: 


4 Sf 
Wl.) 4 -Q(Ey—n)- Was n) + nf dn’ W(x) | 
/ 0 


(1) 
x g(Ey—7',4—7'), 


wobei Q(E) der totale Wirkungsquerschnitt bei der StoBenergie & ist. 

Diese Gleichung besagt offenbar, daB die Zahl der Elektronen mit 
einer Energie im Intervall 7, 7 +d7 beim Durchdringen der Strecke dx 
vermindert wird um diejenigen Elektronen, die aus diesem Energie- 
intervall in irgendein anderes gestreut werden, dagegen vermehrt wird 
um die Zahl derjenigen Elektronen, die in dieses Energieintervall hinein- 
gestreut werden. 

Da q(E, «) definitionsgemaB gleich null wird fiir e<0, kann die 
obere Integrationsgrenze in (1) bis © erstreckt werden. Ferner muB 
der mathematische Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion W(x, 7) fiir 
negative Energieverluste praktisch verschwinden, so da8 zur Verein- 
fachung der Rechnung die untere Integrationsgrenze durch — oo ersetzt 
werden darf. 

Eine Lésung von (1) 1aBt sich nicht ohne weiteres angeben, da die 
gesuchte Funktion noch einmal unter dem Integral auftritt. Wir wollen 
uns zunachst auf den Fall beschranken, daB sich die StoBenergie beim 
Durchdringen der Schicht nur unwesentlich andert, so daB wir den 
Wirkungsquerschnitt fiir den EinzelstoB als unabhangig von der Stob- 
energie ansehen kénnen. Wir setzen also 


Q(Ey—n) ~Q(Eo) und g(Ey—n’,—1') ~ 9 (Eo. n—77') 
und gehen nun zu einer Gleichung fiir die Fourter-Komponente iiber, 


indem wir mit e'?” multiplizieren und iiber dn integrieren. Mit der 
Kiirzung fiir die Fourrer-Transformierten 


> +00 ; 7 - +00 
W(x,0)= f dne'e"W(x,y) und 9(9)= f deeeeg(e) (2) 
haben wir dann die einfache Differentialgleichung 


by W(x, 0) =(—nQ +n G(o))- (x, 0), 
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deren allgemeine Lésung wir sofort angeben kénnen: 
W(x, Q) =C(Q) ems OrmeHo), 
wobei C(e) durch die Anfangsbedingung 
W (0, 9) dn = dn - b(n) 


zu C(o)=1 bestimmt wird. Transformieren wir nun wieder zuriick, 
erhalten wir als Lésung 
f .  —ientne fr aedeeg(e) 
W(x, 7) = = g Ase | doe oat 3) 
—oo 

Damit ist aber die physikalische Fragestellung im Prinzip gelést und 
auf eine reine Rechenaufgabe zuriickgefiihrt: Wir haben fiir die Funk- 
tion g(e) lediglich den differentiellen Wirkungsquerschnitt aller der- 
jenigen Prozesse einzusetzen, die fiir die Vielfachstreuung beriicksichtigt 
werden sollen. 


2. Anwendung auf Streuung von Elektronen an Atomen. 


Wir wenden diese Formel nun auf die Streuung von Elektronen am 
Wasserstoffatom an, wobei wir von Bremsstrahlung usw. absehen und 
annehmen, daB der Energieverlust lediglich durch Anregung diskreter 
und kontinuierlicher Niveaus hervorgerufen wird. Dann konnen wir 
fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt des EinzelstoBes in guter 
Naherung schreiben 


q(é)de= ae{ D4, d(e—e,) + StH, 


wobei der letzte Term nur fiir ¢ >, gilt. Die GroBen A, und B sollen 
zunachst als unabhangig von der StoBenergie E angenommen werden. 
Das Summenzeichen in der Formel ist so zu verstehen, daB iiber diskrete 
Niveaus zu summieren und iiber kontinuierliche Niveaus zu integrieren 
ist. Der erste Term enthalt den Energieverlust durch Anregung diskreter 
Niveaus und kontinuierlicher Niveaus mit einer Energie <ex, der 
zweite Term beriicksichtigt den Energieverlust durch Anregung kontinu- 
ierlicher Niveaus mit einer Energie > ¢,. Dabei ist ex eine willkiirliche 
Grenze, die aber so gewahlt sei, daB ex groB gegentiber der Ionisations- 
energie des Atoms und klein gegeniiber der Einfallsenergie ist. Ferner ver- 


langen wir als Bedingung fiir das Vorliegen von Vielfachstreuung, dab 
HEB 
a ek 
€K 
t Eine eingehendere Untersuchung zeigt, daB sich das Ergebnis nur unwesent- 
lich andert, wenn man fiir den Wirkungsquerschnitt der ionisierenden St6Be an 
Stelle der obigen Naherung den exakteren Ausdruck einsetzt, wie er z.B. von 
Cur. MoLtEerR, Ann. Phys. (5) 14, 531 (1932) angegeben wurde. 


36* 
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sei, was fiir hinreichend dicke Schichten stets erfiillbar ist. Physikalisch 
redautet dies im wesentlichen, daB die Zahl der ionisierenden StoBe, 
die ein Elektron beim Durchqueren der Schicht erfahrt, groB gegentiber 
eins sein soll. 

Setzen wir nun diesen Wirkungsquerschnitt in (3) ein und ent- 
wickeln im Exponenten nach der im Anhang a erlauterten Methode 
bis zu den in o quadratischen Gliedern, so werden wir mit den obigen 
Voraussetzungen auf das folgende Integral gefiihrt 


co 


" lr Chel —puo* 
Wil n=a- [doe “e" aS aaa 
27] It oa — 
0 
mit 
6 Mis 
K 
4 : a 
i[s== Peon hme eo te 


P 
feel 4 5 ie ' 
L=5, E D2 A, @—ex| (C=0,577..., EULERsche Konstante). 


Setzen wir die aus der Einzelstreuung! bekannten Daten ein, erhalten 
wir 
: Sm v? x v* : m e 
€=1—C+Ihn -— —-\—-. mit a=; 
: , v o i? 
(1,105)? At at (1 — - 
\ & 
und 
UA at |In** 4 &—4 C 
Ba 3m ie |" 


In diesem Ausdruck tritt explizit die willkiirliche Grenzenergie ex auf. 
Da sie jedoch unter dem Logarithmus steht, ist der genaue Wert dieser 
GréBe nicht wesentlich, 

Fir hinreichend groBe Schichtdicken (d.h. « hinreichend groB) 
koénnen wir zuniichst vom letzten Term absehen, so daB sich fiir die 
Verteilungsfunktion ergibt 

- 1 ie ? . R - toy—telne— = 
W(L,y) = : a(é— 11) mit O(y)=-— [doe Ma 


0 


Der wahrscheinlichste Energieverlust liegt etwa bei & = y/«, also praktisch 
an der Stelle, die von der Wittramsschen Theorie? angegeben wird. 


Um nun auch noch den letzten Term zu beriicksichtigen, entwickeln 
wir 2 
eh wi —po?. 


‘ Moxtrer, Cur.: Ann. Phys, (5) 14, 534 (1932). 
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Wenden wir wieder die in Anhang a erlduterte Naherungsmethode an 


und beschranken uns fiir hinreichend kleine x auf das erste Entwicklungs- 
glied, erhalten wir 


7 ~3(E-2) 
Wl, n) =~ 0(g—")— < a 


Das heiBt, daB durch diesen Term das Maximum der @-Funktion etwas 
verkleinert wird und da8 an den abfallenden Seiten eine Verbreiterung 
eintritt. Physikalisch bedeutet dies, daB die St6Be, bei welchen diskrete 
Niveaus angeregt werden, nicht nur zu einer Verlagerung des wahr- 
scheinlichsten Energieverlustes beitragen, sondern auch eine VergréBe- 
rung der Halbwertsbreite hervorrufen. 


Wir hatten im Vorangegangenen angenommen, daB im differentiellen 
Wirkungsquerschnitt der Energieverlust bei einem EinzelstoB beliebig 
hoch sein kann. Das ist in Wirklichkeit natiirlich nicht der Fall, da 
héchstens eine Energie TJ in der GréBenordnung der StoBenergie ab- 
gegeben werden kann. Die GréBenordnung des hierdurch entstehenden 
Fehlers 14Bt sich durch eine einfache Uberlegung abschatzen. Wir 
werden dann keinen wesentlichen Fehler machen, wenn das einzelne 
Elektron auf seinem Wege durch die Schicht praktisch keine StdBe 
erfahrt, bei denen es einen Energieverlust > TJ erleiden wiirde, d.h. 
wenn 

nel fe Sde=e< 
_ ist. Die Durchrechnung zeigt, daB der Fehler von der GroBenordnung 
(a/T)? ist, fiir hinreichend schnelle Elektronen also vernachlassigbar klein. 


Wir haben alle Uberlegungen bisher auf das Wasserstoffatom be- 
schrankt; die Ubertragung der Ergebnisse auf Atome mit héherer 
Ordnungszahl erfolgt in der Weise, daB wir die einzige Atomeigenschaft, 

2 a2 : 
die in die Resultate eingeht, namlich die Bindungsenergie a bei 
hdheren Atomen durch eine ,,mittlere Bindungsenergie“! ersetzen: 
a?->Z a? und die Zahl der Atome je cm* ersetzen durch die Zahl der 
Elektronen je cm’. 


3. Beriicksichtigung der Abhdngigheit des Wirkungsquerschnitts 
von der StoBenergte. 


Wir hatten im Vorangegangenen zur Lésung der noch exakt giiltigen 
Gl, (1) angenommen, daB der differentielle Wirkungsquerschnitt nicht 


1 Brocu, F.: Z. Physik 81, 363 (1933). 
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von der StoBenergie abhangt. Wenn man nicht gerade vollstandige 
Abbremsung der Elektronen in extrem dicken Schichten untersuchen 
will, wird es geniigen, die Abhangigkeit von der StoBenergie durch die 
Tay Lor-Entwicklung 


6g (E,n — 7’) 


q(Eo—1'.n—1') ~ 9 (Eo. —1') —11 | eE Ista 


zu beriicksichtigen. Anschaulich bedeutet dies z.B. fiir die Anregung 
eines diskreten Niveaus folgendes: Die Abhangigkeit des Wirkungs- 
querschnitts von der StoBenergie ist in 
der oben skizzierten Art gegeben. Bisher 
hatten wir mit einem konstanten Wir- 
kungsquerschnitt gerechnet (punktierte 
Gerade). Statt dessen ersetzen wir nun 
die Kurve durch ihre Tangente im Punkte 
der Einfallsenergie Ey beim Eintritt in 

eet diag — die Schicht (gestrichelte Gerade). Mit 
Ce ae obiger Entwicklung erhalten wir dann 

aus (1) die Gleichung 


Wirkungsquerschnittg (Ee) 


OW , a a y / 7 ‘ , 
ae ie Bh es —nQ (Ey) W(x, 7) +n [ay W(x, 7')-q(Eo,y—7') + 
' ‘0 (E) teas r ( €G(E, — 97’) 
oo ee ‘ey: Jenn,” [a ae )(“ oF : as 


Zu ihrer Lésung fiihren wir wieder die FourteR-Transformation (2) 
durch und beriicksichtigen, daB hieraus sofort folgt 
C ~ 


f dn e'e"n W(x, 7) =—i— W(x, 0). 


co 


Fuihren wir schlieBlich noch die Kiirzung ein 
P(E 9,0) = gq (Eo, 0) —nQ (Ep), 


so haben wir die Gleichung zu lésen 


bx W(x, Q) = P(Eo, 0) W(x,0) +i() xo). (4) 
In Sonderfallen kann man zwar die exakte Lésung formal angeben, 
jedoch ist es nicht gelungen, in den Fallen, welche physikalisch von 
Interesse sind, das Ergebnis in eine brauchbare Form zu bringen. Wir 
wollen daher von vorneherein die weitere Naherung vornehmen, daB 
wir uns auf kleine Schichtdicken beschranken, d.h. das Ergebnis nach 
Potenzen von x entwickeln. Dabei wird es sich zeigen, daB man fiir 


die meisten praktisch interessierenden Falle diese Entwicklung bereits 
mit dem linearen Gliede abbrechen darf. 
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Zur Durchfiihrung dieser Naherungsrechnung schreiben wir (4) in 
der Form 


é = G a Qa 
We) ox UO) —1= Ai aE (INPUE, @)) 5 u(x, @) 
mit 
u—InW. 


Dabei sei 4 ein Entwicklungsparameter, den wir am Ende der Rechnung 
gleich eins setzen. Entwickeln wir nun die gesuchte Funktion u in 
eine Potenzreihe nach 4 


u(x, e) = u (x, 0) + Au (x, @) + A... 


und fiihren einen Koeffizientenvergleich in den einzelnen Potenzen 
durch, erhalten wir als nullte Naherung 


w(x, 0) = Po) + x. 


Das ist aber der bereits oben eingehend diskutierte Fall. Fiir die erste 
Naherung ergibt sich dann 


#2 OW(E,0) aP(E,0) 
iat ny ae eee Q) 
oie (ot hel Sema y Bpwei 


Man erkennt tibrigens, daB in jeder weiteren Naherung die Schicht- 
dicke x jeweils in einer um eins héheren Potenz auftritt, so daB wir 
tatsachlich eine Entwicklung nach Potenzen von x gewonnen haben. 
Beschranken wir uns auf die erste Naherung, erhalten wir fiir die Ver- 


teilungsfunktion 
wit ll 2 Rl EE 


2 t ton+x¥(o)+4i = r P 
W(x,7) =—— | doe =e es fe 
‘*, 1) =>— | de 


Die Auswertung des Integrals ergibt, daB man fiir die Streuung an 
Atomen in guter Naherung fiir den nichtrelativistischen Grenzfall 
erhalt 


m= Fe (ge it 8-2) 


Das ist genau die alte Kurvenform, nur in einem anderen MaBstab 
gezeichnet. Man sieht, daB die Abweichungen von der frither erhaltenen 
Funktion in der zu erwartenden Richtung liegen: Der wahrscheinlichste 
Energieverlust hat sich zu etwas gréBeren Werten hin verschoben und 
die gesamte Kurvenform ist breiter und flacher geworden; das ist ver- 
standlich, wenn man bedenkt, daB die Elektronen, die zunachst eine 
gewisse Energie verloren haben, nun mit ihrer geringeren Geschwindig- 
keit einen gréBeren Wirkungsquerschnitt fiir erneuten Energieverlust 
haben. Es zeigt sich ferner, daB der Kurvenmafstab abhangt von dem 
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Wert des Parameters =e Physikalisch bedeutet dies etwa das Ver- 
0 


haltnis 
wahrscheinlichster Energieverlust 


Einfallsenergie beim Eintritt in die Folie ° 


Solange dieses Verhaltnis wesentlich kleiner als eins ist, kann die obige 
Naherungsmethode angewendet werden. 
Andererseits gilt fiir den extremrelativistischen Grenzfall 


¥ / 
Wil,n) = AW (eas = =) a7 =)) 
«(1 a(1— zt, 
’ Man sieht, daB die Abweichungen hier die umgekehrte Richtung haben, 
was nach dem oben Gesagten verstandlich ist. 

Um diese Formel experimentell priifen zu kénnen, miiBten die ver- 
wendeten Streufolien einmal so dick sein, da8 die Anderung des Wir- 
kungsquerschnitts mit dem Energieverlust merklich wird, andererseits 
miBten die Folien aber noch so diinn sein, daB keine véllige Bremsung 
der Elektronen eintritt. Leider liegen keine Experimente in dem hier 
interessierenden Energiebereich vor. 


4. Vergleich mit dem Experiment. 

Wir wollen uns im folgenden auf einen Vergleich mit Messungen 
von PauL und Reicu beschranken. Dabei sind zwei weitere Einfliisse 
zu beriicksichtigen, von denen bisher noch nicht die Rede war: Einmal 
ist es der EinfluB der Polarisierbarkeit des streuenden Mediums (s. An- 
hang b) und zum andern der Einflu8 der Bremsstrahlung (s. Anhang c). 
Dagegen ist, wie eine leichte Uberschlagsrechnung zeigt, die Anderung 
des Wirkungsquerschnitts mit dem Energieverlust vdéllig zu vernach- 
lassigen. Ferner ist zu beachten, daB die Elektronen beim Eintritt in 
die Streufolie keine scharfe Energie hatten, wie es zundchst bei der 
Rechnung vorausgesetzt war. Welchen Einflu8 dies auf die Energie- 
verteilungskurve hat, soll als nachstes untersucht werden. Es sei 

r(E) dE, die Zahl der einfallenden Elektronen, die eine Energie 
zwischen FE, und FE, +d£E, haben, 

v(E) dE die Zahl der Elektronen, die beim Verlassen der Streufolie 
eine Energie im Intervall E, E +dE haben, 

W(E,—£) dE die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron beim Durch- 
queren der Schicht einen Energieverlust zwischen Ey—E und (E,—E) + 
dE erleidet. 

Die gesuchte Funktion v(£) ist nun offenbar gegeben durch 


+00 


v(E)= J W(Ey—E)-r(E) dE, 


=o 
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oder mit den FourtER-Komponenten 


~ 


7(0) = f dEye-i2™-r(E,) und W(o) : { dE ee \&—£) W(E,—E), 


v(E) = 5, fdoee® HQ) FQ). (5) 


Fir W(E£,—£) hatten wir nun die Darstellung gefunden 


to(E—E,) teM—iexln|e|a— # \o| a 


W(E,—E) = | doe e Se Ray’, 


—co 
wobei M das Maximum der Verteilungsfunktion angibt. Bis auf den 
Term / (0), der die Korrekturglieder zusammenfaBt, ist dies die bekannte 
Funktion 0. 

Bei beliebig gegebener Funktion r (Ey) kann das Integral (5) natiirlich 
beliebig kompliziert werden. Wenn wir aber versuchsweise annehmen, 
daB die Unscharfe der Einfallsenergie im wesentlichen durch Streuung 
an Luft, Glimmerfenstern usw. hervorgerufen wird, so miiBte 7(E,) 
dieselbe Kurvenform haben wie die Verteilungsfunktion W (E,—E). 
Setzen wir also versuchsweise an 

r (Ey) = | does 4 toEm—iofpin e|B—->le a 


—co 


wobei E,, die Lage des Maximums angibt und # ein freier Parameter 
ist, der die Halbwertsbreite regelt, so sehen wir an Hand der Fig. 2, 
daB man durch entsprechende Wahl von f und E£,, in recht guter Nahe- 
rung r(E,) durch das obige Integral darstellen kann. Mit dieser Wahl 
der FourrER-Komponenten haben wir nun aber erreicht, daB das Inte- 
gral (5) durch die Substitution 9(«-+)—= 9’ wieder in die bereits be- 
kannten und berechneten Ausdriicke tibergefithrt wird: 


1 P ig’ #—io'In|o’\— > | o’ 
28) = serpy fae'¢ Hece) 


[M+ain” EP + Bin * FP — (Em =E)|. 


mit 
raters 
Vernachlassigen wir den Korrekturterm i( a a so sehen wir, dab 
sich die Halbwertsbreiten beider Kurven additiv zusammengesetzt 
haben («+f als MaBstab statt wie bisher ~) und daB sich der 
wahrscheinlichste Energieverlust zu etwas groBeren Werten hin ver- 
schoben hat. 
Fiihren wir nun in der Funktion v(E) statt der Energie E den 
Energieverlust 7; =E,,—E ein, und beriicksichtigen alle erforderlichen 
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Korrekturen, so gewinnen wir schlieBlich die Darstellung 


a 


— 3/2 
1 . 4 : D 
h 0(¢) —p' = + x 
Wi, 1) a+fp 9) fl Es | ) a(™ +2") 
4 
> 3 {—In 2 = atts —arctg ea 
(a + | ae £2 = 
mit 
a (a+ B) 8 m3 v2 rid a+B be n 
a penrtn hae Gah kn i DeRe )  % 
E a+ fp + (1,105) 422 at (1 — a c B «oe 


A = Fermti-Korrektur 


' ob h® a® [ Sm v? ex v2 
u > ae Se B\2 A i v2 | 7 cy 
(a + B) 3m (1,105)84422 at (1) 

nl Z? et ; E,,+mc 
iz : onc Ems 
D= 137. mc 20,5 E 


m 


Diese Funktion wurde graphisch dargestellt und mit den Messungen 
verglichen (Fig. 2). Lediglich beim Beryllium wurde die FERMI- 
Korrektur nicht beriicksichtigt, da fiir dieses Element keine Berech- 
nung vorlag. 


Es zeigt sich bei der Einfallsenergie von 2,8 MeV eine sehr gute 
Ubereinstimmung. Die Messungen von Paut und ReiIcu sollten unter 
anderem feststellen, ob die von FERMI angegebene Korrektur mit dem 
Experiment tibereinstimmt. Eine Vernachlassigung dieser Korrektur 
macht sich in einer Verschiebung der gesamten Energieverteilungskurve 
nach gréBeren Energieverlusten hin bemerkbar, und zwar bei den 
einzelnen Elementen um etwa folgenden Betrag: 


2,88 MeV: C 59 keV 4,7 MeV: C 69 keV 
Fe 10 keV Fe 19 keV 
Pb 4 keV Pb 7 keV 


Hiernach dirften vor allen Dingen die Messungen am Graphit (C) als 
gute Bestatigung der Fermi-Theorie angesehen werden. 

Bei der héheren Einfallsenergie von 4,7 MeV liegen zwar die wahr- 
scheinlichsten Energieverluste an der berechneten Stelle, jedoch ist die 
Halbwertsbreite der errechneten Kurven wesentlich schmaler als die 
der experimentellen. 
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b Beryllium 


| 

| 
| 
/ 


= 
oH 


5 


d fisen 


Wahrscheinlichke/t fir Energievertust 


=] 
Oo 


fnergie 
Fig.2a—e. Messungen von Paut und Reicx. Ordinate: W(I, 7) als Funktion von 7 in willkitirlichem MaBstab. 
Abszisse: Energie in MeV. Voll ausgezogene Linien: experimentelle Kurven. Gestrichelte Linien: errechnete 
Kurven. a gibt das Spektrum der einfallenden Elektronen wieder (Messung ohne Streufolie). Die ge- 
strichelten Kurven stellen die fiir die Rechnung verwendeten Approximationen dar, die Punkte kennzeichnen 
MeBwerte. b bis e geben die Energieverteilungskurven der gebremsten Elektronen wieder. Die GréBe 
der Frermi-Korrektur ist durch waagerechte Striche angedeutet. 


Anhang. 
a) Die Verteilungsfunktion (3) fiir das Einzelstreugesetz 
q(e)de= ; de fir ex<e< oo, 
(Physikalisch stellt dies etwa den Fall dar, daB ein freies Elektron 
in ein Gas von freien Elektronen geschossen wird, wobei der kleinst- 


mégliche Energieverlust durch ex, gegeben ist.) 
Fiir die Fourtrer-Komponente folgt nach partieller Integration 


€K 


7(0) =B us ¥ “+i [de = ; 
a &x 
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Mit der Kiirzung n/ B=« wird die Verteilungsfunktion (3) 


ns re aoe 
i—z K_ioex fide a 
*K 


a 


Win) dn =< f doerere : 


27 


- LE : . 
Beim Vorliegen von Vielfachstreuung (d.h. ra >1) wird man rein 


experimentell nur die Wahrscheinlichkeit 
i+4n 
f dn’ -W(L7’) 
7) 


fiir Energieverlust in einem Intervall 47 messen kénnen, welches groB 
ist gegeniiber dem kleinstméglichen Energieverlust ex. Um zu einer 
physikalisch verniinftigen Aussage zu gelangen, miissen wir also noch (3) 
iiber ein Intervall 47 integrieren, welches groB ist gegeniiber ex. Dabei 


; : F . ° a * j 1 
werden sich alle die Bereiche ,,weginterferieren‘‘, in denen etwa |o| > = 
K 


ist, so daB wir im Hinblick auf diese nachfolgende Integration das 
Integral tiber o auf das Gebiet 


1 1 
——<o< 
eK - &K 


beschranken kénnen. Wir gehen zur dimensionslosen Variablen 0’ =o « 
liber und entwickeln wegen ~ =nl1Q> 1 alle im Exponenten auf- 
K 


tretenden Funktionen fiir kleine 9’. Damit erhalten wir fiir die Ver- 
teilungsfunktion, wenn wir die Integration wieder bis unendlich er- 
strecken, da die hinzukommenden Bereiche keinen wesentlichen Beitrag 
liefern, 


d = 
WL, 9) dy = ~ @(é" — ] (A 4) 
mit 
lS er x 
O(y) == fage*” "2° 
und | : 


&K 
Die hier auftretende Funktion @(y) laBt sich nicht mehr exakt aus- 
werten. LAnpDaAu!, der sich speziell mit diesem hier behandelten Beispiel 
beschaftigt hat, lieS diese Funktion numerisch berechnen. Sein Ergebnis 
ist in Fig. 3 wiedergegeben. Da man jedoch mit der numerischen 


1 Lanpau, L.: On the energy loss of fast particles by ionisation. J. Physics 
UdSSR. 8, 201 (1944), 
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Auswertung immer nur einen speziellen Fall beherrscht, wollen wir fiir das 
Folgende auf Kosten der Genauigkeit eine brauchbare Naherungs- 
methode angeben, die es gestattet, auch allgemeinere Falle zu behandeln. 


Zur Diskussion gehen wir aus von der Funktion 


be°) 
z) = f dte—zt-itint- z= Ess 
Ite) = fate tay 
_ der komplexen Variablen z. Entwickeln wir hier die Exponential- 
~ funktion 
© 
ating -—sr 
e tint == > <7 (¢-Inz)*, 
n=0 


so erhalten wir nach Vertauschung von Summation und Integration 


Te) = >" f dte-# (t-Inay. - (A2) 
n=0 0 

Die in dieser Forme] auftretenden Summanden kénnen nun ausgehend 

von der Integraldarstellung der Gammafunktion prinzipiell angegeben 


werden. Zunachst gilt fiir jedes y >0 die Beziehung 


(itr) 


l+py 
> 
Zz 


Lo, ©) 
(dterr= 
0 


(Rez>0). 


Differenzieren wir diese Gleichung #-mal nach y und setzen anschlieBend 
y—n, erhalten wir die in (A 2) auftretenden Integrale. Beschranken 
wir uns auf die ersten beiden Entwicklungsglieder »=0 und »=1, 
erhalten wir als Anfang einer asymptotischen Entwicklung 


ae Ts 2\ 
: ay(o,423—1n | ut +y}— (»2— és J arctg = 
1 2 : 4 f 4, 


O(y) = in i (42 yy 


ri 

Diese Darstellung gilt an sich nur fiir |z|>>1, dh. |y|>>1. Wie Fig. 3 

zeigt, gibt (A 3) aber auch fiir kleinere Werte von y keine allzu groBen 

Abweichungen vom numerisch berechneten Funktionsverlauf. Die Uber- 

einstimmung ist im ganzen Bereich fiir unsere Zwecke ausreichend, 

denn wir wollen im folgenden héchstens bei der Berechnung kleiner 

Korrekturglieder von der Darstellung (A 3) Gebrauch machen, nach 
Moglichkeit aber die genauere numerische Berechnung verwenden. 

Beriicksichtigen wir, daB N =a/ex gleich der mittleren StoBzahl ist, . 

so folgt fiir den wahrscheinlichsten Energieverlust max nach (A 1) 


Nmax © Nex: InN. 
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Bemerkenswert ist ferner, daB im Gegensatz zur Gauss-Kurve die 
‘ [= — 
Halbwertsbreite nicht mehr proportional zu ) N+ ¢x, sondern propor 
tional N ex ist, ein Ergebnis, welches auch unmittelbar aus der exakten 
Funktion (A 1) folgt. . . 
Fiir groBe negative Werte von y ergibt sich aus der Darstellung 
(A 3) das asymptotische Verhalten 


O(y) om ye" 


Das besagt aber, daB diese groBen Energieverluste im wesentlichen durch 
Einzelst6Be hervorgerufen wurden. 


Fig. 3. Die Funktion 


co xz 
tey—ielne— eo 
@(y) = = [ave =, 
na 


0 


Gestrichelte Kurve: Numerische Berechnung von Lanpav. Voll ausgezogene Kurve: Approximation nach 
Gl. (A 3). 


b) Der EinfluB der Polarisierbarkeit des streuenden Mediums 
(FERMI-Korrektur). 

Bei der Ableitung der Einzelstreugesetze wurde folgende Annahme 
gemacht: Bewegt sich ein Elektron durch ein streuendes Medium, so 
sollte in jeder Entfernung r von einem Atom des Streukérpers die wirk- 
same Feldstarke e/r? herrschen. Das wird jedoch dann nicht der Fall 
sein, wenn das Medium selbst polarisierbar ist und viele andere Atome 
zwischen Strahlelektron und herausgegriffenem Atom liegen. Es wird 
sich vielmehr eine bedeutend geringere Feldstirke des Strahlelektrons 
am Ort des Atoms ergeben und damit auch ein geringerer Wirkungs- 
querschnitt fiir Energieverlust. Die Polarisierbarkeit des Mediums wird 
nun von Fert! dadurch beriicksichtigt, daB er um die Bahn des 
Elektrons einen Zylinder gelegt denkt und unter Zugrundelegung der 
MAXwWELIschen Theorie den EnergiefluB durch den Zylindermantel 
berechnet. Im Innern des Zylinders, dessen Durchmesser von der 
GréBenordnung Atomradius ist, kann der Einflu8 der Polarisierbarkeit 


1 Fermi, E.: Phys. Rev. 57, 485 (1940). 
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vernachlassigt werden. HALPERN und Hatt! haben diese Uberlegungen 
quantentheoretisch erweitert. Somit erhalt man einen Korrekturterm 
fiir den mittleren Energieverlust, ohne den EinfluB der Polarisierbarkeit 
auf die Anregung jedes einzelnen Niveaus zu kennen. Wir werden nun 
keinen wesentlichen Fehler machen, wenn wir fiir die Beriicksichtigung 
dieses Einflusses in der vorliegenden Theorie annehmen, da8 bei StéBen, 
bei welchen das Elektron eine Energie <e, verliert, das angeregte 
Atom sich im AuBenraum des Zylinders befindet, bei StéBen mit einer 
Energietibertragung > ex dagegen innerhalb des Zylinders. Durch diese 


Annahme wird erreicht, daB die von HALPERN und HALL berechneten 
K 
Korrekturen additiv zu der Summe © 4,, «, hinzugeschrieben werden 


— 


k6nnen. n 


c) Der EinfluB der Bremsstrahlung. 

Bei den vorliegenden Experimenten ist die Bremsstrahlung bei den 
héheren Elementen (Eisen und Blei) nicht mehr zu vernachlissigen, 
ihr Einflu8 auf die Kurvenform wird aber noch den Charakter einer 
Korrektur haben. Prinzipiell steht der Beriicksichtigung der Brems- 
strahlung natiirlich nichts im Wege: Man hat lediglich in der allge- 
meinen Darstellung der Verteilungsfunktion (3) neben dem differentiellen 
Wirkungsquerschnitt fiir Anregung und Ionisation auch noch den Wir- 
JAkungsquerschnitt fiir Bremsstrahlung hinzuzuschreiben. Nun ist aber 
der allgemeine Ausdruck fiir diesen Wirkungsquerschnitt, wie er z.B. 
von HEITLER? berechnet wurde, zu kompliziert, um fiir die Theorie der 
Vielfachstreuung brauchbar zu sein. Die Messungen liegen in einem 
Energiebereich, in welchem man weder nichtrelativistisch noch extrem- 
relativistisch rechnen darf. Wir gehen daher zur Berechnung dieses 
Korrekturgliedes so vor, daB wir die bei BETHE und HEITLER® graphisch 
dargestellte Funktion 


fgg 27 a's) Ee. 
~ @(E, + me?) 
als Funktion von x= ¢/E, mit 
= ge fp Ne 
ese 137 (=a) 


durch einen einfachen Ausdruck der Form 
=a(i—-x)—bsinex 


mit geeigneten Konstanten a, b,c approximieren. Bei dem in Frage 
kommenden Energiebereich ist der zweite Term zu vernachlassigen, so 


1 Wenn. O., u. H. Hari: Phys. Rev. 73, 477 (1948). 
2 HEITLER, W.: The Quantumtheory of Radiation. 
3 Berue, H., u. W. HEITLER: Proc. Roy. Soc., Lond. 146, 83 (1934). 
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da wir fiir den Wirkungsquerschnitt erhalten 


ae e? \2 Es +me? 1 
q(8) = 437 aa ae ms es ). 
Mit Beriicksichtigung dieses Wirkungsquerschnitts ergibt sich aus (3) 
nach der bereits mehrfach angewendeten Naherungsmethode 


D con” 
Win) = +40 (¢-7) + 
e-3 
| p21 
x = 1—In ra = = aide —arctg 
\ Fle 2 2 
mit 
nbZ> fi eA E,, + me 
D = "57 (aact) * 2085 5 ae 


Hierbei verringert der erste Zusatzterm lediglich die H6he des Maximums 
der Verteilungsfunktion, ohne sonst ihre Form entscheidend zu beein- 


flussen. Der zweite Term verschwindet fiir groBe positive §—”, wird 
aber gleich n\s—2| fiir groBe negative §— : . Das heslenteh physi- 
kalisch, daB zu groBen Energieverlusten hin der Abfall der Verteilungs- 
funktion mit 1/€ £—" geht, also umgekehrt proportional dem Energie- 
verlust, wahrend eed den ionisierenden StéBen herriihrende Einzel- 


7 » \2 8 
streuschwanz nur wie 1 (§— U verlauft. 
' a} 


Herrn Prof. R. BECKER und Herrn Prof. F. SAUTER méchte ich fiir 
Diskussionen und Ratschlage meinen herzlichen Dank aussprechen. 


Gottingen, Institut fiir theoretische Physik. 
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Statistische Theorie nichthomogener Turbulenz. 
1. Mitteilung. 
Von 
J. Rorra, Géttingen. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 22. Februar 1951.) 


Aus den NaviER-Stokesschen Bewegungsgleichungen werden Differentialglei- 
chungen fiir die statistischen Korrelationen zwischen zwei Komponenten der Ge- 
schwindigkeitsschwankungen hergeleitet und die Wirkung der in diesen Gleichungen 
auftretenden Glieder diskutiert. Eine besondere Bedeutung haben dabei die Korre- 
lationen zwischen den Druckschwankungen und den Schwankungen der Geschwin- 
digkeitsableitungen, deren Bestreben es ist, die Geschwindigkeitsschwankungen auf 
alle Richtungen gleichmaBig zu verteilen. Das durchgerechnete Beispiel einer 


sscherenden Parallelstro6mung veranschaulicht das Zusammenwirken der einzelnen 


Einfliisse und erméglicht den Vergleich mit Versuchsergebnissen. 


1. Einlettung. 


Bei turbulenten Strémungen braucht man zur Berechnung der Str6- 
mungsvorgange neben den NAVIER-STOKEsschen Bewegungsgleichungen 
fiir die gemittelte Str6mungsbewegung, die Grundstr6mung, noch wei- 
tere Beziehungen, die den Zusammenhang zwischen den in diesen Be- 
wegungsgleichungen auftretenden turbulenten Spannungen, den sog. 
REYNOLDs-Spannungen, und den iibrigen Str6mungsgr6Ben vermitteln. 
Eine derartige Beziehung ist z. B. die in einer Arbeit [7] von L. PRANDTL 
angegebene statistische Bilanz fiir die kinetische Gesamtenergie der 
turbulenten Bewegung, die sich aus den NAVIER-SToKeEsschen Gleichun- 
gen herleiten 1aBt. Die vorliegenden Ausfiihrungen schlieBen an diese 
genannte Arbeit von L. PRANDTI an, gehen aber mit der Analyse der 
Turbulenzbewegung insofern einen Schritt weiter, als sie das statistische 
Gleichgewicht der in drei zueinander senkrecht wirkenden Komponenten 


der Schwankungsgeschwindigkeiten enthaltenen Energie einzeln be- 
trachten. Als neuer Effekt tritt hierbei ein Energieaustausch zwischen 


den verschiedenen Geschwindigkeitskomponenten auf. Ferner werden 
Differentialgleichungen fiir die zwischen zwei verschiedenen Geschwin- 
digkeitskomponenten bestehenden Korrelationen hergeleitet, durch die 
die Entstehungsursachen der Korrelationen deutlich werden. 

Eine formale mathematische Behandlung dieser Differentialglei- 
chungen ist wegen der auftretenden Korrelationen zwischen Druck- und 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. a7 
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Geschwindigkeitsschwankungen und zwischen drei Geschwindigkeits- 
komponenten nicht méglich. Nun kann man durch wiederholte Multi- 
plikation der NAviER-STOKEsschen Bewegungsgleichungen mit einer der 
Geschwindigkeitskomponenten Differentialbeziehungen fiir Dreifach- 
korrelationen usw. herleiten. Die Verfolgung dieses nicht neuen Gedan- 
kens fiihrt aber auf kein lésbares Gleichungssystem, da die Zahl der in 
Form von Korrelationen héheren Grades hinzukommenden Unbekann- 
ten gréBer als die Zahl der erhaltenen Gleichungen ist. Zur weiteren 
Bearbeitung der erhaltenen Gleichungen bedarf es daher zusatzlicher 
physikalischer Uberlegungen, die in der vorliegenden Arbeit durch halb- 
empirische Ansatze ausgedriickt werden. 


2. Differentialgleichungen fiir die Komponenten 
des Korrelationstensors. 


Es sollen zunachst die fiir unsere Betrachtungen notwendigen Be- 
ziehungen formal hergeleitet werden. Zu diesem Zweck werden kar- 
tesische Koordinaten x; eingefiihrt mit i1=1,2,3. Es seien U; die 
Geschwindigkeitskomponenten der Grundstrémung (Mittelwerte)!, 4; 
die Komponenten der Schwankungsgeschwindigkeiten. Ferner sei P der 
Mittelwert des Druckes und # die Schwankungen des Druckes. Wir 
betrachten nur volumenbestandige Str6mungen. Die Kontinuitats- 
bedingung muB sowohl von der Grundstrémung als auch von der Schwan- 
kungsbewegung erfiillt werden: 


3 3 
all. a 
> Ss =o; }" St iiet gy (2.4) 
hued CX Ef 
| 


i OT 
¢=n1 


Die NAVIER-STOKEsschen Bewegungsgleichungen lauten dann allgemein: 


a 3 P 
ae sre a SOFT, chs ot) aE A ue 
(U et u,) i 2i(l k tty) Ox, (C i u;) 
| (2.2) 
Ras oO 


= — (P+ p) 4-vA(U; + 4u,). 


0 CX; 


Fiihrt man die Mittelung durch und fat man die Spannungsanteile aus 
molekularer und turbulenter Reibung (REYNOLDs-Spannungen) in einem 
gemittelten Spannungstensor zusammen, so gelten fiir die Komponenten 


' Bei instationaren und raumlich nicht homogenen Strémungen fiihren weder 
die meistens iibliche zeitliche noch die raumliche Mittelung zu einer fiir die Theorie 
befriedigenden statistischen Beschreibung der StrémungsgréBen, Geeignetere Er- 
gebnisse liefert die Mittelung tiber eine groBe Anzahl von unabhangigen Systemen, 


in denen man sich die betrachteten Strémungsvorginge unter gleichen Vorausset- 
zungen ablaufen denkt. 
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dieses Tensors die Ausdriicke 


Ux ; 
rin =o |v (oe tre + pn) — wit (2.3) 
und die a ea (2.2) laBt sich auf die bekannte, tibersicht- 
liche Form 3 
aU; y OU; 1 OP 1 NK Oni) 
- +> eg ree Ds (2.4) 
a hol 


bringen. Insgesamt gibt es drei (i= 1, 2,3) solcher Bewegungsgleichungen. 
Als uberzahlige Unbekannte treten hierin die Komponenten des Korre- 


lationstensors a 
Wy Uy Mg My Us 


‘ ee 
R=[ uu, uw usus (2.5) 


; ait 
Ugt, Ustg Uz / 


auf, das sind die durch 0 dividierten Tensorkomponenten der REYNOLDS- 
Spannungen. 

Zu einem Gleichungssystem fiir diese sechs Unbekannten U,u, ge- 
langt man, wenn man (2.2) mit uw; multipliziert und dann mittelt. So 
ergibt sich formal 

3 


3 
Cu pais Ou; , ou; 
Bion: 3 >) U, u; + YAM; —t + > U,U; -* 
ct OX, CX, OX, 


k=1 k=1 


Addiert man zu dieser Beziehung eine entsprechende Gleichung, die man 
aus (2.6) durch Vertauschen der Zeiger 1 und 7 erhalt, so bekommt man 
das gesuchte System. Um die physikalische Bedeutung der einzelnen 
Glieder erkennen zu kénnen und somit die Voraussetzungen fiir halb- 
empirische Ansatze zu schaffen, sind noch einige Umformungen not- 
wendig. So ist 


wobei das erste Glied auf der rechten Seite von (2.7) wegen der Kon- 
tinuitatsgleichung (2.1) = 0 ist. Ferner ist 
3 


Aisi; =2 Doe, az, + dn, + Oe p> 
k=1 4. 
und 
Cusp Ouj op 
Ox; Pa. Ox (2.9) 
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Unter Benutzung dieser Beziehungen bekommt man schlieBlich 


3 3 - 
Cu; uj; i a U, CU; Uj i U.u @ + ..ah 
sar: i i ret ere Rl @x 
ct Cx, 
k=1 k=1 
: c 
rel OF 1 Cu; uj 
+ ) 4,4; >——  p(< = + he 
CX, 7) CX; CX; 
kal (2.10) 
3 ; ; 
rs) Ou;u Pe P 
+ » = —y— ; u,U;Uu; + (0; 5; 6;, 4;) | KP 
" L1 Ox; Cx 
k=1 
3 
Cu; Cu 
ty) ne 
pas CX, CX, | 
k=1 


Hierbei bedeutet 6;, das KRONECKERsche Symbol (0:4 =1 fiir t=k 
6;,=0 fiir 1+). Durch Wahl aller méglichen Kombinationen von 1 
und 7 erhalt man insgesamt sechs verschiedene Gleichungen der Art 
(2.10). Die physikalische Bedeutung 1aB8t sich am anschaulichsten fiir 
i =j diskutieren. Nach Multiplikation mit 0/2 erhalt man fiir diesen Fal 
—-. 3 


3 a ———_—— 
Cu; = eu; Ou; 
0 0 , ‘ 
BO): ey ee 
2 ot oe Ox, -— Cx Cx; 
— k=1 
ee 
Totale Anderung der Arbeit der | Energieaustausch mit 
kinetischen Energie REYNOLDs- anderen Schwankungs- 
Spannungen komponenten (2 1 
3 — 3 
e » OM Sua: \% 
Paes. ae whe. + u,(2u?+4,,p) +er > (=) ==) 
| Lat OX 2 Ox, Rar? > (La Oay 
k=] 


Diffusion von 


eu) 


> pad < 
ue Dissipation 


Die REYNoLDsschen Normalspannungen —o x? lassen sich namlich al 
doppelten Energiegehalt der «,-Schwankung auffassen. Die Gl. (244 
beschreibt somit das Gleichgewicht der kinetischen Energie, die in nu 
einer Schwankungskomponente enthalten ist. Die beiden ersten Gliede 
von (2.11) geben die substantielle zeitliche Anderung des Energieanteile 
g/u?2 an, Durch das dritte Glied wird der Arbeitsanteil der REYNOLDS 
schen Spannungen erfaBt, der in kinetische Energie der Schwankungs 
komponente «, iibergefiihrt wird. Die restlichen Glieder, mit denen wi 
uns in den folgenden Abschnitten noch genauer auseinander zu setze 
haben, bringen den mit anderen Schwankungskomponenten stattfin 
denden Energieaustausch, die Energiedissipation und den Energieaus 


tausch zwischen verschiedenen Orten des Strémungsraumes (Energie 
diffusion) zum Ausdruck. 
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Die Energieanteile der Schwankungskomponenten sind. skalare 
GroBen. Die drei Gl. (2.11) fiir die Zeiger i=1, 2,3 lassen sich daher 
addieren und so zu einer Bilanz fiir die gesamte Schwankungsenergie 
zusammenfiigen. Mit der auf die Masseneinheit bezogenen, gemittelten 
Energie 


oo 
E = tM (2.12) 
ergibt sich so io 
3 3 3 
ee | ee}, vO aU; 
ele yy arn Rae Die Mila set 7 
(=1 i=1 A=2 
3  . 3 83 20) 
OE us (Ou; \2 
+ Diem Ko x, t (0D +?) +er)) Dilaz,) =° 
= — i see 


Diese Gleichung gibt die von L. Pranprtt [1] ausgesprochene Uber- 
legung wieder. Das Glied, das den Energieaustausch der Geschwindig- 
keitskomponenten untereinander erfaBt, tritt in dieser Gleichung nicht 
mehr auf. 

Fiir ungleiche Zeiger i +7 gibt (2.10) eine Differentialgleichung fiir 
die Korrelation zwischen zwei senkrecht zueinander wirkenden Schwan- 
kungskomponenten u; und u;. Diese Korrelation 4,4, unterliegt ahn- 
lichen Beeinflussungen wie die kinetische Energie. Die beiden ersten 
Glieder von (2.10) beschreiben die zeitliche Anderung und die Konvek- 
tion von u, U,. Die Summen des dritten und vierten Gliedes besagen, 
daB vorhandene Schwankungskomponenten und irgendwie bestehende 
Korrelationen zwischen diesen iiber die Konvektion von Flissigkeits- 
teilchen, wieder neue Korrelationen bewirken, wenn die Grundstr6mung 
inhomogen ist. So wird von dem Schwankungsquadrat w? und dem 
Gradient @U,/éx; ein negativer Beitrag zur zeitlichen Anderung der 
Korrelation u,u, geliefert: 


2 2 ee Te 

Cu; uj 3 OU 
— = u 

ot u 


(2.14) 


In gleicher Weise bekommt man einen negativen Beitrag zu 6u;4,/0t, 
wenn eine positive statistische Korrelation zwischen der Schwankungs- 
komponente “; und einer dritten Komponente u, besteht und gleich- 
zeitig ein Gradient @U,/éx, vorhanden ist. Aus den weiteren Unter- 
suchungen erweist sich, da8 die Entstehung von Korrelationen zwischen 
zwei senkrecht zueinander wirkenden Komponenten stets auf derartige 
Wirkungen zuriickzufiihren ist. Korrelationen w,u, konnen also nur 
entstehen, wenn die Grundstrémung nicht gleichformig ist. 

Die physikalische Wirkung der iibrigen Glieder in (2.10) laBt sich 
nicht so anschaulich wie bei den Energiegleichungen erklaren, hangt aber 
mit der der entsprechenden Glieder in (2.11) nahe zusammen. 
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Wir benétigen noch einige Formeln fir den Zusammenhang zwischen 
Druck und Geschwindigkeit. Differentiiert man (2.2) nach x; und sum- 
miert man tiber alle 7, so erhalt man unter Beachtung der Kontinuitats- 
bedingung (2.1) die bekannte Beziehung fiir den Druck 


we 


3 
1 8(Ug+ uy) @(U;+ mi) 
—A(P+—)=—) >a Ba (2.15) 


CX; 


Nach Mittelung ergibt sich hieraus 


: 3 3 : eee 
1 Ate — >) DES él ae rite Tad D (2.16) 
0 Ox; Ox, Ox, CX; 


k=1 s=1 


Subtrahiert man diesen Wert von (2.15), so bekommt man fiir die Druck- 
schwankungen 


3 3 3 3 
1 aU; ou Cu, u; Cu, U; 
o oct ion ay, ye “ Ox, [ e2 >, | c ~e ¥5 aS. aan . (247) 
k=] i=1 k=1 i=1 
Die Schwankungen des Druckes befnedigen die Porssonsche Differen- 
tialgleichung; der Ausdruck auf der rechten Seite von (2.17) stellt die 
Belegung dar. Fiir nicht zu nahe der Wand gelegene Festpunkte mit dem 
Ortsvektor x folgt nach dem GREENschen Satz 


3 3 
1 eet Vv “@Ug(r +1) Cujs(r+r) dVol , 
Lp S [Mite ’ 


v4 Ox; Cx, r 
k=1 i=1 (Vol) 
tN rl Au,u; , Cu, u d Vol 
+a D>, dectteta— se" e+] (2.48) 
- — OXp OR; OXP OX, r 
kel f=1 (Vol) 


[3 
mit.-r=lr | >& jund dVol=dé,dé,d&. 
tax] 

Die Schwankungen des Druckes ergeben sich somit aus einem Anteil, 
der den Grundstrémungsgeschwindigkeiten und den Schwankungs- 
geschwindigkeiten proportional ist, und einem Anteil, der durch die 
Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Schwankungskomponenten 


hervorgerufen wird. Die Beziehung (2.18) ist fiir die weiteren Unter- 
suchungen von Nutzen. 


+ Hierbei stellt 


den Lapraceschen Operator dar. 
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3. Energiteaustausch zwischen verschiedenen Geschwindigkeitskomponenten. 


Wir wollen uns zunichst mit den Korrelationen zwischen den Druck- 
schwankungen und den Schwankungen des Geschwindigkeitsgradienten 


Ou, Fee ; a : Leet 
p = beschaftigen. Wegen der Kontinuitatsbedingung (2.1) wird 


3 lentil vou A 
Ne Cu; : l OU, 
at p éx; es * Ox; tid (3.1) 


+=] i=1 


Diese Glieder tragen daher nichts zum Gesamthaushalt der kinetischen 

Energie bei. Bei Herleitung der Energiegleichung (2.13) fiir alle 

drei senkrecht zueinander wirkenden 

Schwankungskomponenten uBert ,. \ fu; 

sich dieses in einem Fortfallen der “ (=) 0g 
a 


: Cu : ; d 
Glieder  —-'. Sie bewirken nur einen 
GX; 


t 
Energieaustausch zwischen den ver- ; 


schiedenen Schwankungskomponen- Fig. 1. Zusammentreffen zweier Turbulenzballen. 
ten. LaBt man die von der Grund- 
str6mung verursachten Beitrage zunachst auBer acht, so kann man sich 
einen solchen Austausch etwa folgendermaBen zustande kommen denken: 
Wenn sich zwei Turbulenzelemente (oder Turbulenzballen), parallel 
zar x;Achse von verschiedenen Seiten kommend, auf den Punkt 0 zu 
bewegen, Fig. 1, so wird die dazwischen befindliche Fliissigkeit heraus- 
gedrangt. Befindet sich bei 0 im gleichen Augenblick ein Druckmaxi- 
mum, so hat die Komponente wu; eine Arbeit zu leisten und verliert da- 
durch an kinetischer Energie. Andererseits erfahrt die Komponente u, 
eine Beschleunigung. Es findet in diesem Falle also eine Energieabgabe 
von der Komponente u,; an u; statt. Da in dem Beispiel éu;/6x; bei 0 


Negativ ist, so ist auch p oe ‘ negativ. Aus dieser Betrachtung wird 
i 


; : : Gu; : ‘ 
klar, wie bei negativen ~~‘ Energie von der u;Komponente an 
CX; —— 


die iibrigen Komponenten abgegeben wird. Bei positivem p act 
L 


empfangt die Komponente u, dagegen Energie von den anderen Kom- 
ponenten. 

Bei den geschilderten Uberlegungen mui man bedenken, daB die 
Turbulenzballen erstens keine feste Umrandung und zweitens nur be- 
grenzte Lebensdauer besitzen. Sie stellen also keine unveranderlichen 
Teile dar, wie etwa die Molekiile eines Gases. Insbesondere kann man 
nicht das in der kinetischen Gastheorie so erfolgreiche Modell starrer 
Kugeln anwenden, die sich beim Zusammentreffen elastisch stoBen. 
Wenn sich zwei Turbulenzballen, wie in Fig.1 gezeigt, einander 
nahern und schlieBlich ,,aufeinanderprallen’, so verlieren sie sicher ihre 
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Individualitat. Die vorher einheitlich bewegte Flissigkeitsmasse flieBt 
jetzt in verschiedenen Richtungen auseinander. Die kinetische Energie, 
die der Komponente w; dabei unter momentanem Auftreten eines positiven 
Druckes am Ort 0 entzogen wird, verteilt sich auf zwei dazu senkrecht 
wirkende Komponenten, so daB die der einzelnen Komponente zuge- 
fiihrte Energie im allgemeinen kleiner ist als die der Komponente in 
StoBrichtung entzogene Energie. Aus dieser Betrachtung konnen wir 
Schliisse iiber das Vorzeichen dieses Energieaustausches ziehen. Ist 
namlich z.B. der quadratische Mittelwert u? gréBer als die entsprechen- 
den Werte der anderen Komponenten, so werden die ZusammenstoBe 
in Richtung x, wahrscheinlich heftiger als in den anderen Richtungen 
sein. Die von der x,-Richtung auf die Geschwindigkeitsschwankungen 
anderer Richtungen tibergefiihrte Energie wird im statistischen Mittel 
groBer sein, als die durch senkrecht zur Richtung x, stattfindenden 
StéBe auf die Komponente 1; tibertragene Energie, weil dieser Richtung x; 
jeweils nur ein Teil der dabei ausgetauschten Energie zugute kommt. 


Aus dieser Uberlegung ist zu folgern, daB die Korrelation p ont einen 
: - 
Energieaustausch von den Komponenten starkerer Intensitat nach 


solchen schwacherer Intensitat bewirkt. Die Glieder ot geben 
| 


der Turbulenz somit das Bestreben, die kinetische Energie gleichmabig 
auf alle Schwankungskomponenten zu verteilen. Auf diese Wirkung hat 
bereits G. K. BATCHELOR [2] in dem Spezialfall achssymmetrischer Tur- 
bulenz hingewiesen. 


Der einfachste Ansatz fiir eine formelmaBige Erfassung dieses Ein- 
flusses, die wir fiir die weiteren Untersuchungen bendtigen, geht davon 
aus, daB die von der Schwankung uv; auf Schwankung u; in der Zeit- 
einheit tibertragene Energie der Differenz der in diesen Komponenten 


enthaltene Energie © (ui — u>) proportional ist. Da der Ausdruck 


Ou; — . . é - 
Pa den gesamten Energieverlust beschreibt, den die «,-Schwankungen 
igs 


zugunsten der tibrigen Geschwindigkeitsschwankungen in der Zeit- 


einheit erleiden, so findet man # a proportional zu 
Gx; 


7 


—E), 


wobei der Strich beim Summenzeichen bedeuten soll, daB der Fall i. 
bei der Summation auszulassen ist. Um eine Formel zur quantitativen 
Erfassung des Energieaustausches zwischen den verschiedenen Kom- 
ponenten zu erhalten, mu8 man den erhaltenen Ausdruck durch einen 
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Or 


Multiplikator erganzen, der von dem Zeiger? unabhingig ist und der 


gesuchten Formel die richtige Dimension fiir potty namlich 
x; 


Dichte - (Geschwindigkeit)! 


Lange 


gibt. Dieser Multiplikator kann daher nur |) £/L-mal einer reinen Zahl 
sein, wobei L eine die durchschnittliche GréBe der Turbulenzelemente 
kennzeichnende Lange ist. Somit erhalt man 


poi=—k, el * (uf ~E). (3.2) 

% \ 1 4 
Uber die GréBe des empirischen 

Zahlenfaktors k,, der von der Struktur 7 \ 

der Tarbulens jabhiinot, sollen uns N \ 

Versuchsergebnisse AufschluB geben, 

auf die wir im Abschnitt 6 eingehen. 

Sind die Intensitaten aller drei Schwan- 


kungskomponenten gleich groB (wie Py 
bei isotroper Turbulenz), so ergibt (3.2) ee ee 
: : . Out ou 
keinen Energieaustausch, wie man es p ( aS a 
ij Ox 


tatsachlich zu erwarten hat. 
Wir wenden uns jetzt der Deutung und Abschatzung der Glieder 


Ou; Cuj a or ae, : is . 
p (5 = wa ) fiir s+ 7 zu. Dazu nehmen wir an, daB sich zwei Tur- 
45 Ox; ¥ 


bulenzelemente in der in Fig. 2 skizzierten Art dem Punkte 0 nahern, 
wobei wieder die dazwischen liegende Fliissigkeit verdrangt wird. Liegt 
bei 0 ein Druckmaximum, so wissen wir nach Obigem, daB u, auf Kosten 
der Komponente u- einen Energiegewinn erfahrt. Nun liefert u, einen 
positiven, “, einen negativen Beitrag zur Korrelation u, u,; ist beispiels- 
weise U;>4u,, SO ist die Summe dieser beiden Anteile an u,U, positiv. 
Durch die Energieiibertragung von der u,-Komponente an u, wird der 
positive «,u,-Beitrag von u, vermindert und der negative vou u,, Ver- 
groBert; es wird also ein negativer Beitrag zu du, u,/6t hevvoueeuien! 

Bei der skizzierten Situation ist sowohl 6u,/6 x; als’ auch 6u,/0x; und 


damit auch # eS as as) negativ. Hieraus erklart sich, daB ein nega- 
t 


tiver Mittelwert # & a. a 
a5 i : 

erzeugt, wie es in (2.10) ausgedriickt wird. 
Ferner kann man sich an Hand der Feststellung, dai der Energie- 
iibergang immer von der im Mittel gréBeren zur kleineren Schwankungs- 
komponente stattfindet, iiberlegen, daB bei positivem uw, u, negatives 


p(s 4. ot) zu erwarten ist; mithin hat das besprochene Glied 
ye Ox; 


} einen negativen Beitrag zu Ou, u,/0t 
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die Tendenz, eine bestehende Korrelation 1; u, Zu vermindern. Diese 

a 3 ~ Ou: 
SchluBfolgerung ergénzt unsere Aussagen tber die Wirkung von # aot 
i 


in der Weise, daB man allgemein sagen kann: Die Korrelationen zwischen 
Druck und Geschwindigkeitsableitungen bewirken eine Neigung der 
Turbulenz zur Isotropie. Man kann dies auch so formulieren: In jedem 
sich selbst iiberlassenen Turbulenzfeld ist die isotrope Verteilung der Ge- 
schwindigkeitsschwankungen die wahrscheinlichste. Anisotropie der Tur- 
bulenz kann nur durch duBere Einfliisse erzeugt bzw. aufrechterhalten 
werden, z.B. durch eine aufgezwungene inhomogene Grundstromung. 


: ou; , auj 

Um den Term P| Dz; + ae} 
quantitativ zu erfassen, geht man 
von (3.2) aus. Wir betrachten zu- 
nachst nur die Schwankungen, deren 
Vektoren in die €- und 7)-Achse (mit 
der kleinen Streuung d#) fallen, 
Fig. 3. Sind u2 und x? die quadra- 
tischen Mittelwerte dieser Schwan- 
kungen, so ist deren Beitrag zur 
Korrelation u;u, 


ea ‘ — —— = 
Fig. 3. Zur Korrelation #; uj. Ou, “. = (u2 rT. u?) a , (3.3) 
Infolge der Ungleichheit der Schwankungskomponenten «, und u, findet 
eine Anderung der kinetischen Energie dieser Komponenten statt, deren 
Differenz man nach (3.2) zu 


0 ao Sao Cus C Uy : JE —  —- 

3 OF (u u;) +4 P| es x a any —ky 2 L (uz —u*) (3.4) 
berechnen kann. Multipliziert man diese Gleichungen mit ae ‘ 
dividiert durch 9/2 und setzt dann (3.3) ein, so folgt 

c — _——- 
Ss (du; u,) = —k, te Ou; u,. (3.5) 


Damit erhalt man nach Integration iiber den ganzen Winkelbereich, 

wenn man (3.2) als giiltig ansieht und 17 ist: 

1, (Om , Cj) jE , 
(ax, : bx,) ld IF fl (3.6) 

wobei der Zahlenfaktor k, mit dem von (3.2) iibereinstimmt. Ganz all- 

gemein setzen wir mithin die Beziehung 


0 


1 (5 , Cu; \ 
Pi se = 
0 OX; OX;] 


aaa) am —2ay8), Om 


die sowohl fiir i=j als auch fiir i+ 7 gilt. 
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In einer nicht homogenen Grundstré6mung werden durch die Be- 
ziehung (3.7) aber noch nicht alle Wirkungen erfaBt. Multipliziert man 


(2.18) mit éu,/¢x; und mittelt, so ergibt sich 


3 3 
1 Ou; hh ou, u(t + vt) Cu Ou; d Vol 
0 PFs, ( Ls rh ay an ae | OXm ns (e+) ax, (x) Y a 
bel m=] (Vol) : | 


ik (3.8) 
1 \ Putz tes, \ OU; d Vol 
4a y yaa | OX, OX» (x * t) Ox; (x) es 


I=1 m=1 (Vol) i 


Der zweite Integralausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stellt etwa den durch die vorhergehenden Uberlegungen erfaBten Anteil 
dar. Der erste Integralausdruck auf der rechten Seite von (3.8) muB 
gesondert beriicksichtigt werden. Zur Abschatzung kann man nach 
einem Vorschlag von P. Y.CHou (3) @U/éx,, in eine TAyLor-Reihe 
entwickeln 


OF eu; 
oo 3 3 : ‘Se (3.9) 
STS pep ein ea 
ee Li ieee! Bea OF, Oe EN eae 
s=1 r,=1 r.=1 rs=1 . 


Hiermit kann man den ersten Ausdruck auf der rechten Seite von (3.8) 
gliedweise integrieren, wenn die Korrelation w,, (x +r) u;(z) zwischen den 
Geschwindigkeitskomponenten, die gleichzeitig an zwei verschiedenen 
Punkten des Raumes wirken, bekannt ist, so daB sich dieser Anteil auf 
die Form 


(3.10) 


pp seo ba, ott | 


f=1 n=1 
bringen laBt. Aus Abschatzungen ist zu entnehmen, daB diese Reihen- 
entwicklung in der Regel gut konvergiert. Unter der bei den meisten 
Strémungen ganz gut erfiillten Voraussetzung, dab angenahert 
Uy (E +t) U,(E) © Um () Mi (E —Y) 
gilt, folgt fiir die a-Werte aus dem GREENschen Satz die Relation (vgl. 
Anhang) 


am’ — ZU, U; (3.41) 
1 
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und aus der Kontinuitatsbedingung ergibt sich 


3 3 3 ; 

| J ; 7 mt. ihe = 
ts =0, » Fin = 93 23 043 Us 21 ian 
anal m<1 t=1 =1 


. (3.12) 
¢ 3 : 
Di natts = 0: D» nim = 93 Co hail | 


Die Zeiger / und j sind bei den GréBen a, b und c untereinander vertausch- 
bar; fiir die Vertauschung der Zeiger m und 1 gilt 


69 ae M+ im im- 
a; ne I . atl; ant : | 
aber | (3.43) 
im—___ bmi 
One = not; 


Diese Beziehungen kénnen fiir die Abschatzung der Werte a, b, c niitz- 
lich sein, wenn die Funktion wu, (xr—+r)u;(r) nicht genau bekannt ist. 
Ferner seien noch einige Werte hinzugefiigt, wie sie sich fiir isotrope 
Turbulenz ergeben: (Uber ihre Berechnung s. Anhang.) 


i rae ‘gee ee mi —_ unabhangig von der 
ai = U5 “9 a = 0,8 wis Rit =0; Reynotps-Zahl 
cit = —0,52.u? L?; cit = — 2,28 u? L?; 

$t tt 79179 
fiir groBe 
poe rr ¢ F aro ye:2 T2- g 
es = — 0,104 a, L*; hj ad 0,62 m; L*; Reynotps-Zahlen 


5 rey . 
wi + 0,207 u: L?; 


cit = — 0,243 u? 12; ct = — 1,07 u? L?; 


tia oof 


fiir kleine 
.— 27 2- ae | 907 42 [2- 
iti = — 0,049 uw w@? L ; aij ear 0,292 was L*; ReEyYNoLpDs-Zahlen 


= +4272 
fis =-+ 0,097 u? L?. 


Als Bezugslange L fiir die Turbulenz wurde das Integral iiber den 
Koeffizienten 


g(r) = (3.14) 


der Korrelation zwischen den parallelen Geschwindigkeitskomponenten 
an zwei Punkten 0 und 0’, die den Abstand y senkrecht zu diesen Ge- 
schwindigkeitskomponenten haben, Fig. 4, gewahlt: 


L= f g(r)dr. (3.15) 
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4. Energiedissipation. 
In den Ausdriicken 
3 3 
Ou; Cuj —1/ Ou, \2 
pene unape) (8 
CX, CX, Ox, 


k=1 Ral 


in) 


in (2.10) und (2.11) kommt der EinfluB der Zahigkeit.zum Ausdruck, der 
im wesentlichen in einer Energiedissipation besteht. Wir wollen vorerst 
die beiden Grenzfalle unendlich groBer REYNOLDs-Zahl Re =|EL|» und 
verschwindend kleiner Re-Zahl diskutieren. 
Bei sehr groBen REYNOLDS-Zahlen besteht 
die Turbulenzbewegung aus Elementen vieler 
verschiedener GréBenordnungen. Die kine- 
tische Energie ist hauptsachlich in den groBen 
Turbulenzelementen enthalten, wahrend die 
wesentlichsten Beitrage zu (@u,/@x,)® von 
den kleinsten Elementen geleistet werden. 
Nun ist aber jede, in den groBen Elementen 
anisotrope Turbulenz bei groBer Re-Zahl in PD Linus 
den kleinen Elementen isotrop. Die Griinde _ Fig. 4. Korrelationstunktionen bei 
fiir diese Erkenntnis, die als eine der bedeu- a pw ee 
tendsten Ergebnisse der neueren Turbulenz- ‘"” Jas 8(r) = = 
forschung anzusehen ist, wurden z.B. von eam 
C. F. v. WEIZSACKER [4] auseinandergesetzt. Man kann auch mit 
A. N. KotmocororF [5], (6] sagen, die Turbulenz ist Jokal isotrop, d.h. 
wenn man die Schwankungen des Geschwindigkeitsvektors an einem 
beliebigen Punkt, bezogen auf die momentane Geschwindigkeit an einem 
festen Punkt des Raumes betrachtet, so sind diese Schwankungen im 
statistischen Mittel isotrop, wenn die betrachteten Punkte innerhalb 
eines hinreichend kleinen Gebietes liegen. Die Ursache fiir dieses Ver- 
halten liegt in der in Abschnitt 3 beschriebenen Eigenschaft der Tur- 
bulenz begriindet, daB die isotrope Schwankungsverteilung die wahr- 
scheinlichste ist, wenn keine auBeren Einfliisse einwirken. Die gewohn- 
lich vorhandenen duBeren Einfliisse wirken aber fast ausschlieBlich auf 


die groBen Turbulenzelemente, so daB die kleinen Elemente isotrop sind. 
3 
Da also ¥ (@u,/éx,)2 im wesentlichen von den kleinen Elementen 
Fat . . 
erzeugt wird und diese isotrop sind, so ist dieser Term fiir alle drei Zeiger 
i=1, 2,3 gleich. Fiir die gesamte Dissipation S gilt bei groBen Re-Zah- 


len (vgl. z.B. die Arbeit von L. PRANDTL (1]) 


sm Ee ome ets (4.1) 
i=1 k=1 


: ree 


vg 


Ou; OUR 


4 q rau 
+ Die im allgemeinen Fall noch auftretenden Glieder cate, eae 


verschwinden wegen der Isotropie. a eed 
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wobei c eine in beschranktem MaBe von der Struktur der Turbulenz 
abhangige dimensionslose Zahl ist. Damit wird dann fiir groBe Re-Zahlen 


Ke, ies : = (4.2) 


Wegen der lokalen Isotropie kann bei den kleinen Elementen keine 
Korrelation zwischen @u;/@x, und @,/@ x, bestehen. Aus diesem Grunde 
3 3 
1 [éu; @ aha : Bu; \2 
werden die Ausdriicke Da re beliebig klein gegen > 4 7 
OX, 


OX, OX, 
k=l k=1 


Daher darf man bei hinreichend groBen ReyNoips-Zahlen fiir 1 + 7 
3 


Cu; Ouj f 
a: Ox, OX, et, (4-3) 
hal 
setzen. 

Grundsitzlich verschieden hiervon ist das Verhalten bei den aller- 
kleinsten REYNOLDS-Zahlen. Die Turbulenz besteht hierbei aus Ele- 
menten, die in ihrer GréBe nur wenig voneinander verschieden sind. 
Die Elemente, die den wesentlichsten Beitrag zur Energie liefern, tragen 
noch viel zu (@u,/@x,)? bei, und die Elemente, die die gréBten Beitrage 
zu (du;/éx,)? liefern, enthalten anteilmaBig viel Energie. Daher ist die 
von der Schwankungskomponente wu; dissipierte Energie proportional der 
in ihr enthaltenen kinetischen Energie, also fiir Re-- 0: 


< Ou; \2 ce, rH 
2iAwa o yee (4.4) 
k=1 
Aus den gleichen Griinden wird auch die Korrelation CMs SM dott 
— ° = OX, Xe 
Wert u;«, proportional sein, also 
3 
NT Guy Cup Gy uy 
Lu éx, Ox, +2 Lt - (4.5) 
kel 


Die GréBe des Zahlenfaktors c, wird im allgemeinen von der Wahl der 
Zeiger 1 und 7 abhangig sein, jedoch wird man stets etwa gleiche GréBen- 
ordnung erwarten kénnen. In dem Grenzfall, daB die Turbulenzbewe- 
gung nur aus Sinuswellen einer einzigen Lange besteht, ergibt sich 

°o= eat 76 

— 32 = 4£4,//0. (4.6) 
Fiir isotrope Turbulenz ist mach der Theorie von G. K. BATCHELOR 
und A. A. TowNnsEND [10] oder J. Rotra [12] der Wert 


. 5a = 
Oana (4.7) 
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Wie sich der Ubergang zwischen diesen beiden asymptotischen Ge- 
setzen vollzieht, kann man etwa aus theoretischen und experimentellen 
Untersuchungen an isotroper Turbulenz entnehmen, aus denen man auch 
liber die GréBen c in (4.1), (4.2) etwas erfahren kann. Als Bezugslange L 
fiir die in Fig. 5 ausgewerteten MeBergebnisse verschiedener Herkunft [7] 
bis [17| wurde wieder die durch (3.15) definierte GréBe gewahlt. 
Die Messungen iiberdecken einen ziemlich breiten Re-Zahlbereich. 
Die Abhangigkeit der Dissipation von der REyNotps-Zahl laBt sich 
naherungsweise rechnerisch erfassen unter der Voraussetzung, daB 


12 
4 70 _| Theorie: him ke :0= 0723 x 
| | limke-- 0° c= Sa/he 
C 48 | 


aia ee 
iets 


limke = 


eal 
"2 Qt 06 a8 


| 
WwW W-H @ W 20 22 24 28 28, 80 
GA ae Se 
log Re ~ log 
Fig. 5. Energiedissipation bei isotroper Turbulenz. 


fiir die spektrale Verteilung der Schwankungsenergie ein statistisches 
Gleichgewicht besteht {72}. Hierbei tritt iiber die Erfassung der tur- 
bulenten Energieaustauschvorgange zwischen verschieden groBen Ele- 
menten eine allgemeine Konstante x auf (vgl. hierzu die Arbeit von 
W. HEISENBERG (13)). 

Fiir eine erste Abschatzung wird auf Grund der Fig. 5 die Inter- 
polationsformel 


3 
= E EA 
S= "ars +C L 


(4.8) 
vorgeschlagen. Nach Fig. 5 ist etwa c=0,202 (mit HEISENBERGscher 
Konstante x = 0,28). Die Ubertragung dieser Interpolationsformel (4.8) 
auf die uns interessierenden Ausdriicke wiirde 


3 a 3 
EDR ST, Wee Mea Ve 4.9 
yy gehen 5 L (4.9) 
k=l 
und allgemein fiir 7 =7 und 1+7 
3 
—_—_—_—_s _— i 
Ou; Ouj Uj Uj _ 2¢ ES 4.10 
albert oie ade eg Magar ay 
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ergeben. Diese Ausdriicke werden fiir die spateren Diskussionen und 
Rechnungen als giiltig angesehen. 


5. Diffustonsglieder. 
FaBt man die noch nicht besprochenen Glieder von (2.10) und (2.14) 
als Vektoren 0;; mit den Komponenten 


Qt = —v 2 aaa, + (j,i: + 8:0 m,) % (5.4) 
k 


auf, so gilt 


3 
ae 
Ox, 
k=1 


Diese Glieder lassen sich daher bei der Integration von (2.10), (2.11) 
bzw. (2.13) iiber ein geschlossenes Raumgebiet nach dem GaAussschen 
Integralsatz in Oberflachen-Integrale iiberfiihren. Aus dieser Eigen- 
schaft kann man eindeutig folgern, daB diese Terme einen Transport 
des statistischen Merkmals w, «, bzw. der kinetischen Energie beschreiben, 
kurz gesagt, eine turbulente Diffusion von “, «, bzw. eine Energiediffusion 
ausdriicken. Diese Vorgange werden durch Korrelationen zwischen drei 
Geschwindigkeitskomponenten, durch Korrelationen zwischen Druck- 
und Geschwindigkeitsschwankungen, sowie durch Zahigkeitseinfliisse be- 
wirkt und haben ihre Ursache in raumlicher Inhomogenitat der Tur- 
bulenz. Obgleich diese Glieder in manchen Fallen fiir den gesamten 
Mechanismus der Str6mungsvorgange von groBer Wichtigkeit sind, gibt 
es auch Stroémungen oder zumindest gewisse Gebiete im Str6mungsraum, 
in denen diese Diffusionen verschwinden oder vernachlassigbaren Ein- 
fluB haben. Im folgenden Abschnitt wollen wir eine solche Strémung 
naher behandeln und deshalb die Diskussion iiber die Diffusionsglieder 


hier abbrechen und sie gegebenenfalls bei anderer Gelegenheit fort- 
setzen. 


- 


Lui sa; ; + (jx; + 554%) © | =divD,;. (5-2) 


Ox, 


—e 


6. Turbulente, scherende Parallelstrémung. 


Als Beispiel fiir die Anwendung der angegebenen Beziehungen woller 
wir die scherende Parallelstr6mung naher untersuchen, bei der die sta- 
tionire Grundstrémungsgeschwindigkeit mit der x,-Achse zusammen: 
fallt und nur eine Funktion von x, ist. Zur weiteren Vereinfachung de: 
Problems werden die Energiediffusionsanteile gleich Null gesetzt 
Streng ist dies natiirlich nur in Spezialfallen zulassig, z.B. bei der uni 
versellen turbulenten Wandstrémung, bei der die Schubspannung kon 
stant und die Zahigkeit sehr klein ist. Eine solche Rechnung ohne di 
Diffusionsanteile veranschaulicht aber sehr gut das Wesentliche eine: 
turbulenten, scherenden Strémung. Im rechteckigen Kanal gewonnen 
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MeBergebnisse von H. Retcuarpr [14] und J. LAuFER [15] ermoglichen 
einen Vergleich mit der Theorie. Dabei wird der hier behandelte Fall 
nur in den auBeren Regionen realisiert, wihrend die Strémung in der 
mittleren Kanalzone in erheblichem MaBe von den hier vernachlassigten 

Diffusionsgliedern beeinfluBt wird. 


Die Energiegleichungen (2.11) reduzieren sich auf 


aU. 1 Cu 1/ du, \2 
Uy Ug) — se ; =| =U; 


“ aX, o Ox, Cx, 
k=1 
3 
1 Oty 7 Cu 2 
—— pi ty (S) —0, (6.1) 
0 CX, ee as 
k=1 


Aus diesen Gleichungen geht hervor, dab die gesamte kinetische Energie, 
die aus der Grundstrémung iiber die REyYNoLDs-Spannung — 9% My 
in Turbulenzenergie iibergefiihrt wird, unmittelbar nur in Langsschwan- 
kungsenergie 0 ?/2 verwandelt wird. Diese den Langsschwankungen zu- 
gefiihrte Energie wird teils von der u#,-Komponente in Warme dissipiert, 


teils durch den Ausdruck p ox auf die u,- und w,-Komponente 
Saat 
iibertragen und so zur Aufrechterhaltung der im Mittel stationadren u,- 


und w#s-Schwankungen verwendet. DaB eine Energieiibertragung von 
der #,-Schwankung auf die iibrigen SpE Ae i Sigeae cee a statt- 


findet, folgt aus der Tatsache, daB die Dissipationsbeitrage v >, y 42 u,|Ox,)® 


nur positiv sein kénnen. Die Addition aller drei Gleichungen 6.1) ergibt 
die Bilanz der Gesamtenergie der turbulenten Bewegung gemaB (2.13) 


[See (ang 9 
MMe oe +d Oe. (6.2) 


Zur Bestimmung der Korrelationsfunktion , #, brauchen wir noch 
eine weitere Gleichung, die wir aus (2.10) mit 7=1, 7 =2 bekommen: 


3 


ri au, ol. p (2 rs ect) re avy" Oi, et” PSs (6.3) 
a dx, 0 CX, Cx, Ox, OM; 


k=1 


Diese Gleichung ersetzt die sonst tiblicherweise auf der Vorstellung 
basierende Beziehung, daB sich die turbulente Schubspannung auf einen 
Impulstransport zuriickfiihren laBt, der dem Geschwindigkeitsgradienten 
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dU,/dx, proportional ist: 


: dU, 
er se di, : 

Dabei ist ¢ die sog. AustauschgréBe, die die Dimension einer kinemati- 

schen Zahigkeit hat. 

Nach Einfiihrung der Ansatze (3.7), (3.10), (4-8) und (4.10) in (6.1), 
(6.2) und (6.3) lassen sich die Schwankungsquadrate und die Korrela- 
tion berechnen, wenn man dU,/dx, und L als vorgegebene GréBen an- 
sieht. Dabei setzen wir speziell fiir die Korrelationen zwischen Druck- 
schwankungen und Geschwindigkeitsableitungen 


pS = ot + et Se (g—-F 2), 

1p Bia = fg Uh + tg SU te VE (ag -2 a), 

1p ie = ath 21 + ot So Eg 7 ez), tal 
+ (Gat + oat) = (ath tat) - So + 


E—— 
+ (go¢T3 + asC17 dxi —s p Uy Uy. 


Zur Abschatzung der GroBen at! und ,,c;: werden folgende Uberlegungen 


angestellt: Wegen (3.11) gilt zunachst Salt = = 2%, %,; da erfahrungs- 


i=] 
gemaB die w,-Schwankung im Mittel wesentlich gréBer als die #.-Schwan- 


kung ist, so schatzen wir auf Grund der Ergebnisse fiir isotrope Tur- 
bulenz 


ait = 0,4 uy Uy (6.4) 
und demgemaB8 fiir groBe REYNoOLDs-Zahlen 
22°11 = — 0,104 u, uy L®. (6.4b) 


Aus der Kontinuitatsbedingung (3.12) folgt weiter 


22) — 
2212 + aaCt3 = + 0,104 wy uy L®. 


Da im vorliegenden Falle weitere Kenntnisse iiber die Struktur der 
lurbulenz einstweilen fehlen, setzen wir 


(6.4¢) 


ar | 
= a3 — (0,2 uy Uy, | 


= 9213 = 0,052 u, uy L®. 


Statistische Theorie nichthomogener Turbulenz. TI. 565 


Durch diese Vereinfachung werden die Gleichungen der Schwankungs- 
energie der #,- und us-Komponente nach (6.1) identisch, so daB sich 
ui —u2 ergibt. 

An Hand der Rechnungen fiir isotrope Turbulenz bekommt man 
weiter die Werte 


17=083; age? = 0,62 0 L2. Sa) 


Zur Abschatzung von aj} muB man die Kontinuitatsgleichung (3.12) und 
die Vertauschungsregeln (3.13) zu Hilfe nehmen: 


alt + alt +a} =o, 
all + al? +33 =o, 
a3; + 433 + a33 = 0. 
Da man wegen der in (6.4c) gemachten Vereinfachung, die auf 42 = «2 


fiihrte, konsequenterweise auch a3} a3} setzen wird, so folgt aus die- 
sem Gleichungssystem 


9 


ai, =— taiji ——0,2u. (6.4e) 
Durch die gleichen Rechnungen erhalt man schlieBlich noch 
e2fts = —basli1 — 0,052 uf L*. (6.4f) 


Bevor wir uns jetzt den Loésungen des Systems (6.1) zuwenden, 
wollen wir priifen, inwieweit vorliegende Messungen unsere Theorie und 
dabei getroffene Vereinfachungen qualitativ bestatigen. Zundchst zeigen 
die Versuche (/4), (15) fiir die Schwankungen 1m, wesentlich gréBere 
Werte als fiir die iibrigen Komponenten. Da aus (6.1) streng zu folgern 
war, daB ein Energieiibergang von u, auf uw, und wu, stattfindet, so ergibt 
sich in Ubereinstimmung mit den Aussagen von Abschnitt 3 ein Energie- 
austausch von den Schwankungskomponenten starkerer Intensitaét an 
solche schwacherer Intensitat. Ferner wird weitgehend die Gleichheit 
der Schwankungsquadrate 12 und v2 durch die Experimente von J. Lavu- 
FER [15] bestatigt. SchlieBlich bestatigen noch die von J. LAUFER ge- 
messenen Spektren das Vorhandensein der lokalen Isotropie. Diese Spek- 
tren zeigen oberhalb einer gewissen Frequenz zwar noch eine gewisse 
Schwankungsintensitat, aber keine Korrelation, was fiir Isotropie in 
diesem Frequenzgebiet spricht. Das aus den zweiten Momenten der 
Spektren errechnete Verhdltnis (<4 a2) (ea) ~ ‘ laBt allerdings 


Ox, Ox, dx, 
darauf schlieBen, daB der Betrag ey nits. ©"? tatsachlich groBer ist, 
4 x 


OX, Co k 
k=1 


als man aus (4.10) bei entsprechenden RreyNotps-Zahlen rechnerisch 
38* 
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erhilt. Lokalé Isotropie wurde ferner im turbulenten Nachlauf eine 
Zylinders von A. A. TOwNSEND [16} und am Rande eines zylindrischer 
Strahles von S. Corrsin [17] experimentell nachgewiesen. Aus de 
Theorie der lokalen Isotropie folgt iibrigens noch, daB bei groBen Re: 
Zahlen von der der Langsschwankung u, zugefiihrten Energie 4 un: 


mittelbar dissipiert wird, ¥ aber durch das Glied p re an die tbriger 
. 1 


Komponenten abgegeben werden. 

Wir wenden ursere Rechnungen zunachst auf den Fall sehr groBe 
REYNOLDS-Zahlen an, bei denen die von der Zahigkeit abhangigen Glie- 
der gestrichen werden diirfen. Wir untersuchen die universelle Wand 
strémung, bei welcher zwischen der Grundstrémungsgeschwindigkeit U 
und dem Wandabstand x, das bekannte logarithmische Gesetz besteht 
so daB zwischen der dritten und der ersten Ableitung die Beziehung 


@U, 2 dU, 
dst x8 dx, 
gilt. Aus der zweiten Gleichung von (6.1) folgt dann nach Eliminatior 


VON 1 Uy oe mit (6.2) 
2 
c L? 
i ae (0,4 + 0,312 =) (6.5 


Uber die GréBe von k,, iiber die wir bislang nichts wissen, gewinner 
wir hier den ersten Anhalt. Da #32 nur positiv sein kann, muBb k,> 0,4 « 
sein. Fiir v? gilt dann 


nome, 
uy 2 
2 3 


1+2 t, (0,4 +-0,312 =)I- (6.6 


lihrt man (6.5) und (6.6) in (6.3) und (6.2) ein, so erhalt man nach eini- 
gen Rechnungen 


\2 . 
2 


3 | L*\ | ¢ | i 
{(02- 1,24) |1— (0.4 +0312 5 J+ 


Tv 2 
= —u, u =i ] 
0 ae aes 


T2 - 2 3 | , rT (6.7 
dp (0,2—o,1 »)|t + 2>—(0,4 + 0,342 cs )} 1 p2|@U,) aU, 

Xs Ry Ks | iG dx,| dx, ~ 
Vir L/x, = const entspricht diese Formel ganz dem PRANpTLscher 
Mischungswegansatz. Legt man die Linge L so fest, daB sie gleich den 
Mischungsweg ist, also L ~0,4%, so wird 


c \8 

1+0,9 Pi F 
0,427 ed 
Rp/c / @ ¢ 


(6.8 
pa oe: 
c= [0,122 4, (1 +09 ‘)| | 


und mithin 


‘3 
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Bei dieser Festlegung von L ist somit eine Beziehung zwischen den 
Bien c und ky hergestellt. Nimmt man beispielsweise einen bestimm- 
ten Wert fiir c/k, an (c/k,<2,5), so gewinnt man aus (6.8) c und damit 
auch ky. In Tabelle 1 sind solche Rechnungsergebnisse zusammengestellt 
und damit gleichzeitig wichtige KenngréBen fiir den V ergleich mit Ver- 
suchsergebnissen angegeben. 


Tabelle 1. 
a a a a ee eee 
clkp / c kp Vig | FA ws: | 1 en 

}t Q uy ui | Vatu 

| | 
0,5 0,162 0,324 1,802 0,731 0,421 
0,6 0,194 0,323 1,750 0,689 | 0,475 
3 0,648 0,530 
0,8 0,262 0,327 1,074 0,610 0,585 
0,9 0,298 0,321 1,646 0,573 0,644 


Eine experimentelle Bestimmung der Querkorrelationsfunktion im 


Rohr von G. I. Taytor [11] ergibt fiir Rohrmitte L = f g(r) dr=0,14 


0 
Rohrhalbmesser ; dieser Wert entspricht genau der GréBe des Mischungs- 
weges nach den Auswertungen von J. NIKURADSE [18], so daB man wohl 
annehmen darf, daB LZ nach (3.15) und der Mischungsweg / bei groBen 
ReyNoLps-Zahlen tatsachlich der GroBenordnung nach tibereinstimmen. 
Der Faktor c liegt nach Tabelle 1 allgemein etwa in der Gr6B8enordnung 
wie bei den Auswertungsergebnissen isotroper Turbulenz, Fig. 5. Die 
Auswertungen, die K. WIEGHARDT im AnschluB an die Arbeit [7] von 


L. PRANDTL gemacht hat, ergaben c~0,18 bis 0,21. Der Wert Vi2/V alo 
liegt nach Grenzschichtmessungen etwa bei 1,7 bis 1,8 (vgl. hierzu die 
Arbeit von J. Rotra [19]); die Messungen [14], [15] ergaben in diesem 
Punkte kein ganz einheitliches Ergebnis, die Spitzenwerte legen zum 
Teil bei Vie/ \t/o>2. Das Verhaltnis der Schwankungskomponenten 
Vea/V2 betragt nach H. ReIcHArpt [14] und J. Laurer [15] } bis 4. 
Der Korrelationskoeffizient betragt nach den erwahnten Messungen 
(14), [15] 0,45 bis 0,5. Unter Beachtung aller experimentellen Befunde 
scheint die Rechnung mit c/k,—0,7 am besten die tatsdchlichen Ver- 
haltnisse zu treffen. Man kann jedenfalls behaupten, daB die Rech- 
nungsergebnisse im groBen und ganzen sowohl qualitativ als auch quan- 
titativ den Versuchsbeobachtungen entsprechen. 

Bei Beriicksichtigung der Zahigkeit ergeben sich mit der REYNOLDs- 
Zahl Re = \ELlv der Turbulenz folgende Ausdriicke fiir die wichtigsten 
GréBen bei einer einfachen scherenden Parallelstromung (d?U,/d x; und 


568 J. Rotta: 


hdhere Ableitungen gleich Null gesetzt) 


c  /kp 18 
to 4a e 
04 2+ 0,4 i A 
Bid Aa ue, (6.9) 
— Uy U2 = 7 PAS oo eer ay aa, 
is a 9 | Pe ‘ 
a Re / Re 
k dv, 
2+ 04+ 244k ee 
Re +h = |/ 94 ___# _“__ (6.10) 
Rp J k (c+— y 
P \ zl 


Aus diesen beiden Gleichungen laBt sich —#, “4, bestimmen, wenn 
dU,/dx,, L und v vorgegeben sind. Bei der Durchfiihrung der Rechnung 


' be 
| ah/go= Konst 


| 


Fig. 6. Statistische GréBen und Korrelation der Geschwindigkeitsschwankungen bei einer scherenden 
Parallelstr6mung. 


wurde der sich fiir isotrope Turbulenz theoretisch ergebende Wert 
¢,=5a/4 zuyrunde gelegt, der durch Windkanalversuche [10] auch 
experimentell bestatigt wurde. Die GréBe &, wurde dagegen von der 
Re-Zahl unabhangig angenommen, obwohl eine gewisse Abhangigkeit 
im allgemeinen denkbar ist. Es ist zu vermuten, daB k, zumindest 
dieselbe GréBenordnung im gesamten Re-Zahlbereich beibehalt. 

In lig. 6 ist das Ergebnis solcher Rechnungen in dimensionsloset 
eid ov liber der Re-Zahl = 
Gz, | ax, vy di, 
aufgetragen ist. In diesem Diagramm stellt sich der Fall Re-+ co durct 


Form dargestellt, indem —# wy) L? 


die Gerade — 1, ua | L?| ch ie = 1,93 dar. Mit abnehmender Re-Zah 
/ 2 re 
fallt dann —w, wy bis auf Null ab. Das bemerkenswerte Ergebnis, dal 
aU 
pt—-+ 


unterhalb einer gewissen REYNOLDS-Zahl 4%. kein stationarer 


v 
turbulenter Gleichgewichtszustand bestehen kann, laBt sich auch au 


@2 
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der Gesamtenergiegleichung (6.2) herleiten. Nach der CAucHY-SCHWARZ- 
schen Ungleichung ist namlich 


(uy Uy)? << uv? U2. 
Da die Dissipation in (6.2) stets positiv ist, wird UW, Uy bei positivem 
dU,/dx, immer negativ. Ferner ist wegen (2.12) 
4 
2 


E > uM) + u 


a, Sl eee 
an also u3}< 2E—uj 


und somit 


(uy My)? < uw? (2E —12) << E?. 
Mithin, wenn dU,/dx, positiv ist: 
0 < r Uy Ug < E . 


Nach dem Ansatz (4.8) ist 


damit folgt weiter aus (6.2) 


= 3 
dU, ——— U, au; \2 E 
E dao > > bee) PVG sa (6.11) 


s=1 k=1 


so daB man als rohe Abschatzung fiir die Grenze eines moglichen, im 
Mittel stationaren, turbulenten Strémungszustandes 


peo 
d 
carne ea (6.12) 


v 


erhalt. Der Wert dieser Abschatzung liegt darin, daB auf die meisten 
Voraussetzungen der Abschnitte 3 und 4 verzichtet werden kann, um 
die qualitative Richtigkeit der in Fig. 6 dargestellten Kurven nachzu- 
weisen. Der genauere Wert fiir die ,, Turbulenzgrenze”’ ergibt sich nach 
Formel (6.10) fiir im Re 0 zu 


po 
fanz ) G tT a= 84 a) 
Unterhalb dieser Turbulenzgrenze ist nur eine laminate Stromung mog- 
lich, wahrend oberhalb dieser Grenze sowohl laminare als auch turbu- 
lente Strémung bestehen kann. Diese Tatsache ist unter Umstanden 
fiir die Frage des Uberganges der laminaren in die turbulente Stromung 
bedeutungsvoll. 
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In Fig. 6 sind noch der Korrelationskoeffizient 


C4/kp | 6 , GlRp 


VL 
—— (|2+0,4—-—+4+2,4 
3 kp 


i ks ee z x = oe = a (6.14) 
wu 2 ( ae of SEED. ( = +006) 
Vukg Rg a Re ey Rp sary 
und das Verhaltnis 
/ a ate 
E * C,/Rp 
[= 4 —=1(), 4 + 0,6 
2-2 a9 
u 1g Se ee oo 
i va Rp a> Re 


iiber der REyNoLDs-Zahl = ~ aufgetragen. Der Korrelationskoeffi- 
v x 


2 « : 
zient nimmt zu, wenn die REYNoLDs-Zahl kleiner wird, was qualitativ 
durch die Messungen von J. LAUFER [15] bestatigt wird; dagegen nimmt — 
V2 /v2 mit Re ab. 


Anhang. 


Die Korrelation zwischen den Schwankungen der Geschwindigkeits- 
komponente u; am Punkt O(r) und ~,, am Punkt 0’(r+-r) werde mit 


Ri" (x,t) = (2) My (Z +t) (A.1) 


bezeichnet. In einer homogenen Turbulenz, bei der alle statistischen 
Merkmale vom Ortsvektor r unabhangig sind, ist diese Funktion nur 
vom Vektorr abhangig und es ergibt sich durch Differentiation die 
bekannte Beziehung (vgl. die Arbeit von v. KARMAN und HowartTH [20}) 


Ou, (x) Ou, (x + 1) = & R™ (t) 


Ox; CX] 0g; eg; , (A.2) 
wobei €; die Komponenten von r sind. Diese Beziehung kann man in 
der Regel auch im allgemeinen Fall nichthomogener Turbulenz nahe- 
rungsweise als giiltig ansehen. Damit ergeben sich die Koeffizienten 
von (3.10) zu 


° ~ pP2-PmM - 
qQnt ==) ‘ | vi abs. Vol (A 3) 
Ni ax J 68,067 #4 * 2 
(Vol) 
mi____ i cd Bn - a@Vol re 
n ij am J 0&,0&; PR age (A.4) 
(Vol) 
nF se nck oe Z 
nkly 4a es; es; Casa y . ( .5) 


ee 


on ee 


Cie, oni Mi ke Lert 
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Aus (A.3) ergibt sich weiter 
Sick eto lle e re ACS 
py — Eran | Pe 7 es rig a) Ri (v) ei (A.6) 


Nach dem GREENschen Satz folgt hieraus die Beziehung (3.44)s 
3 
D, am = 2R" (0) = 24; 4,,. (A.7) 


“— 32 
j=l 


Die of kénnen nur dann von Null verschiedene Werte haben, wenn 
die Funktion A” (r) nicht symmetrisch ist. Mit der Relation 


R*, (t,t) =Re(z, — 2), (A.8) 


die fiir homogene Turbulenz streng, fiir nichthomogene nur naherungs- 
weise gilt, folgen aus (A.3), (A.4) und (A.5) unmittelbar die in (3.13) 
angegebenen Vertauschungsregeln fiir die Zeiger. 

Bei isotroper Turbulenz betragt die Korrelationsfunktion [20] 


e 
© 
= 


Rm (t) =A (r) #3" + dim Br), (A.9) 


os 


wobei (vgl. Fig. 4) 


A(r) =«i [f)-s()|=—3 7G, (A.10) 


B(r) =u? g(r) = f(r) —A(r) 
ist. Die Funktion f(r) steht mit dem Energiespektrum F (k), wobei k 
die Wellenzahl ist, in folgendem Zusammenhang [13]: 


= r F(k) /sinrk 
i f(r) = se eae cos rk) dk. (A141) 


0 
Die verschiedenen Integralmomente, die bei der Quadratur von (A.}) 
und (A.5) auftreten, errechnen sich zu 


ia dy red r atlr) rad wu oe ue 
[Ae : --3/ ar = 10) ==. (A.12) 
0 0 
i dr= “i fps 1 ay ak f Yoyrar (A.13.a) 
fam egies" Pere =U; A. 
0 0 0 
und weiter mit (A.11) 
co iE h 
[A@rar=2f ae ae (A.13b) 
0 0 


FBWrdr—w f firdr—f Alyrdr=o. (A.14) 
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Der Wert (A.12) ist von der speziellen Form der Korrelationsfunktion f(r) 
und mithin von der Re-Zahl unabhangig. Daher hangen die Werte a7j* 
bei isotroper Turbulenz nicht von der ReyNo.Lps-Zahl ab. Der Aus- 
druck (A.13) ist hingegen vom Energiespektrum und damit von der 


Reynotps-Zahl Re TEE abhiingig. Fiir sehr groBe Re-Zahlen, bei 


denen das Spektrum bei kleinen Wellenzahlen der Form biassks (k) o< k4; 
k+0 


bei groBen Wellenzahlen der Form F () xk-4 gehorcht, ergibt sich 
unter Zugrundelegung der Rechnungen von J. RoTTA [12] 
i FO) dk = 2,724 L?. (A.15) 
0 
Fiir kleine Re-Zahlen, bei denen das Spektrum die Form 
128 — 


= 275 b4 p—4S/a th? 
Patt 3 3 u?L> kite 
annimmt, ist 
Le °] 
[ 7® ae = fe. (A.16) 


0 


Legt man in (A.3), (A.4) und (A.5) die Ansatze (A.9) und (A.10) zugrunde, 
so fithren die Quadraturen unter Benutzung von (A.12), (A.13), (A.14), 
(A.15) und (A.16) auf die in Abschnitt 3 angegebenen GréBen. 
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Erzeugung von Photonen 
beim Zusammenstof von Nukleonen. 


Von 


REINHARD OEHME, Gottingen. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. Februar 1951.) 


Im I. Teil wird im Anschlu8 an eine Arbeit von HEISENBERG iiber die Entstehung 
von Mesonen in Vielfachprozessen das Spektrum der Zerfallsphotonen von neu- 
tralen Mesonen beim ZusammenstoB von Nukleonen berechnet, und zwar erstens 
fiir den Zerfall in zwei Quanten und zweitens fiir den Ubergang eines neutralen 
Teilchens vom Spin 1 in drei Photonen. Der Vergleich mit den Experimenten bei 
mittleren StoBenergien zeigt, daB nur der ProzeB 2°—>+2y in Frage kommt und 
damit das a'-Meson den Spin 0 hat. Weiter wird das Spektrum der Zerfallspho- 
tonen in den obersten Schichten der Atmosphare berechnet. Aus dem Vergleich 
mit der gemessenen Energieverteilung kann man auf den Abfall des differentiellen 
Erzeugungsspektrums der a-Mesonen im Schwerpunktsystem schlieBen, der sich 
proportional zu &’~'°*°" ergibt. Der Exponent ist ein MaB fiir die Starke der 
nichtlinearen Wechselwirkung der Mesonen in dem sich beim StoB ablésenden 
Wellenpaket. 
Im II. Teil werden die iibrigen Photonenerzeugungsprozesse behandelt, namlich 
die Abstrahlung der entstehenden geladenen Mesonen und die Bremsstrahlung der 
Nukleonen; auch fiir St6Be sehr hoher Energie, die zu groBen Luftschauern AnlaB 
geben. Fiir beide Prozesse hangt die Photonenausbeute bei hohen StoBenergien 
wesentlich davon ab, welchen Spin man den geladenen m-Mesonen zuschreibt, 
und zwar ist sie fiir Spin 1 groBer als fiir Spin 0. Daraus ergeben sich Méglichkeiten 
zur Entscheidung zwischen beiden Spinwerten. 


Einleitung. 

Es gibt viele Experimente, die darauf hindeuten, daB beim Zusam- 
menstoB zweier hochenergetischer Nukleonen mehrere neue Teilchen er- 
zeugt werden. Primar entstehen dabei solche Teilchen, die dem Kratft- 
feld zwischen den beiden stoBenden Nukleonen entsprechen. Die Dif- 
ferenz der Mesonenfelder vor und nach dem StoB wird in Form von reellen 
Mesonen ausgestrahlt, d.h. ein Teil der kinetischen Energie der Nu- 
kleonen geht in das Mesonenfeld. (Mit ,,Mesonen“ sind hier die z-Mesonen 
gemeint sowie andere Mesonen, die eine direkte starke Kopplung mit 
den Nukleonen haben.) Neben diesen Teilchen des Kernfeldes konnen 
sekundar noch Photonen und bei sehr hohen Energien méglicherweise 
Nukleon-Antinukleon-Paare erzeugt werden. Auf Grund der Kopplung 
des Nukleons mit dem elektromagnetischen Feld durch Ladung und das 
magnetische Moment vom Proton bzw. das magnetische Moment des 
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Neutrons entstehen Photonen auch direkt als gewdhnliche Brems- 
strahlung. Das wirklich zu beobachtende Lichtquantenspektrum be- 
steht also aus Beitragen verschiedener Prozesse, deren relativer Anteil 
von der StoBenergie abhangt. Neben der schon erwahnten Bremsstrah- 
lung bekommt man noch Photonen durch Abstrahlung der beim StoB 
entstehenden schnellen geladenen Teilchen und weiter beim Zerfall von 
neutralen Mesonen, die zusammen mit den geladenen erzeugt werden. 
Gerade der letztere ProzeB tragt den Hauptteil der Photonenausbeute. 
Wegen der endlichen Lebensdauer der neutralen Mesonen fallt die Ent- 
stehung dieser Photonen nicht mit dem eigentlichen StoBereignis zu- 
sammen; wenn man ein bestimmtes Spektrum und ein Zerfallschema 
fiir die neutralen Mesonen zugrunde legt, so ist damit auch die Energie- 
verteilung der Zerfallsphotonen gegeben. Anders ist es bei der Abstrah- 
lung der geladenen Mesonen. Diese Photonen entstehen bei der Be- 
schleunigung der Mesonen, also unmittelbar beim StoB. Ist nun die 
Kopplung der geladenen Mesonen mit dem elektromagnetischen Feld 
klein, so kann man nach der bisherigen Quantenelektrodynamik die 
Abstrahlung eines mit einer bestimmten Energie entstehenden Mesons 
berechnen. Fiir Mesonen vom Spin 1 wird aber bei hohen Energien, und 
zwar bei mehr als etwa 1- 10%eV kinetischer Energie der Mesonen 1m 
Schwerpunktsystem der stoBenden Nukleonen, die Wechselwirkung mit 
dem Lichtquantenfeld sehr groB, und es ist nicht mehr sinnvoll, die 
Entstehungsprozesse von Mesonen und Photonen zu trennen, sondern 
die Photonen werden ebenso wie die Mesonen aus der ,,Universal- 
mischung‘‘ von Materie herausdampfen, die beim StoB der beiden 
Nukleonen entsteht. 


1. Entstehung von Photonen durch Zerfall neutraler Mesonen. 

Es soll nun zuerst die Photonenausbeute beim Zerfall neutraler 
Mesonen auf Grund eines halbempirischen Spektrums dieser Teilchen 
berechnet werden. Die Ergebnisse werden dann mit vorliegenden Ex- 
perimenten verglichen, um zu sehen, inwieweit man schon durch diesen 
einen ErzeugungsprozeB die Erfahrung richtig darstellen kann. 


a) Das Spektrum der Zerfallsphotonen im Schwerpunktsystem. 
Das Spektrum der entstehenden Mesonen. 

Eine Berechnung der Mesonenerzeugung bei St6Ben hédherer Energie 
nach den bisherigen Feldtheorien scheitert bekanntlich an der starken 
Kopplung beider Felder. Das sich ablésende Wellenpaket ist so klein, 
seine FourtER-Zerlegung enthalt also so hohe Frequenzen, daB die 
Wechselwirkung der Teilchen untereinander wesentlich wird; d.h. der 
EinfluB der nichtlinearen Glieder der W ellengleichung wird bestimmend 
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_ und sorgt fiir eine Verschiebung der Energie im Spektrum nach kleineren 
_ Wellenzahlen hin. Die bisherigen Erfahrungen mit nichtlinearen Glei- 
_ chungen [7] legen es nahe, bei groBeren Wellenzahlen fiir das Spektrum 
der Mesonen im Schwerpunktsystem ein einfaches Potenzgesetz anzu- 
nehmen. Bei kleineren Wellenzahlen liBt sich theoretisch vorerst nichts 
tiber die Form des Spektrums aussagen. Ein besonders fiir spatere 


- Rechnungen einfacher Ansatz, den wir hier zugrunde legen wollen, hat 
die Form 


E (fy,a) =A, 0» VP mm pie, (1) 
Po 

E (po, «) ist der Erwartungswert der Energie im Mesonspektrum zwi- 

schen den Wellenzahlen £) und #) +d, und e’ bedeutet die gesamte 


beim StoB in Mesonenenergie umgesetzte kinetische Fnergie der Nu- 
kleonen. Damit wird 


Po max -1 
A, (Po max) = i \Po ped int ¥ (2) 


pork 


wobei fo max die gr6Btmégliche Energie im Mesonenspektrum ist, die dem 
Fall entspricht, da8 nur ein einziges Meson emittiert wird und beide 
Nukleonen mit dem halben Impuls in der entgegengesetzten Richtung 
weegfliegen. pmax berechnet sich aus e’ gemaB 
; Sr, & aM m? ae e+4M f 3) 
Pomax = 57 54M ' 2¢4+4M ~ 22+4M °° | 
Maximal steht fiir die Erzeugung von Mesonen die doppelte kinetische 
Energie eines der Nukleonen im Schwerpunktsystem zur Verfiigung 


Emax = 2(R—M). (3a) 


Aber es wird nicht bei jedem StoB dieser Betrag umgesetzt werden. 
Setzt man e’ =y€mpax, So gibt y den Inelastizitatsgrad des StoBprozesses 
an. Fiir den Erwartungswert der Anzahl der Mesonen erhalt man mit 
Gl. (1) bes 
. ; » VPot— 5 
aN — A, (Pomax) é pu dy ¥ (4) 
0 

Im Falle «1 ergibt sich daraus fiir den Erwartungswert die Anzahl 
der erzeugten Mesonen als Funktion der StoBenergie der Nukleonen 


Po max Poa | 
(2 __ ay r 
Ny ——o. (Po max) “| avs apy | 6) 


/ / \2 
; ce |x 3 hie i Bl bal ag 
= A, (Pomax) 2m {3 Fhe ia | ; | ee r | 


7, , 
Po max Po max 
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wobei 


, p, ax + P, x Paax Ww 
a (Pomax) ry {le = m ss bet, (5 a) 
und Pimax = == ) Dernax — ‘2m? und e’ durch (1a) und (1b) in ihrer Abhangigkeit 
von P; gegeben sind. te ist die Multiplizitat fiir den Fall «a=1 


ungefahr proportional P}y Ig 79 ar Bei «=0,5 fiihrt die exakte Inte- 


gration (5) zu elliptischen Funktionen und fiir die Zwischenwerte ist 
sie nur numerisch auszufiihren. Man bekommt im Grenzfall hoher StoB- 


energien 
/ f 1 1 \ 


IN, = A, (Pomax) oe ya |? (5b) 


Po max | 

wenn 6 max => m™; wobei der Koeffizient gegeben ist durch 
Act (Pomax) © (1— 2) Boz! 
A,~1(Pomax) © (%—1) m*". 


Aus (3) und e'=y(V2M (M+ P,) —2M) sieht man, daB die Multipli- 
zitat bei Energien, die groB sind gegen die Ruhemasse des Nukleons 
fiir «<1 etwa wie P* anwichst und fiir x«>1 mit P} geht. Weiter 
enthalt der Ausdruck fiir die Multiplizitat noch den Inelastizitatskoef- 
fizienten y als Parameter bzw. seinen Mittelwert, wenn die Formel sich 
auf eine groBe Zahl von StoBereignissen einer bestimmten Energie be- 
zieht. Der Wert von y hangt sicherlich davon ab, ob es sich um einen 
zentralen StoB handelt, oder die Mesonen-Wolken der beiden stoBenden 
Nukleonen nur mit einem Teil ihres Volumens einander durchdringen, 
wobei ein gréBerer Teil der insgesamt umsetzbaren Energie als kinetische 
Energie den beiden Nukleonen verbleibt (2). 

Fir die mittlere Energie £) =«'/ {dN im Mesonenspektrum bekommt 
man 
py =2m (ig 


m 


, , , 
Po max .5 Pinex Pmnax F 
a x 


, 
Po max 


zt : m m m \2)—' 
x = BIC Si -— > ——-— — . 
2 Py max Py max | ; | Po max (©) 
4m 2p, max 
(Ig —1 


m 


fiir a1 und £o%,,, >> m®. Entsprechend wird fir «> 1 


Po & cae ; (6a) 
ist also x gréBer als 1 oder auch gleich 1, so entstehen die meisten Me- 


sonen im Schwerpunktsystem mit Energien von der GréBenordnung 


= + ee elmaenteg 
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ihrer Ruhemasse. Fallt aber das Spektrum langsamer ab (« <1), so 
haben die Mesonen relativ hohe kinetische Energien. Man bekommt 
dann 


Omax 


slip ar aa ‘t~ 
po + —— ey a (6b) 


Das Maximum von dN,/dp% liegt bei 


, 2 
f= m 2. ” 
Es wurde schon darauf hingewiesen, daB das wirklich ausgesandte 
Mesonenspektrum erst durch die gegenseitige Streuung der Mesonen in 
dem Wellenpaket zustande kommt, das sich als Differenz der Mesonen- 
felder der Nukleonen vor und nach dem Sto8 ablést. Durch diese 
,Durchmischung“ wird die Multiplizitat erhéht auf Kosten der kine- 
tischen Energie der Mesonen. Je starker diese nichtlinearen Wechsel- 
wirkungen in Erscheinung treten, um so steiler wird auch das Mesonen- 
spektrum nach hohen Energien abfallen und um so schneller gemaB (5b) 
die Multiplizitat mit der Primarenergie P, anwachsen. Der Wert des 
Exponenten « ist also ein MaB fiir die Streuung im Wellenpaket und 
damit fiir die Starke der nichtlinearen Wechselwirkung der Mesonen 
untereinander, bzw. fiir die Zeit in der die Energie auf einen so kleinen 
Raum konzentriert bleibt, daB sich diese Krafte auswirken kénnen. 


Zerfall eines neutralen Mesons in Photonen. 

Es wird hier zunachst der Zerfall in zwez Photonen betrachtet. Die 
Anderungen an den Ergebnissen, die sich fiir einen Dreiphotonenzerfall 
ergeben, werden spater diskutiert. Nimmt man an, da das neutrale 
Meson mit einer sehr kurzen Lebensdauer! in zwei Quanten zerfallt, so 
kann man fiir das Spektrum der Zerfallsphotonen im Ruhesystem des 
Mesons schreiben 


w(k, QdkdQ— | d(k—™ \dhsindad dg. (8) 
Geht man zu einem Bezugssystem iiber, in dem das Meson die Energie 
m 
Po —- yi- pe 
= st /4 — p? 
w(t, 8) dkd cos = 1 d(z PSR’ _”) He dkd cos) 


hat, so wird 


(B fallt mit der Richtung der Polarachse zusammen. } 


1 Nach Abschatzungen von SCHEIN [3] ist die Lebensdauer kleiner als 107° sec; 
die Messungen von Carison und Mitarbeitern [4] fiihren zu einem Wert von 107 


bis 1072" sec. 
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Die Integration iiber die Winkel gibt mit §=cosd 


+] 


Fie m +7——s ly = 
wt VF f sfe—* (1-2 pi— py) VF ae 


Big i ag 
= Tp OB), 


wobei at i 

re m \i-— erg ee fi 

o@, p=) “arte "Sa tap 
0 sonst 
oder, wenn man die Energie py = ) = des Mesons einfiihrt 
_ O(h, po) 

w (R, Po) , Ve- a , . 
WO (9) 
O(k 4 fii hain aR = ae h me nk abil 

Po) = 0 sonst; max 2 Pot |/p3—m*” 


Es gilt i (k, Py) dk =1. Die Wahrscheinlichkeit beim Zerfall eines 


max 


finden, ist also unabhangig von der Wellenzahl&. Mit zunehmender 
Mesonenergie fy erstreckt sich das Spektrum iiber immer gréBere Be- 
reiche. Der Erwartungswert der Anzahl der Zerfallsphotonen ist mit 
Gl. (9) 


Mesons ide Energie fy ein Photon im Energiebereich &,j, bis kya, ZU 


dn, = 2w(k, pp) dk = 22%-Po) gp (10) 


| pe. — m? 


Es soll noch die Winkelverteilung der Zerfallsphotonen angegeben werden. 


2 (1—fcos#)® . 2 1—fc 


Amin 


(11) 
wth eh a denn” Link 


Rmax - 

_ Be e j m 
w (0) = > 4 pecee | o(x—= _P Palak | 
2 (bo — pcos 8)? * 2 1—fcos# | 


liegt ja stets zwischen &,,,, und &,,;,. Man bekommt also bei héheren 
Mesonenenergien eine sehr starke Auszeichnung der Bewegungsrichtung 
des neutralen Mesons. 

Hat nun das neutrale Meson den Spin 1, so kann es, wie YANG und 
WIEGNER [5] gezeigt haben, nicht in zwei Photonen zerfallen, denn 
wegen der dann giiltigen Bosr-Statistik und der Transversalitatsbedin- 
gung fiir das elektromagnetische Feld ist es nicht moglich, aus zwei 
Photonen einen Zustand mit dem Gesamtdrehimpuls 1 aufzubauen. Der 


—— ee 
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wahrscheinlichste Ubergang fiihrt also dann zu einem Endzustand Y 


| “mit drei Photonen, in dem der Gesamtimpuls 0 ist, und dessen Energie 
~und Drehimpuls durch Ruhemasse bzw. Spin des zerfallenden neutralen 


: Mesons gegeben sind. Ein solcher Zustand laBt sich nun allgemein dar- 
stellen durch Superposition von Einzelzustinden, in denen die Impulse 


— 


7 


und Drehimpulse der einzelnen Photonen scharf sind, also 


wobei o; = 1; 2 ist fiir rechts bzw. links zirkular polarisierte Photonen. 
Fur jeden Zustand ¥°4%% gilt dann 


4. der Energiesatz k, +k, +k, =m, [e= at |, 


bo 


. der Impulssatz k, e, + ky eg + kg e3 = 0, 
3. der Drehimpulssatz g, ¢, + go ¢. + g3 ¢3 =v, (g;=(— 4)%+1) 


wobei der Einheitsvektor vy den Spin des neutralen Mesons darstellt. 


Hier ist vorausgesetzt, daB beim Zerfall kein Bahndrehimpuls tibertragen 
_ wird bzw. daB ein Ubergang mit / + 0 unwahrscheinlicher ist als einer 


mw Og: 


mit /= Q0}). 

Aus Impuls- und Drehimpulssatz folgt nun, daB die Impulse der drei 
Photonen kollinear zu w sind und mit dem Energiesatz sieht man, daB 
ein Photon stets die Energie m/2 hat und die beiden anderen die rest- 
lichen m/2 unter sich aufteilen und in der entgegengesetzten Richtung 
wegfliegen. Fiir den allgemeinen Zustand gilt dies dann fiir die entspre- 
chenden Erwartungswerte der Impulse der einzelnen Photonen. 

Ist nun fiir den Spin des neutralen Mesons vor dem Zerfall jede Rich- 
tung gleich wahrscheinlich, so bekommt man fiir das Spektrum der 
Zerfallsphotonen im Ruhesystem des Teilchens 

w(k,D)akdO— | 5(k—") +3 7@j-dhsinddd dy, (12) 


1 Da die wesentliche Kopplung zwischen Photonen und neutralen a-Mesonen 


durch das Nukleonenfeld bewerkstelligt wird, erfolgt der Zerfall ohne Bahndreh- 
impulsiibertragung (J=0) in einem Gebiet, dessen 


Lineardimensionen héchstens von der Gré8enordnung M a 
der Compton-Wellenlange des Nukleons sind. Dieser Myre 
einfache Zerfall ist also eine interne Angelegenheit ~~~~ ~~ y 
des Mesons. Um einen Bahndrehimpuls / = 1 zu tiber- 
Beast 


tragen, miissen z. B. zwei der Photonen (ihre Ener- 
gien sind von der GréBenordnung m»/2) um s = 1/mz 
versetzt sein. Diese Lange ist also mindestens von 
der GréBenordnung der Compron-Wellenlange des 
Mesons. Es ist nun anzunehmen, daB das 7°-Meson so itiber seine Compton-Wellen- 
lange verschmiert ist, daB die meiste Energie in der Mitte liegt. Dann wird es aber 
plausibel, daB ein Zerfall mit / + 0 unwahrscheinlicher ist als einer mit /=0. 


39 


Graph zum ProzeB 19° 3/y. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 129. 
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wobei a 
S 2 fm o<k<- - 
z(k) =4™ 
0 sonst a 


ist, wenn man annimmt, da8 fur die beiden in derselben Richtung ry 
fliegenden Photonen jede der méglichen Aufteilungen ihrer Gesamt- 

energie m/2 gleich wahrscheinlich ist. Dies ergibt sich aus der Dichte @ (2) : 
der méglichen Endzustande und es ist nicht zu erwarten, daB das 
Matrixelement H,, fiir den Ubergang wesentlich von dieser Aufteilung _ 


e ‘ 
abhangt. ai M 
, 
ee “ 
Im x 
o 
» 
0 Tt 

2 . ? 
Fig. 1. Spektrum der Zerfallspbotonen eines neutralen Vektormesons, wenn x*—+>37- ‘ 
a a, k= = - 
a aie, a 
— - a rs 

k,+k,= 2 


Hat das Meson relativ zum Bezugssystem die Geschwindigkeit p, 
so wird aus (12) mit f als Polarachse . 


w (k, cos) dkd cos® = + {5 a(e' — Bon? _ =) + x(k, coso)} x 


: i-F 2 
iP 
sag g GRdcosd 
mit | 
2 fa m Vi BP | 
7 (R, cos 8) -\" se Site GT 1 — poosé (13) 
0 sonst 


3 =~ 
— far 1—B<1—Bcosd< = )i—6?, wenn k2 hain 


<1+8, wenn &< Ruin 
O sonst. 


Integriert man nun iiber alle Winkel, so ergibt sich mit Gl. (9) fiir die 
Energieverteilung der Photonen von einem homogenen Strom neutraler 


| 
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-Mesonen mit gleicher kinetischer Energie 
#ipy= Vs Be Lick 
w (RB) =p OUR. B)t Hale [AB 4 


+2(1—O0(k, B)) lg ‘tet 


(14) 


~wobei wieder f{ w(k, 8) dk =1 ist. 
0 


e m 
Mit 4, = VP bekommt man dann fiir den Erwartungswert der 


‘Anzahl der Zerfallsphotonen 


| 2 7 + Vp? — m2 
dn) = Ta Ole, po) (1 + 21g t+ VP ™ rE 


1 / = ” 
+4(1-O(R py) lg ATR” Nae, $ (15) 
1 fiir Rmin = k <— a 


O sonst 


O(k, Po) = 


(s. Fig. 4, S. 586). 


Das Spektrum der Zerfallsphotonen beim ZusammenstoB zweier Nukleonen. 


Aus dem Zerfallspektrum eines neutralen Mesons (5a) und der 
Energieverteilung (2) der Mesonen bekommt man durch Summation 
‘iiber alle Mesonenergien, die zu einem Photon der Energie k’ fihren 
-k6énnen 
; die Po max (Po). 
| oe R= fr 0) FP (bo. 0) db: (16) 
: 
das ist der Erwartungswert der Zahl der Zerfallsphotonen beim Zusam- 
-menstoB zweier Nukleonen mit der Energie P; im Schwerpunktsystem. 
Dabei bedeutet mit (2) 


aN, , ae dN , 
ag, (Po ®) =° apy (Po) 


die Anzahl der neutralen Mesonen. 

. Der Faktor¢ gibt also den Bruchteil der insgesamt erzeugten Meso- 
‘nen, der ungeladen ist. Nach der symmetrischen Theorie der Kernkrafte 
-sollten positive, negative und neutrale Mesonen mit gleicher Wahrschein- 
‘lichkeit entstehen, was ¢=4 bedeutete. Zu einem 4hnlichen Ergebnis 
fiihren die Experimente von CARLSON und Mitarbeitern [4]. Andererseits 
-deuten Messungen der Winkelverteilung bei der Streuung von 90 MeV 
) 30" 


———— 
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Neutronen an Protonen [6] darauf hin, daB die Kernkrafte ungefahr zu 
gleichen Teilen austauschartig und nichtaustauschartig sind. Dies fiihrt — 
zu Cav}, wenn nicht ein Teil der gewohnlichen Krafte auf dem Aus- 
tausch von Paaren geladener Mesonen beruht. Der richtige Wert von C 
wird wohl zwischen 4 und 4 liegen, kann allerdings auch etwas von 
der Energie abhangen. Die Funktion @(f, k’) in dn,/dk’ fiir den 2y- 
Zerfall bestimmt die untere Grenze der Integration zu 

Pomin(k’) = 47 {hk +() } (17) 
d.h. es kommen nur solche Mesonen zur Erzeugung von Photonen einer 
festen Energie k’ in Frage, deren Energie mindestens so groB ist, daB 


Svs 


SY FD & 


aK /n relativen Einheiten 


aN, 


0 ge ff wg. a2. 2 


Fig. 2. Spektrum der Zerfallsphotonen im Schwerpunktsystem der stoBenden Nukleonen (27 Zerfall) 
Ekin = 124 MeV; MeBpunkte nach ByorKLuND und Mitarbeitern [7). 


sie ein solches Photon als energiereichstes (wenn k&’ >m/2) bzw. als 
energiedrmstes (wenn k’ < m/2) noch erzeugen kénnen. Die obere Grenze 
ist gegeben durch die gré8tmédgliche Energie im Mesonenspektrum. 
Somit wird 


aN, 206’ Ribs { 


= j A, (Po max) , ; alg \ ‘ (18) 
dk i+e |{w . {= sl . emax 
\ +| 2) J 


In Fig. 2 ist dieses Spektrum fiir 340 MeV Protonenenergie bei verschie- 
denen Werten des Parameters « dargestellt. Das Maximum liegt bei 
k’=m/2, unabhiangig von der speziellen Wahl des Exponenten «. Bei 
Energien k’am ist aber auch die Form des Spektrums ziemlich un- 
abhangig von «, wie man auch aus Fig.2 ersehen kann. Fiir hohe Pri- 
mirenergien, also Pomax > m und k’2 > m? fallt dann die Energiever- 
teilung etwa wie k’~"** ab, Die gréBte und die kleinste Energie im 
Photonenspektrum sind als Funktion von Pomax gegeben durch 


; 1 , iota a) 
Fines = 2 (bo max + \ ea a m?) (19) 


min 
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Aus (18) bekommt man fiir die Anzahl der Photonen mit einer Energie 
-groBer k’ 


, 
, 


, e's. , 2Rnax 2 
ay (> F') = 3 CA, (po max) ia = ~—are tg = “fb 


s 


: 1 mk m k’ 17/ ria. Ve \ 
+ ee eed ee 
2 42 Rs P max \P max 2 / 2p max : 
Ree | : 0 0 Fo max , | 
_Interessiert man sich nur fiir Lichtquanten, deren Energie groB ist gegen 
die Ruhemasse der neutralen Mesonen, so wird allgemein 


1 k’ 


a pita 
ak Ly 


| N,, y(> R’) = €’ A, (Pomas) | k'>m. (24) 
"Setzt man in Gl. (20) &’ =Ripin, So wird Ny , (> Reais) =2EN, mit N; (ph max) 
_aus Gl. (5). Allgemein bekommt man fiir die Anzahl der tiberhaupt 
erzeugten Photonen entsprechend dem hier angenommenen Zerfalls- 
ferret 

N.,=2CN, 


a? 


(22) 


a, y 
_wobei N, der Zahl] der Mesonen entspricht, die insgesamt beim StoB 
-erzeugt werden. 

Das Spektrum der Zerfallsphotonen beim 3y-Zerfall des neutralen 
Vektormesons soll nun entsprechend Gl. (16) mit dN,/dp) zusammen- 
gesetzt werden. Mit Gl. (17) bekommt man 

PO max et 
Pot Vee | adhe 


i 

ae L=Ce’ A ima) { (4 + 21g 2k’ peat 
PO min (*’) 

: 


m 


PO min (K’) 
44a { ig htVeam A (23) 
0 


m 


BS , m 
yt | 4 fir &k =F 
O sonst, ) 


und das fiihrt zu der fiir 0<k’<k,,,, giiltigen Formel 


aN. wt gf pan Be a 
ar = Ce A, (Po max) 2 ( " sad “1 Paaak | i 


m et 
ee oe fin: ‘so 
\Poroax — m* . ( 2 A 1 1 lg Po max VP oimax ax ; ; 
m y ia foe 2k | 


bx eh) 


\? wa (24) 
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Das erste Glied entspricht dem Spektrum (18) fur den Zweiphotonen- 

zerfall und riihrt hier von den stets mit der Energie m/2 im Ruhesystem ; 
des betreffenden Mesons emittierten Photonen her. Der Rest ist die 
Energieverteilung der iibrigen Photonen, deren Energie im Ruhesystem 

mit gleicher Wahrscheinlichkeit zwischen 0 und m/2 liegt. Dieser zweite 

Beitrag hat ein Maximum bei 


roa 25) 
[4 ; It m\2 2 2 
=| +e (5) ) Lies = ie (™) 
omax =} (25) 
= (=) : oe te ; ) 


| omax | 


Ist Pomax Von der GréBenordnung der Ruheenergie m des Mesons, so 
liegt ky nahe bei m/2 und rutscht dann mit wachsendem Pomax ZU immer 
kleineren Energien. Ent- 


cs sprechend wandert auch das 
> : 
s Maximum des Gesamtspek- 
2 ; trums von k’=m/2 zu nie- 
= drigeren Energien. 
a ¥ 
~S r . . . 
Vergleich mit Experimenten 
Ab ieee : 
A hs? bet mittleren Energien. 
BJORKLUND und Mitar- 
0 G2 G4 G8 40 42 4% beiter(7] haben die Photonen- 
a . ~ 
S 
Fig. 3. Spektrum der Zerfallsphotonen im Schwerpunkt- crzeugung beim StoB Rabe - 
system [3y-Zerfall des neutralen Vektormesons; Gl. (24)). | Protonen bis zu 340 MeV auf 


leichte Atomkerne  unter- 
sucht. Es ergab sich bis zu Protonenenergien von etwa 170 MeV ein mit k 
abfallendes Spektrum der Photonen, das durchaus dem Bremsspektrum 
des stoBenden Protons entspricht. Mit wachsender Energie nimmt die 
Photonenausbeute aber rasch zu. Bei 290 MeV ist sie schon etwa um 
den Faktor 50 gréBer als man bei reiner Bremsstrahlung erwarten sollte 
und zeigt auBerdem ein ausgeprigtes Maximum. Wesentlich ist, dab 
die Abweichungen etwa bei derselben Energie beginnen, bei der auch die 
Erzeugung von Mesonen méglich wird (diese Grenzenergie ist etwas 
verwischt infolge der kinetischen Energie der Nukleonen in den Kernen 
des Nukleonenmaterials). Es liegt also nahe, daB diese zusitzlichen 
Photonen im Zusammenhang stehen mit den erzeugten Mesonen, also 
Zerfallsprodukte neutraler Mesonen sind, oder aber bei der Beschleuni- 
gung der geladenen entstehen. Der Beitrag der Mesonenabstrahlung laBt 
sich nun hier gut angeben. Nach ScuirF [8] ist im Schwerpunktsystem 


der Nukleonen der Bruchteil der Energie p),, der bei 
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der Erzeugung 


eines geladenen Mesons dieser Energie in das elektromagnetische Feld 
_tibergeht 


~~ 


~ 


W — 8a, pyp—m 
152 m 


(26) 


(a, = Feinstrukturkonstante), wenn #) von der GroBenordnung der 


Ruheenergie m ist. Dies gilt unabhangig davon, welchen Spin man dem 
geladenen Meson zuschreibt, denn Effekte, die von den magnetischen 
Momenten herriihren, treten erst bei hdheren Energien in Erscheinung. 
Beim StoB eines 340 MeV-Protons auf ein Kernnukleon ist nun die maxi- 
male Energie, die ein entstehendes Meson haben kann, gemaB Gl. (3) 


kleiner als 226 MeV, also W<7,5-10-4. Das deutet aber darauf hin, 
_daB die beobachteten Photonen bzw. Elektron-Positron-Paare Zerfalls- 


produkte von neutralen Mesonen sind, die beim StoB entstehen. Es liegt 
nahe, hierfiir die neutralen Mesonen verantwortlich zu machen, da man 
in Photoplatten (4) und in der Witson-Kammer [9] keinerlei verbin- 
dende Spur wahrnimmt zwischen dem Sternzentrum und dem Punkt, 
in dem das Paar entsteht. 


Bisher wurde das Auftreten von Photonen als sicher angenommen, 
obwohl man direkt ja nur die von ihnen erzeugten Paare beobachtet, 
die méglicherweise auch durch einen direkten Zerfall des neutralen 
Mesons in Elektron und Positron entstehen kénnen. Aber nach den in 
BERKELEY gemachten Absorptionsversuchen und anderen Kontroll- 
messungen ist diese Méglichkeit wohl auszuschlieBen. 


Weiter zeigen die Experimente, daB innerhalb der Fehlergrenzen die 
Winkelverteilung der Photonen im Schwerpunktsystem der beiden 
Nukleonen kugelsymmetrisch ist. Vergleicht man nun die gemaB Gl. (18) 
berechnete Energieverteilung der Photonen mit den aufs Schwer- 
punktsystem umgerechneten Mefwerten, so ergibt sich eine recht gute 
Ubereinstimmung, wenn man m ~ 150 MeV und 0<a<2 wahlt (Fig. 2). 
Eine sensible Abhangigkeit der Form des Spektrums von « ist bei 
diesen geringen Energien nicht zu erwarten. Man kann nur sagen, 
daB die Ubereinstimmung fiir kleine Werte von « etwas besser ist 
als fiir groBe. 

Wie kann man nun aus dem Vergleich der theoretischen Ergebnisse 
mit den Experimenten entscheiden, ob das neutrale Meson in zwei oder 
drei Photonen zerfallt und damit den Spin 0 oder 1 hat? Die Masse des 
neutralen Mesons ist nach Messungen von Panorsky und Mitarbei- 
tern [10] iiber den Einfang von a in H, um 10,6 + 2 Elektronenmassen 
kleiner als die von 2~, betragt also etwa 135 MeV. Das entspricht auch 
ungefahr dem aus der Lage des Maximums zwischen 65 und 85 MeV 
bestimmten Massenwert, wenn man einen Zerfall des Mesons in zwel 


“ 
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Photonen zugrunde legt und damit annimmt, daB der Spin Null ist. 


Beim Zerfall des vektoriellen Mesons in 3y-Quanten liegt fiir diese — 


Primirenergie das Maximum der Energieverteilung etwa bei m3 (s. 
Fig. 3), und damit miiBte die Masse des neutralen Teilchens gr6Ber als 
195 MeV sein. Daraus folgt also, daB es in zwei Photonen zerfallt und 
somit den Spin0 hat, wenn man von méglichen Spinwerten gréBer 
als 1 absieht. Dies gilt unabhangig von irgendeiner speziellen Annahme 
itber die Form der Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen 
Feld [5]. 

Ein weiteres Argument dafiir, daB das neutrale a-Meson in zwei 
Photonen zerfallt, ergibt sich aus den Messungen von PANoFsky und Mit- 
arbeitern [10] iiber die y-Strahlung 
beim Einfang von negativen a-Me- 
sonen in H,. Neben der Reaktion 
a +P--+N-+y, die zu monochro- 
matischen Photonen von 132 MeV 
fiihrt, findet noch der Ubergang 
a +P-N-+aqz® statt. Das gemes- 
sene Spektrum der Zerfallsphotonen 
stimmt recht gut mit dem theoreti- 
schen fiir den 2y-Zerfall wberein, 
aber nicht mit dem fir den 3y- 


80 MeV 700 


20 


40 60 


, 
— 


Fig. 4. y-Spektrum beim Einfang von a~ in H,. 


Pp = 31,5 MeV; m= 135 MeV. Messungen von 
PANOFSkKyY und Mitarbeitern [10]. ----- 2y-Zerfall 
Spin 0; 3y-Zerfall Spin 1. (Auch mit 


anderen Werten von pist mit dem 3y-Spektrum 
keine Ubereinstimmung zu erzielen.) 


Zerfall eines Vektormesons. 

Der totale Wirkungsquerschnitt 
fiir die Erzeugung von Photonen 
ist nach den Messungen mit 340 MeV 


Protonen von der GréBenordnung 
107°? cm? je C-Kern [11] (das entspricht N +5 - 1073; bei etwa 0,5% 
aller St68e wird ein hoch energetisches Photon erzeugt), also von der- 
selben Gré8enordnung wie der gemessene Wirkungsquerschnitt fiir die 
Erzeugung von geladenen a-Mesonen bei dieser Energie. Das unter- 
streicht wiederum den Zusammenhang zwischen der Entstehung von 
Photonen und a-Mesonen. Der im Vergleich zum geometrischen Quer- 
schnitt (etwa 3 - 107° cm? fiir Kohlenstoff) kleine Wirkungsquerschnitt 
fiir die Erzeugung von Mesonen ist darauf zuriickzufiihren, daB bei den 
hier vorliegenden geringen StoBenergien der Erzeugungsquerschnitt 
wesentlich bestimmt wird durch das den Mesonen zur Verfiigung stehende 
Phasenraumvolumen )’, wahrend bei hohen Energien die Starke der 
nichtlinearen Wechselwirkung der Mesonen untereinander maBgebend 
ist (Ss. S.577). V ist proportional p13, = (p(x — m2)! und wird fast 
Null bei einem StoB8 mit Ey, = 340 MeV, bei dem nicht nahezu Emax = 


2(R}—M) ins Mesonenspektrum ubertragen wird; d.h. der StoB ist 
dann elastisch. 
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b) Das Spektrum der Zerfallsphotonen in der obersten Schicht 
der Atmosphare. 


Ubergang zum Laborsystem. 

Bisher bezogen sich die Formeln auf das Schwerpunktsystem der 
beiden zusammenstoBenden Nukleonen. Zum Vergleich mit den Ex- 
perimenten soll nun das Energiespektrum der Photonen im Labor- 
system berechnet werden. Anwendung der LorENtTz-Transformation 
auf das Spektrum (4) der neutralen Mesonen 


oe ; p dp, sind di’ dg’ 
aN, = CE A, (Po max) roe 4a . 


 fihrt zu 


; Wenn im Laborsystem das eine der Teilchen ruht, so ist fp? = 


Me ~ Sa 2) 2 Papysin ddd dg | 
aN a * 4, (1 B?) (Pp — PB cos#)***’ 


= 


(27) 


B ist die Geschiwndigkeit des Schwerpunktes der beiden Nukleonen. 
P,—M 

P+M- 
Durch Integration von (27) iiber die Winkel erhalt man die Energie- 
verteilung der neutralen Mesonen 


at2 pa i | 


d= at AAR Ph paps | (bo — BP E)*? * (28) 
I (Po) 


Dabei ist zu beachten, da bei hGheren Energien der Mesonen im Labor- 


system, genauer fiir 


— Poned Tt Peas , ap 
Po > Po = : iF ~ Pomex |/ LB (29) 


nicht mehr der gesamte Winkelbereich 9 =0 bis # =z einen Beitrag 
zum Integral liefert, da so schnelle Teilchen nur unter den mehr nach 
vorwarts emittierten zu finden sind. Ein Meson der Energie f) kann 
also nur unter einem Winkel #< arccos /(p,) ausgesandt werden. 


Mit 


’ by — PB cos 8 
)= = (30) 
po (cos #) V1 
kann man (28) auch schreiben: 
tale \ 
am Sta, a G1) 
Fs pi (O,Po) 


dabei ist fiir p)=> po die obere Grenze po (x, bo) durch Pomax ZU er- 
setzen. So bekommt man fiir die Energieverteilung der Mesonen 1m 
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Laborsystem i 
ae mite ETI he Ca ‘ 
foarte 
wobei ‘ 
icles fre oe re | pez ie (33) 


die héchste Energie ist, die ein Meson im Laborsystem haben kann. Das 
Maximum der Kurve 7 liegt bei kw ae Mit (33) bekommt 
1 — 


0 
man bei hohen Energien fiir das kate (32) der Mesonen: 


dn _ CAge’ re B (1+8\ se ft 
i, = aa ers p= Sai (34) 


Setzt man nun das mith 3: (32) der neutralen Mesonen mit dem der 
Zerfallsphotonen eines Mesons der Energie f, [Gl. (10)] zusammen, so 
ergibt sich mit 


— 1 fro, (my 
ra Po min (R) ok + { 3 
und pp = py 
Po max 
dny = it any 2dpy 
dk : apy Vp — m 
Po min (Rk) (35) 
f ay 7 a+l 
— 4068 Re- 1+ 86 2 1 Po max 
a+ 1 B com {ames — pe (1+ (+4) les I. 


Weiter sei noch fiir hohe Energien &2 > m® die Gesamtzahl der Photonen 
mit einer Energie gréBer k angegeben 


my B =e gata Vice eee 
x |! a | tz) (1 +a («+ 2)) 4 36) 
+ | —} (a + 2) + a(x +1) lg Prax i, 


Rmax ist dabei die héchste Energie, die ein Photon im Laborsystem haben 
kann 


Ras — 3 (po max > Ve max m?) ’ (37) 


, 2») 1 
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entsprechend ist 
Rin = 4 (Do max ~~ VA m?) é 


Aus der allgemeinen Form (35) von d n,/dk sieht man, daB auch im 
Laborsystem die meisten Photonen mit der Energie k = m/2 entstehen, 
vollig unabhingig von der speziellen Form des Spektrums der neutralen 
Mesonen, wenn dieses bis zu f)—=m reicht; denn formal sieht man, daB 
Pomin(k) am kleinsten ist fiir k=m/2 und damit das Integral (35) bei 
dieser Energie maximal wird. Photonen der Energie & =m/2 sind nam- 
lich in dem Zerfallspektrum eines jeden neutralen Mesons enthalten 
unabhangig von seiner Energie, und zwar gemaB Gl. (9) mit derselben 
Haufigkeit wie Photonen mit allen sonst noch vorkommenden Energien 
in dem Bereich von &,,;, bis kya, Hat man nun ein kontinuierliches 
Mesonenspektrum bis zu fy =m, so ist gerade fiir die langsamen Mesonen 
Por m das Intervall Aj... .m/2... Rmax sehr klein; sie zerfallen fast 
nur in Photonen der Energie k& m/2 und verursachen so das Maximum 
der Energieverteilung der Photonen bei k=m/2. Enthalt das Meson- 
spektrum dm,/dp, gar keine langsamen Teilchen, ist also stets p, gréBer 
als irgendein Wert ~,>m, so bekommt man eine konstante maximale 
Photonenhaufigkeit in dem Energiebereich ky in (pz) bis Rmax (Pz), der natiir- 
lich k =m/2 enthalt. Die Breite des Maximums wird also dann bestimmt 
durch den moglichen Energiebereich der langsamsten neutralen Mesonen, 
die erzeugt werden. Charakteristisch fiir die spezielle Form des Mesonen- 
spektrums, insbesondere, wenn tiberhaupt ein Potenzspektrum richtig 
ist, fiir den Wert von «, ist der Abfall des Photonenspektrums bei hohen 
Energien. Aus den Gl. (34) und (35) sieht man, daB die Photonenzahl 
im wesentlichen mit derselben Potenz geht wie die Anzahl der Mesonen. 
Sollte sich jetzt experimentell ein viel langsamerer Abfall des Photonen- 
spektrums gegeniiber dem der geladenen Mesonen ergeben, so deutet 
das darauf hin, daB bei hohen Energien auch noch andere Prozesse einen 
wesentlichen Beitrag liefern. Dabei ist vorausgesetzt, da geladene und 
neutrale Mesonen mit derselben Energieverteilung entstehen. 

Mit dn,/dk lat sich nun das Photonenspektrum in der obersten 
Schicht der Atmosphare berechnen, wenn man eine Annahme iiber die 
Form des primiren Protonenspektrums macht. Das kann man tiber 
bestimmte Energiebereiche gut durch ein Potenzgesetz darstellen 


dN? —aP-’dP,. (38) 


Je nach der geomagnetischen Breite wird dieses Spektrum bei einer 
unteren Grenzenergie abgeschnitten, da langsamere Teilchen infolge des 
erdmagnetischen Feldes nicht mehr in die Atmosphare gelangen konnen. 
Diese Grenzenergie andert sich aber mit dem Zenitwinkel und mit dem 
Azimut der primar einfallenden Teilchen, laBt sich also fiir das tiber alle 
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Winkel integrierte Spektrum nicht scharf angeben. Bei 50° N_ geo- 
magnetischer Breite betragt die Grenzenergie fiir Protonen bei verti- 
kalem Einfall nach den experimentell gut bestatigten Rechnungen von 
VALLARTA [12] P,=2,5 BeV, und bei einem Zenitwinkel von 45° be- 
kommt man 3,8 und 2,7 BeV fiir Nord- und Siidrichtung bzw. 4,3 und 
2,3 BeV fiir Ost- und Westrichtung. Fiir die folgenden Rechnungen 
geniigt es, das Gesamtspektrum bei einer mittleren Grenzenergie abzu- 
schneiden, etwa bei P,—3 BeV fiir 50° N. Fiir den Exponenten A 
nimmt man gewoéhnlich einen Wert von 2,7. Neuere Messungen in groBen 
Héhen [13] fithren aber zu einem etwas flacheren Spektrum mit A =1,9 
bis 2,1 in dem Energiegebiet von 2 bis etwa 20 BeV. Auch die schwereren 
geladenen Primarteilchen, insbesondere *He, zeigen ungefahr dieselbe 
Energieverteilung. Fiir héhere Energien ist dann wieder ein steilerer 
Abfall mit 2 =2,5 bis 2,7 zu erwarten. 

Mit (35) bekommt man fiir den Erwartungswert der Anzahl der 
Zerfallsphotonen 


dN? —adk f p- one (k, B) dP: (39) 
P, (hk) 


P,(k) ist die Mindestenergie, die ein Nukleon haben muB, um iiber ein 
neutrales Meson ein Photon der Energie & erzeugen zu kénnen. Es 
ergibt sich aus der Gleichung 


Pomin (R) = Pomax (A) , (40) 


wenn man nach Ff, auflést. Fiir hohe Protonen- und Mesonenenergien ist 


; /i-- 
Pomax (A) > Pomax | i | 
Pike /2R 44 
~? MR 7p. yi 
also Domes * yPa, wenn pi >>m? und A> M. 


Fiir k? >> m? gilt weiter pomin = &, so daB 
yR(k) sk (42) 


wird. Dabei ist auch angenommen, daB im Laborsystem das eine der 
Nukleonen ruht. Bei Photonenenergien, fiir die P,(k) < P, wird, ist 
die untere Grenze des Integrals (39) durch P, zu ersetzen. Der Abfall 
des Photonenspektrums ist in diesem Energiebereich nur von « abhangig. 


Hohe Energien (k >M). 
Ist die Energie des primaren Nukleons groB gegen seine Ruhemasse, 
so laBt sich die Photonenzahl als Funktion von & und Py gemaB GI. (35) 
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schreiben 


ae Ane) 1 (2B \ ‘beer P 
aE =¢ za 1 yM ( =) “Re as (p Ryan (t+ (e+ 1) lg vey (43) 


wobei 4, (P)) fiir Py >M gegeben ist durch 


Man bekommt damit fiir das Spektrum der Zerfallsphotonen von neu- 
tralen Mesonen in den obersten Schichten der Atmosphare 


aNP pee 
oe (a1) =4,(8)-BoR ? 
mit 
a tastes Dn Wl v5 “F j 
, ati\m X(%, 4) \ (44) 
und 
1 1 a+1 
x (0, 4) =—_- —— Peace “= 
‘ +3 2 a+1 a+ 1 \4 
| ae <a (a+ 23") j 


Dabei wurde A,~,(/%) als langsam veradnderliche Funktion vor das 
Integral gezogen. Fiir « <1 erhalt man mit Gl. (43a) 


2 
aN? (<1) = b-k 
mit (45) 
ile: 2 aa 
wo 
1 1 | 
eet ame CES ame 


ist. Bei diesen Werten von « fallt also das Photonenspektrum mit der- 
selben Potenz ab wie das der primaren Nukleonen, unabhangig von dem 
speziellen Wert des Exponenten «. 


Mittlere Energien (kM). 

Die Formeln (44) und (45) gelten nur fiir Photonenenergien, die gro 
sind gegen die Ruheenergie des Nukleons. Bei niedrigeren Energien kann 
man nicht mehr die asymptotischen Formeln (41) fiir Po max (Py) usw. 
verwenden, sondern muB an Stelle von (43) das genauere Spektrum (35) 
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zugrunde legen, das man fir k? > (m/2)2 als Funktion von Py schreiben 
kann 
a+l 
dny €¢ “7 = VA 
dk a+14 A,(B) yM (5r) AGE 
1 1 . hee , 
«| ~ pita (BP) (a (1+ a) Ig k 


0 max 


mit : . | bn aa 
= TE 1) (V2@+1)—2)(1+ = 
fy. 

ae a 
Po max (x) — yM(\/2 (x +4) — 2) (x + Ee — 1}! , 


Fiir Photonenenergien von der GréBenordnung einiger Nukleonenmassen 
ist nun die untere Grenze P,(k) des Integrals (39) relativ klein, d.h. 
man muB iiber einen groBen Energiebereich integrieren, in dem man 
aber das Primarspektrum nicht als einfaches Potenzgesetz mit demselben 
Exponenten. fiir das ganze Energiegebiet darstellen kann. Ist die Pho- 
tonenenergie aber so klein, daB P,(k) unterhalb der geomagnetischen Ab- 
schneideenergie P, liegt, so ist, wie schon erwahnt, die Form des Pho- 
tonenspektrums im wesentlichen unabhangig von A und nur der absolute 
Wert der Photonenzahl wird etwas ungenau, wenn man einen konstanten 
mittleren Exponenten A fiir das ganze Primarspektrum annimmt. 


Es soll nun hier die Energieverteilung der Photonen in diesem Bereich 
k<k,, k® > (m/2)? berechnet werden, wobei &, die héchste Energie 
fiir ein Zerfallsphoton ist, das beim StoB eines primaren Nukleons mit der 
Energie P, entstehen kann, d.h. &, ist gegeben durch P,(k,) =P,. Jedes 
Nukleon mit P, > P, kann also ein Photon mit k< &, erzeugen. GemaB 
S.590 betragt P, in einer geomagnetischen Breite von 50°N etwa 
3 BeV, das entspricht einer Photonenenergie &, von mehr als 2 BeV als 
obere Giiltigkeitsgrenze. Mit (46) und (38) ergibt sich fiir das Spektrum 
der Zerfallsphotonen in dem angenommenen Energiebereich 


aNP { bot Pp +2 
? > : > = ‘a E 
ak mead a+ 3 ,, a—1 x 
. 2 A > 
i+ eB 
pi a ‘Sp (47) 
A+ 2 


wo 
4.3 
c P Bs 


Co(P) = apy M-4*4,(P) fa(8)(33) * 
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denn /,(,/M)A,(P/M) ist fir P/M =3 eine langsam veranderliche 


_ Funktion und kann vor das Integral gezogen werden. 


~ 


Im wesentlichen ist also hier: 
aNP 


— (1+) 
7 Sia : 


Zusammenfassend kann man iiber das theoretisch zu erwartende 
Spektrum der Zerfallsphotonen in groBen Héhen sagen: 
rP 
1. Das Maximum von ry liegt stets bei k = ” ; denn im Spektrum 
2 


dn in af . : [ ; 
eae (k,&) fiir StéBe mit der Primarenergie P, ist das Maximum un- 


_ abhangig von P,. 


Die genaue Form des Spektrums fiir Energien kleiner etwa 300 MeV 
hangt wesentlich von der angenommenen Energieverteilung der lang- 
samen neutralen Mesonen ab, iiber die man vorerst theoretisch noch 
nichts sagen kann. Auch werden gerade in diesem Gebiet die experi- 
mentellen Ergebnisse verzerrt durch sekundare Streuung der Mesonen 
an den Nukleonen des Atomkerns, in dem sie entstanden sind. 

2. Im Gebiet zwischen etwa 400 und 2000 MeV (in 50° N) ist die 
Form des Spektrums im wesentlichen unabhangig von der Energie- 
verteilung der Primaren und fallt etwa mit k~"** bzw. gemaB (47) ab. 

3. Nach einem Ubergangsgebiet, in dem die Integration (39) fiir 
allgemeine « nicht mehr geschlossen auszuwerten ist, wird dann fiir 
k>10BeV der Exponent des Photonenspektrums gleich dem des Primar- 
spektrums, wenn «<1 ist. Fiir «>1 bekommt man in diesem Gebiet 
einen Abfall mit &7* 2 

Bis auf die Lage des Maximums bekommt man fiir die Energiever- 
teilung der geladenen Mesonen in groBen Hohen [J] im wesentlichen 
dasselbe Verhalten wie hier fiir das Photonenspektrum angegeben ist. 


Vergleich mit den Experimenten aus der Hohenstrahlung. 
Nach Messungen von CARLsoNn und Mitarbeitern [4] fallt das dif- 


 ferentielle Photonenspektrum in groBen Héhen (etwa 21000 m) mit 
- k-6+%2) ab fiir Energien zwischen 200 und 800 MeV. Denselben Ex- 


ponenten bekommen CAMERINI u. a. [4a] fiir das Spektrum der Mesonen 


in 21000m im Energiegebiet von 250 bis 1400 MeV. Ein Vergleich 
_ dieser Messungen mit Formel (43) fiihrt zu ¢=0,6-+0,2. Dabei ist 


angenommen, daf die auslésende Strahlung fiir Sterne mit scthnellen 
Mesonen im wesentlichen nur aus Nukleonen bestecht, deren Energie 


- groBer ist als die durch die geomagnetische Breite am Beobachtungsort 


gegebene Grenzenergie P,=3- 10° eV fir geladene primare Nukleonen. 


| Allerdings gibt es sicherlich noch Nukleonen geringerer Energie, die aus 


Kernprozessen in groBen Héhen stammen (eventuell auch primare 
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Neutronen), aber solche Teilchen sind in 21000 m noch nicht sehr haufig 
und werden auch im allgemeinen nur zu einer Aufheizung des getroffenen — 
Kernes fiihren. Das so bestimmte « ist dann unabhangig von der Form 
des Spektrums der sternerzeugenden Strahlung. 

Mit « —0,6-4 0,2 wachst die Multiplizitat der Mesonen mit p+osees 
an, wenn man annimmt, daB der mittlere Inelastizitatsgrad y unab- 
hangig ist von &. 

Die sekundare Streuung der Mesonen im Atomkern ist hier nicht 
beriicksichtigt und es ist anzunehmen, da sie in diesem Energiegebiet 
‘nicht mehr sehr wesentlich ist. Dadurch wiirde die Energie im Meson- 
spektrum nach kleineren Wellenzahlen hin verschoben und damit die 
experimentelle Energieverteilung der Photonen etwas steiler als man 
es fiir St6Be freier Nukleonen erwarten sollte’. 

Da der oben bestimmte Wert von « kleiner als 1 ist, fallt das 
Spektrum (40) der Zerfallsphotonen fiir Energien groB gegen 1000 MeV 
mit gleichen Exponenten ab wie das der pnmaren Nukleonen. Das- 
selbe gilt fiir das Mesonenspektrum. Direkte Messungen in groBen 
Hohen liegen fiir diese hohen Energien noch nicht vor. SANDs [14] be- 
stimmt das Mesonenspektrum fiir #) > 10 m, aus Messungen der Inten- 
sitat langsamer y-Mesonen in verschiedenen Héhen und der Energie- 
verteilung auf Seehdhe. Er bekommt einen Abfall mit p,>°. Messungen 
des Photonenspektrums in etwa 3000 m [15] (von 1 bis 30 BeV) fiihren 
zu einem Exponenten —2,6 bis —3,0 fiir das differentielle Spektrum. 
Da in dieser Hohe der gréBte Teil der weichen Strahlung aus Kern- 
prozessen kommt, entspricht das so gemessene Spektrum etwa dem Er- 
zeugungsspektrum der Photonen. Aber diese Bestimmungen der hoch- 
energetischen Seite des Photonen- bzw. Mesonenspektrums sind noch 
ziemlich unsicher. Dasselbe gilt auch fiir den Abfall des primaren 
Nukleonenspektrums, wenn P,>M. Jedenfalls sind die so bestimmten 
Exponenten mit dem angegebenen Wert A= 2,5 bis 2,7 gut vertraglich. 

Sehr wesentlich ist der Vergleich des Photonenspektrums mit dem 
der geladenen z-Mesonen. Im Energiebereich der Messungen von CARL- 
son und CAMERINI stimmen die Exponenten der beiden Spektren inner- 
halb der MeBgenauigkeit gut iiberein, und die gesamte Photonenausbeute 
entspricht der gemessenen, wenn man ¢ ~ 4 annimmt, wenn also bei der 
Entstehung auf je zwei geladene ein neutrales a-Meson kommt. Diese 
Ubereinstimmung und das gut ausgepragte Maximum des Photonen- 
spektrums bei m/2 75 MeV lassen darauf schlieBen, daB auch bei 
hdheren Energien der wesentliche Teil der beim StoB zweier Nukleonen 
entstehenden Photonen durch den Zerfall neutraler 7-Mesonen entsteht. 


1 Be Are j 9: } > 
Es ware interessant, das Spektrum von Photonen und Mesonen aus einer 


Statistik zu bestimmen, in der man nur Sterne mit wenigen schwarzen Spuren 
(Ni, < 6) beriicksichtigt. 


tee 


ee! 
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Die Winkelverteilung der Mesonen im Schwerpunktsystem. 


Bisher wurde angenommen, da8 die Winkelverteilung der Mesonen 
im Schwerpunktsystem der Nukleonen isotrop ist, und aus dem Ver- 
gleich von Formel (47) mit den Experimenten ergab sich fiir den Ex- 
ponenten « +0,60. Demnach fallt das differentielle Spektrum der Me- 
sonen im Schwerpunktsystem etwa mit f)~'° ab. Welchen EinfluB hat 
nun die Annahme einer anisotropen Winkelverteilung auf diese Be- 
stimmung von «? Nimmt man z.B. ein Spektrum der Form 


p'dpy 1+acos¥ sind?’ di dg’ 


——— 
por *® ; @ 4% : 


dNo — CA x (Po max) é’ (48) 


4 


Pe) 


so ergibt sich im Laborsystem fiir #§ > m? an Stelle von Gl. (22) 


bs ‘ cosP—B \? 
= 7 a+2 . 1+a ‘ 
a St __ pay 2 4ho sindddde oa 
aN. = 4 a(l B*) pets (1 — Bos #)**? my a i (49) 
. o 


Im Schwerpunktsystem bedeutet die angenommene [orm eine Bevor- 
zugung der Richtung, in der sich die beiden Nukleonen vor dem StoB 
bewegen. FERMI [2] weist darauf hin, daB eine solche Verteilung bei 
sehr hohen Energien zu erwarten ist, wenn man die Erhaltung des Dreh- 
impulses bei dem StoBereignis beriicksichtigt. Die Winkelverteilung im 
Laborsystem fiir schnelle Mesonen wird dadurch nach vorne etwas enger 
als bei einer isotropen Verteilung im Schwerpunktsystem zu erwarten 
ist. Fiir die Energieverteilung der Mesonen bekommt man durch Inte- 
gration tiber alle Winkel 


dny Ce’ 4 1B (A+B) 2 pia 
. eee 1— fp 


x{(i+ 8) (-G2S")- Sp 


Po max 


a+l 2 Sa bo cpg ta 
| 


ati (1+f)? [, ( Po \**%\) 
of a3 f a(t meee, ie 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich nur unwesentlich von Gl. (34); den 
Einflu8 der neu hinzukommenden Terme proportional a auf den Abfall 
des Spektrums kann man vernachlassigen. Entsprechend erhalt auch das 
Spektrum (46) der Zerfallsphotonen im wesentlichen seine alte Form 
und dasselbe gilt fiir den zur Bestimmung von « herangezogenen Aus- 


druck (47). 
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Nomenklatur zu Teil II. 


Alle Werte beziehen sich auf das Schwerpunktsystem. 
Gesamte Energie, die beim Sto8 ins Mesonenspektrum ubertragen wird. 
e = y(R —M). 
E,,+ Erwartungswert der Energie im Spektrum der geladenen Mesonen. 
E,,» Erwartungswert der Energie im Spektrum der neutralen Mesonen bzw. deren 
Zerfallsphotonen. 
E4 Erwartungswert der Energie, die durch Abstrahlung geladener Mesonen vom 
Spin s in das elektromagnetische Feld tibergeht. 
EP Erwartungswert der Gesamtenergie, die durch Bremsstrahlung eines Protons 
EN bzw. Neutrons in das elektromagnetische Feld geht. s gibt den fir die Mesonen 
des Kernfeldes angenommenen Spin an. 
WX Bruchteil der Energie des Teilchens X der durch Bremsstrahlung ins elektro- 
magnetische Feld iibergeht. (Fiir die Mesonen ist der Spin s angenommen.) 
x? Bruchteil der Energie e’, der durch Bremsstrahlung eines Protons bzw. Neu- 
x trons ins Photonenfeld iibergeht. 
zi Bruchteil der Energie e’, der insgesamt durch Abstrahlung der geladenen Me- 
sonen in das Photonenfeld ibergeht. 


on, 


II. Entstehung von Photonen durch Abstrahlung geladener Teilchen. 
a) Abstrahlung von Photonen bei der Entstehung geladener Mesonen. 


Im folgenden soll nun der Beitrag der Abstrahlung geladener Mesonen 
zum Photonenspektrum betrachtet werden, und zwar fiir zwei mégliche 
Spinwerte der a-Mesonen. 


Mesonen mit Spin 0. 


Ein skalares oder pseudoskalares Teilchen in Wechselwirkung mit 
dem elektromagnetischen Feld kann man z.B. beschreiben durch die 
relativistische Wellengleichung 


{ = a | ‘ye m?| y=0. 


Die Kopplung beruht hier allein auf der Ladung des Mesons, und man 
bekommt, wie es klassisch zu erwarten ist, ein logarithmisches Anwach- 
sen der Photonenausbeute mit der Energie £), mit der das Meson im 
Schwerpunktsystem der Nukleonen entsteht. Berechnet man nach der 
gewohnlichen Stérungstheorie das Matrixelement erster Ordnung fiir 
den Ubergang von einer auslaufenden Kugelwelle (/=0) als Anfangs- 
zustand zu einer ebenen Welle und einem Photon als Endzustand. so 
ergibt sich die differentielle, Ubergangswahrscheinlichkeit zu [8] 
deo(h’, p,) = OF x 
se {ls \e?— m? + |) (py — &’)® —m? i % | (Pp) — k’)? — m2 
© Ver — mt — (PRP mB 


ra 


Erzeugung von Photonen beim Zusammensto8 von Nukleonen. 597 


a, = Feinstrukturkonstante), wobei die Integration iiber alle Winkel 
reits ausgefiihrt ist. po ist die Energie, mit der das Meson im Schwer- 
unktsystem der Nukleonen entsteht. 
Fiir ~)>> m kann man schreiben 
sya, ok’ 2P% Rk" \ > 
da 3 {ig | s —1)—2(1— 5}. (52) 
er Erwartungswert der gesamten auf diese Weise ins Photonspektrum 


ibergegangenen Energie ist dann mit Gl. (51) und (4) fiir #),...>>m 
da<1 


> - 1 Os on 2h, max 3 ; 
Ej =(1—Q)A,e 0 fig —“emee (3 4 * Vt 53) 
wenn man das Spektrum (1) fiir die geladenen a-Mesonen im Schwer- 
punktsystem zugrunde legt. Dieses Spektrum gibt die resultierende 
Energieverteilung der Photonen nach der Durchmischung, d.h. nachdem 
ich das ,,turbulente Gleichgewicht eingestellt hat. Primar werden die 
Mesonen mit geringerer Multiplizitat aber hoherer Geschwindigkeit er- 
ugt, und das endgiiltige Spektrum ergibt sich erst durch ihre gegen- 
itige Streuung. Die Einstellung dieses Gleichgewichtes geht aber bei 
er starken Kopplung zwischen Nukleonen und z-Mesonen so rasch vor 
ich, daB bei der hier vorliegenden schwachen Wechselwirkung der =a- 
Mesonen mit dem elektromagnetischen Feld in diesem Durchmischungs- 
prozeB keine Photonen entstehen kénnen. 

Die der Gl. (53) entsprechende Gesamtenergie der Zerfallsphotonen 
ist gem4B den Formeln (1) und (22) 


fi-a@ 
EunmbAeé > (54) 
. —e 
also 
yg 1—C€ ts f 2Po max 3 ae | B 
a ek RES ee 2 4—aJ’ se) 
bzw. wenn FP, > M 
Ee _1-£ af, 7V2M% 3 1 «| ' 
a gs {le m 5 er ead fe or 


Dieses Verhiltnis bleibt auch bei StoBen hdchster Energie (etwa 10" eV) 
kleiner als x, (wenn man «0,5 und £~} wahlt gemaB Teil I); der 
Beitrag der Abstrahlung geladener Mesonen vom Spin 0 zur Energie, 
die iiber die neutralen Mesonen ins Photonenspektrum kommt, ist also 
stets geringer als 2%. Wahlt man einen groBeren Exponenten « fiir das 
Mesonenspektrum, so wird EAE ws noch kleiner, da die Zahl der Mesonen 
mit hoher Geschwindigkeit im Schwerpunktsystem um so kleiner wird, 
je groBer « ist. 

40* 
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Mesonen mit Spin 1. 


Ganz anders liegen die Verhaltnisse, wenn man den geladenen Me- 
sonen den Spin 1 zuschreibt. Ein solches Teilchen hat bei hohen Ener- 
gien eine starke Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld. 
Formal liegt das daran, daB z.B. bei einem StreuprozeB diejenigen 
Matrixelemente, die Ubergange zwischen longitudinalen und Sine 
Potm 


versalen Zustanden des Mesons enthalten, stets mit einem Faktor ame 


versehen sind und somit bei héheren Energien linear mit #) anwachsen 
[16]!. Dieses Verhalten deutet darauf hin, daB es sich um eine zusatz- 
liche Wechselwirkung des Teilchens auf Grund seines magnetischen 
Spinmomentes handelt. Natiirlich muB in einer relativistisch invariant 
formulierten Theorie das vom magnetischen Moment herriihrende Feld 
eines bewegten Mesons auBerhalb eines Bereiches von der GréBenord- 
nung der Compton-Wellenlange des Mesons einfach durch eine Lo- 
RENTZ-Transformation aus dem Feld fiir das ruhende Teilchen hervor- 
gehen. Deshalb kann das verschiedenartige Verhalten von Vektor und 
Spinorteilchen bei St6Ben héherer Energie (kleinen StoBparametern) 
nur aus der ,,inneren Struktur‘‘ der Elementarteilchen zu verstehen sein, 
wie auch das Spinphanomea. Man kann sagen, daB diese Erscheinungen 
mit inneren Zitterbewegungen der Teilchen zusammenhangen, die durch 
die Analyse der Operatoren «, beim Elektron (SCHRODINGER) bzw. B, 
beim Vektormeson (KEMMER, HEITLER) nahegelegt werden; aber diese 
Modellvorstellungen haben wenig Wert, da es sich ja hier um prinzipiell 
nicht beobachtbare GréBen handelt. 


Eine weitere Verstarkung der Wechselwirkung ergibt sich, wenn man 
nicht, wie bisher angenommen, dem ruhenden Meson ein ,,natiirliches“ 
magnetisches Moment e/2m zuschreibt, sondern von der Méglichkeit 
Gebrauch macht, daB man zur LAGRANGE-Funktion noch einen Term der 


Form B.*° (y*y,—y*y mit einer dimensionslosen Konstanten B 
2 Vi Va—Pr Yi) liz 


hinzufiigen darf, der zu einem magnetischen Spinmoment (1 + B)e/2m 
fiir das ruhende Teilchen fiihrt. Von diesem Zusatz soll aber im weiteren 
abgesehen werden. 


Fiir Mesonenenergien #9 kleiner als etwa 2 BeV im Schwerpunkt- 
system der stoBenden Nukleonen kann man dann noch die Abstrahlung 
von entstehenden Vektormesonen nach der bisherigen Quantenelektro- 
dynamik berechnen. Scuirr [8] hat so die Photonenausbeute bei der 
Entstehung eines geladenen Mesons der Energie $) berechnet unter der 
Annahme einer punktférmigen Quelle fiir die auslaufende Kugelwelle 
im Anfangszustand. Fiir den relativistischen Fall (f(2 > m?) ergibt sich 


' Bei Spin } tritt ein solcher Effekt nicht auf. 
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die Ubergangswahrscheinlichkeit 


eee: 1 ((p)— k’)?- ! 
one re m4 ( : om = ) {24 9(2 4 3 cos?) + 

+ 10k’ | (p, — k’)2 —m* cos 9 (1 + cos?) + (56) 
+5 {(Po— &’)® — m?} (1 + cos?d’)! sind’ do’ dk’. 


Die Integration iiber alle Winkel fiihrt zu der Energieverteilung 
_ 4 a, Rk’ ((p,— hk’)? — m*\8 10 
dk’ 3 «S4aa_— mis ( p? — m2 ~ 19+ i U (bo— Riya — may} (57) 


Dieses Spektrum soll nun zusammengesetzt werden mit dem der 
_ geladenen z-Mesonen (4). Durch Summation iiber po erhalt man dann 
_ die Verteilung der so erzeugten Photonen im Schwerpunktsystem 


i 
= 


i er a od ET TT TT TT 
— 


PO max 
dN, —-— dw, , P ad N,+ , , 
ak’ = ‘i ak’ (po, ’) ap, (Po) 4hy 
m +k 
, , - + R's 
+ = A, (Po max) é (1 =~ ¢) 3 af m4 


: ‘ 
5 ke { oe. 
é sa 8 sl (mm ‘ k’)* 6 ( m : R’ ) (58) 


fiir k'2-> m? 
a —  ¢ rs x— 


- 

| ER tp Bh gan a0; 1; 2 

a+2 a+ 3 

Fiir die in Gl. (58) ausgeschlossenen Werte von « tritt an Stelle der ent- 
sprechenden Potenz in g(x) ein Logarithmus. 

| In Fig. 5 ist die Photonenzahl dN,/dk’ als Funktion der Energie k’ 
im Schwerpunktsystem aufgetragen (Kurve b), und zwar fiir einen StoB 

mit P,=7BeV. Zum Vergleich ist noch das Spektrum der Zerfalls- 
photonen der neutralen Mesonen fiir diesen Fall eingezeichnet (Kurve a). 
Wiahrend im Bereich niedriger Energien (k’< Po ax) die Zerfallsphotonen 
bei weitem iiberwiegen, bekommt man bei héheren Energien mehr Pho- 

| tonen durch die Abstrahlung der geladenen Vektormesonen. 

| Besonders interessiert nun der Erwartungswert der Gesamtenergic 

im Photonenspektrum, die durch Abstrahlung geladener z-Mesonen vom 

Spin 1 iibertragen wird. Aus Gl. (58) ergibt sich fiir Pyenax > m 

E4 = A, (pomax) € ae Pees (59) 


4860m% 5—«@ # 
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Wie man sieht, ist fiir «<1 E4~e’ (Pomax/m)* also etwa proportional 
P25 fiir héhere Energien (P, ist wieder die Energie des stoBenden Nu-- 
Wears im Laborsystem). Dividiert man Fj E4 durch den entsprechenden 
Ausdruck fiir die Gesamtenergie im Spektzam der geladenen Mesonen 
E,+ = (1—C)e’, so wird fir Pomax >> m und nach S. 576 


Pi F 
| (1 —a)( —| fir a2<1 
\ m j 
- 5 OO are o. 
EA 1 11a, | (0 —1)(=™ fir a>1 (60) 
E,t 5—a 48607 Ae mA 
ae a fiir 7 ag hy 
le Omax ‘ 
m 


In Fig. 6 ist (1— ¢) a fiir «0,6 dargestellt. Man sieht, daB bereits 
ae 

bei StéBen mit P, = 7 BeV im Mittel mehr als 1% der Energie, die in 
das Mesonenspektrum geht, in Photonenenergie verwandelt wird. Bei 
10 BeV sind es schon mehr als 10% und bei 20 BeV waren es bereits 
50 , wenn man Formel (56) so weit extrapolieren diirfte. Nimmt man 
¢€ =4 (entsprechend der symmetrischen Theorie), so wiirde das bedeuten, 
daB bei P, +20 BeV nahezu der gleiche Energiebetrag durch Abstrah- 
lung von Mesonen, wie durch Zerfall neutraler Mesonen in das Photonen- 
spektrum geht. Aber bei so hohen Energien wird die Kopplung der 
geladenen Vektormesonen mit dem elektromagnetischen Feld so stark, 
daB eine Beeinflussung der Mesonenerzeugung zu erwarten ist, d.h. es ist 
nicht mehr sinnvoll die Entstehung von Mesonen und die Abstrahlung 
von Photonen als getrennte Prozesse zu behandeln, vor allem nicht unter 
Zugrundelegung des Mesonenspektrums, das sich nach der Durchmischung 
in dem beim Sto8 sich ablésenden Wellenpaket einstellt. Infolge der 
starken Wechselwirkung der Photonen mit den Mesonen ist es jetzt 
méglich geworden, daB sie schon in der kurzen Zeit erzeugt werden 
kénnen, die zur Einstellung des ,,turbulenten“’ Gleichgewichtes im 
Mesonenspektrum benétigt wird. Die Form des Spektrums der geladenen 
Mesonen wird dadurch auch etwas verandert, und zwar qualitativ in 
der Weise, daB es nach héheren Energien steiler abfallt ; denn die Kopp- 
lung mit dem elektromagnetischen Feld ist stark von der Energie ab- 
hangig, so daB die schnellen Teilchen viel mehr Energie in das Photonen- 
feld abgeben als die langsameren und somit starker gedampft werden. 

Wieviel Prozent der Gesamtenergie im Mesonenspektrum werden nun 
bei hohen StoBenergien in das Photonenfeld iibergehen ? Um zu einer 
quantitativen Abschatzung von F4/EF,,.. bei hohen Energien zu kommen 
ist es angebracht, das bisher verwandte Bild des Explosionsprozesses 
noch etwas zu verallgemeinern, indem man annimmt, daB in dem kleinen 


~ 
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Volumen des Wellenpaketes die Energie gleichmaBig auf die vorhandenen 
Freiheitsgrade verteilt wird, die gleich leicht vom Anfangszustand aus 
erreichbar sind. Dabei ist unter Anfangszustand die Universalmischung 
von Materie zu verstehen, die bei der Lokalisation eines groBen Energie- 
betrages in dem kleinen Volumen infolge der nichtlinearen Wechsel- 
wirkungen entsteht. Die Kopplung von Photonen und Mesonen ist bei 
Mesonenenergien #)>3 BeV von der- 
selben GréBenordnung wie die der 
a-Mesonen mit den Nukleonen! und 
wachst wohl auch noch mit der Energie 


1 LY 


it, . 
2 
2 
eis 10° 70? BeV 
?P0max—~ 
a abe 45 BeV 2 9 0 26-10? 27-707 BeV 
ha 
Fig. 5. Fig. 6. 


Fig. 5. Spektrum der Photonen im Schwerpunktsystem, die durch Abstrahlung geladener 1-Mesonen vom 
Spin 1 entstehen (Kurve 5). Kurvea gibt die Energieverteilung der im gleichen StoBprozeB entstehenden 
Zerfallsphotonen. (P,=7 BeV €=4, a=0,6.) 
Fig. 6. Bruchteil des Erwartungswertes der Gesamtenergie im Mesonenspektrum, der durch Abstrahlung 
geladener Vektormesonen in das Photonenspektrum ubergefiihrt wird. @ Punktformiges Nukleon, 6 ver- 
Ei f bo max i an Be r . r : 
= ~ (-eze" , € statistisch berechneter Wert. |Mit den Kurven a und 6 ist 


schmiertes Nukleon 


FA FA 
. 1 . F i 
genauer (1— fae aufgetragen; fir ge <1 ist dies ® Z (s. Gl. cn, 


m— ™ 


an. Ist nun die StoBenergie hoch (P, = 20 BeV), so entstehen primar, 
also vor der Durchmischung, noch relativ viele Mesonen mit Ener- 
gien gréBer als 3 BeV im Schwerpunktsystem, und man kann an- 
nehmen, daB die Wechselwirkung Photon—Meson—Nukleon nahezu von 
derselben GréBenordnung ist wie die zwischen Meson und Nukleon. 
Dann wird aber die Energie zwischen den beiden Feldern aufgeteilt 
entsprechend den statistischen Gewichten der zugehorigen Teilchen. Der 
Gewichtsfaktor fiir Photonen ist 2 entsprechend den beiden Polari- 
sationsrichtungen. Fiir geladene Vektormesonen wird derselbe 6, denn 

1 Nach Scuirr [8] gehen bei einem im Schwerpunktsystem der stoBenden 
Nukleonen mit der Energie Po — 2,5 BeV entstehenden Meson 50% dieser Energie 
in das Photonenspektrum. 
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man hat zwei Ladungsvorzeichen und je drei Polarisationsrichtungen. 
Dies fiihrt zu 


FA 
— (Rh, > 20 BeV) ~ 0,33. 
LE pack 
Nun ist = a 
Em a & = 
cameo : =A a A— oan 
Ek a pe > 
und 


man bekommt also fiir den Bruchteil der beim StoB insgesamt umsetz- 
baren Energie e’, der iiber die Mesonen in das elektromagnetische Feld 
~~ E} EVE 

Pr, epi et eee 

i 1+ E4/E,,+ (61) 
x4 betragt in dem oben betrachteten Bereich sehr hoher Energien etwa 
16,5%, wenn ¢—4 ist. Fiir kleinere Energien ist 7{ als Funktion von 
P, in Fig. 6 aufgetragen. 

Der Wert E4/E,,. 0,33 ist im Rahmen dieser statistischen’ Bes 
trachtung als eine obere Grenze aufzufassen, denn die Kopplung Nu- 
kleon—Photon geht stets tiber das Mesonenfeld und kann daher nicht 
starker werden, als die zwischen Nukleon und Meson. 

Weiter wurde bisher zur Berechnung der Abstrahlung der geladenen 
Mesonen angenommen, da8 das Nukleon eine punktférmige Quelle fiir das 
Mesonenfeld ist. Wenn man es iiber einen endlichen Bereich verschmiert, 
so wird der Exponent in Formel (60) kleiner, die Abstrahlung also ge- 
ringer. Gleichzeitig schneidet man dadurch aber auch die hohe Singu- 
laritat in der Nukleon-Meson-Wechselwirkung ab, was die Multi- 
plizitat stark herunterdriickt. Wenn es aber dann bei extrem hohen 
Energien tiberhaupt noch zu einer Art Universalmischung kommt, so 
sollte sich auch das oben beschriebene Gleichgewicht zwischen Mesonen 
und Photonen einstellen. 

Bevor die Ergebnisse dieser Betrachtungen diskutiert werden, sei 
noch die Bremsstrahlung der primaren Nukleonen betrachtet. 


b) Bremsstrahlung der primaren Nukleonen. 

Eine weitere Méglichkeit zur Erzeugung hochenergetischer Photonen 
ist die Bremsstrahlung der zusammenstoBenden schnellen Nukleonen. 
Wie schon erwahnt ist dieser Beitrag bei Energien von der GréBenord- 
nung der Nukleonenmasse klein gegeniiber dem der Zerfallsphotonen 
der neutralen Mesonen. Wie liegen die Verhaltnisse nun fiir hdéhere 
Ienergien, insbesondere bei solchen StéBen, die zu groBen Luftschauern 


+ Zusammenstellung der Bezeichnungen auf S. 596. 


+ horas 


~~ 


- 


_ daB man (1— y) Ej, nahe- 
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AnlaB geben (10 bis 10'7eV)? Bei den hier angenommenen hohen 
Energien kann man die Kernnukleonen als freie Teilchen betrachten und 
hat es daher mit dem ZusammenstoB eines Protons mit einem anderen 
Proton oder Neutron zu tun. Nach BLocu und Norpsiecx [17] ist dann 
die emittierte Bremsstrahlung gegeben durch die Differenz der elektro- 
magnetischen Felder der beiden Nukleonen vor und nach dem StoB. 
Eine wesentliche Bremsstrahlung wird sich also nur dann ergeben, wenn 
beide Teilchen einen groBen Teil ihrer kinetischen Energie im Schwer- 
punktsystem beim StoB verlieren; z.B. in Form von reellen Mesonen 
ausstrahlen. In den Formeln von S.575 bedeutet dies, daB dann der 
Inelastizitatsgrad y nicht 29Ejin-E)) in Form von Mesonen 
viel kleiner als 1 ist, so o ; 

fy 
chin 


- : Eh l 
rungsweise gleich Null (. Meera sn 


setzen kann. In diesem 


Proton 


speziellen Fall des Uber- Ey 1- YE kin-Ey) 
ganges eines Nukleons Schema zur Nukleonenbremsstrahlung. 


(Elektrons) von der Ge- 

schwindigkeit cy zur Geschwindigkeit cy,=0 lautet dann die End- 
formel von BiocH und NorpstkEck [17] fiir die mittlere Anzahl der 
zwischen f und f'+ df’ emittierten Photonen 


ee Bs 
dn,— Do #2 wry (02) 
= . a M 
Durch Integration iiber alle Winkel bekommt man mit Py) = Vice 
Sj pty sd be alii 2} ali (63) 
7 Roe Rye A 


und das ist fir P,? > M? 


aa, fy, 22) 4) ak 
ere wee Te 


~—S 


Der Bruchteil der Energie P, eines der stoBenden Nukleonen im 


Schwerpunktsystem, der so in das Photonenspektrum transportiert 
wird, ist dann 


SS tee ot \ 40" — M? 2}. (64) 
V Py? — M? ~ Py — |? — M? 


Ist das gestoBene Kernnukleon ein Proton, so liefert es auch Ren 
Bruchteil und man bekommt 2W,. Dies kommt aber in héchstens 50 % 
aller Falle vor, so daB man im Mittel eine Ausbeute von etwa 3W., er- 
halt. Umgerechnet auf Bruchteile der Primarenergie des stoBenden 
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Protons im Laborsystem ergibt sich dann fiir Energien Fj >M 


oP /2M 
Wane Se {Ig Vi ws i} | Es 


e 20 M Py’ 
denn (64a) 
Pp 1 Y2M(P,+M) _ 1/2M 
P, 2 - P, — a / P, . 


W, ist bei den bisher héchsten gemessenen Energien (2, ~ 108 BeV) 
von der GréBenordnung 10-3, was einer Energie von etwa 10° BeV 
entspricht, die im Mittel durch Bremsstrahlung in das Photonenspektrum 
im Schwerpunktsystem tiberfiihrt wird. Dabei ist hier nur das COULOMB- 
Feld des Protons beriicksichtigt, denn bei der Berechnung von dn,/dk’ 
nach der Methode von BLocH und Norpsteck geht die Wechselwirkung 
des Nukleons mit dem Strahlungsfeld auf Grund seines magnetischen 
Momentes nicht ein. Das normale magnetische Moment e/2M eines 
Teilchens vom Spin} liefert aber bei hohen Energien keinen wesent- 
lichen Beitrag zur Bremsstrahlung. 


AuBer den ,normalen‘‘ haben das Proton und auch das Neutron 
aber noch ein ,,anormales'‘ magnetisches Moment, das sicherlich auf der 
Kopplung dieser Teilchen mit dem Mesonenfeld beruht und durch die 
jedes Nukleon umgebende Mesonenwolke bestimmt wird. Im Teilchenbild 
kann man sich vorstellen, daB z.B. das Proton mit einer bestimmten 
Wahrscheinlichkeit in ein ‘Neutron und ein positives Meson dissoziiert 
ist und entsprechend das Neutron in ein Proton und ein negatives Meson. 
Haben die Mesonen des Kernfeldes den Spin 1, so wird das anormale 
Moment im wesentlichen durch das innere magnetische Moment der 
Mesonen entstehen, wahrend bei Spin 0 der Zusatz als Bahnmoment 
erzeugt werden muB. Hier interessieren nun die Wahrscheinlichkeiten 
tp und ty mit der Proton bzw. Neutron dissoziiert sind. Aus dem Schema 


'p >+N + t2* 
N+) P4ta- 


(die Pfeile geben die Richtung des Drehimpulses an) sieht man, daB 
a 
[lp = (1 aces Tp) aM + Tp Mmeson 
spemeil, 2M —ty Umeson |. 


a¢ 9 +2tre f ; , ée 
Das negative Vorzeichen von ty 7" kommt dadurch zustande, daB das 


bei der Dissoziation des Neutrons entstehende Proton aus Griinden 
der Erhaltung des Drehimpulses den entgegengesetzten Spin hat wie das 
undissoziierte Neutron, d.h. das Moment —e/2M. Nimmt man nun 


ae 


_ 
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hier als kleinsten Wert fiir das magnetische Moment des z-Mesons das 
normale Moment {meson = ¢/2m, an, so bekommt man mit Lp = 2,793 
und “y= —1,928 fiir die Dissoziationswahrscheinlichkeiten Tp= 0,31 
und ty = 0,25. Bei gréBeren Werten von Mmeson ergeben sich kleinere 
Wahrscheinlichkeiten, aber es ist auf Grund der bisher bekannten 
Wechselwirkungen des 2-Mesons mit anderen Elementarteilchen nicht 
zu erwarten, daf sein magnetisches Moment wesentlich gréBer ist als 
das normale. 

Dieses Modell soll nun dazu verwandt werden, den Beitrag zur 
Bremsstrahlung abzuschatzen, der auf Grund der zusitzlichen Wechsel- 
wirkung des Nukleons mit dem Photonenfeld durch sein anormales ma- 
gnetisches Moment zu erwarten ist. Entsprechend dem verschiedenen 


‘Verhalten von Mesonen mit Spin 0 und 1 bei StéBen héherer Energie 


ist nun auch bei der Bremsstrahlung schneller Nukleonen die Photonen- 
ausbeute davon abhangig, welchen Spin man den geladenen Kern- 
mesonen zuschreibt. Sind sie skalar oder pseudoskalar, so hat der Bruch- 
teil der insgesamt abgestrahlten Primarenergie fiir das Proton im 
wesentlichen dieselbe Form wie W, bis auf einen konstanten Faktor der 
GréBenordnung 1. 

Zur Abschatzung der Bremsstrahlung fiir den vektoriellen Fall sei 
nun angenommen, daB die Nukleonen auch bei hohen Energien mit 
einer Wahrscheinlichkeit tp bzw. ty dissoziiert sind, die identisch ist 
mit der aus den anormalen magnetischen Momenten der ruhenden Teil- 
chen berechneten. Dann st6Bt z.B. das Proton mit der Wahrscheinlich- 
keit (1 —tp) als Fermi-Teilchen mit der Ladung e und dem magnetischen 
Spinmoment ¢/2M und entsprechend mit der Wahrscheinlichkeit rp 
als positiv geladenes vektorielles a-Meson. Demnach ergibt sich fiir 
den Bruchteil der Primdrenergie im Schwerpunktsystem, der insgesamt 
abgestrahlt wird: 


m 


Wi? = (1— tp) We + p27 


: - 
im Falle des Protons, und 65) 


m 


Wi = tyW, + ty" Fp 


fir das Neutron. 
Dabei ist angenommen, daB das abgespaltene a-Meson sich bei 


StéBen hoher Energie (d.h. kleinem StoBparameter) elektromagnetisch 


wie ein freies Teilchen verhalt. ratte 
Beim Ubergang eines Vektormesons von der Geschwindigkeit 
cv cv, =0 bekommt man nun fiir den Bruchteil der abgestrahlten 


Energie ia 
W’" we 11d ( ») 
Ors Feay 7 


m 
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(vgl. Absatz a), wenn i : ~~ 1 und ~)=2 BeV. Fir das 


1—v 
Proton wird also in dem angegebenen Energiebereich mit den Gl. (64) 
und (65) 


Py P’ + VP? — M? 
WP — Tees oa | 0 = came = 2+ 
a |Vpii— mM? ° Pi YP?— mM (66) 
11a, i 4m 

TP 48602 aa) M’ 
wobei : 
eo Fy 
mm y1— M 


gesetzt ist. Beim Neutron ist nur fiir (1—rp) und tp die Wahrschein- 
lichkeit ty einzusetzen gemaB Gl. (65). Unter der Annahme, daB das 
Kernnukleon mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit Proton 
oder Neutron ist, wird dann 


We. = 


4 (WP + Wy) + WP, 


Diese Formeln (66) gelten 
70 Pisels SeV 0* allerdings nur fiir den Be- 
Fig. 7. Bruchteil der Energie &max = 2(R/—M), der durch reich $s PB ~ 20BeV. Fiir 
Bremsstrahlung eines Protons in das Photonenfeld iibertragen héhere Energien (d.h. etwa 
wird. a@ fiir a+-Mesonen mit Spin 0, 6 und ¢ fiir 2*-Mesonen “4 , : 
mit Spin 4. Ff = Po M/m> 25 BeV) 
kann man die Bremsstrah- 
lung des Vektormesons nach der bisherigen Quantenelektrodynamik 
nicht mehr berechnen; aber aus dem schnellen Anwachsen der Pho- 
tonenausbeute bei niederen Energien ist zu schlieBen, daB sie im Be- 
reich P)>200 BeV (das ist etwa P,>10*BeV) mindestens 50% der 
Mesonenenergie betragt, also Wy* 0,5 ist. Fiir P,=108 BeV (dh. 
P; =7-108 BeV) und Tp = 0,34 wird dann Wy? ~ 0,05 und mit ty = 0,25 
W,% = 0,03, also insgesamt 


Woes (Ry = 108 BeV) ~ 0,09. 


StéBt also ein primares Proton mit 108 BeV im Laborsystem auf ein 
Kernnukleon und ist der StoB nahezu unelastisch, so werden in diesem 
all mindestens 9% seiner Energie im Schwerpunktsystem in das elek- 
tromagnetische Feld iiberfiihrt, also etwa 6,3 +102 BeV. Nimmt man 
W," =1 an, so bekommt man etwa 4% mehr, also ae w 0,13 statt 0,09. 

Im Falle skalarer Mesonen ergibt sich dagegen Wy, =0,06. In 
Vig. 7 ist der Bruchteil x” = E”/e’ der im Schwerpunktsystem insgesamt 
ins Mesonenfeld tiberfiihrten Energie e' ay 2(Pj) —M) (fiir yw 1) darge- 
stellt, der durch Bremsstrahlung eines Protons in das Photonenspektrum 
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ubertragen wird. Kurvea entspricht dem Fall, daB die Kernmesonen den 
Spin 0 haben und die Kurven } und gehéren zum Spin 4. 6 entspricht 
im Bereich P; =8 bis 15 BeV der Formel (66) und fiir héhere Energien 
ist W/* =0,5 gesetzt, wahrend in c W/*—1 angenommen ist, um eine 
obere Grenze zu bekommen. Die richtige Kurve wird wohl bei hohen 
Energien zwischen 6 und c verlaufen. 


c) Vergleich der verschiedenen Beitrage zum Photonspektrum. 


Zusammenfassend kann man nun iiber die verschiedenen Prozesse 
zur Erzeugung energiereicher Photonen beim ZusammenstoB von Nu- 
kleonen sagen: 

1. Hat das stoBende Nukleon eine Energie P, kleiner als etwa 5 BeV 
im Laborsystem, so werden nur etwa 1 bis 2% der Gesamtenergie im 
Photonenspektrum durch Abstrahlung geladener z-Mesonen und Brems- 
strahlung der Nukleonen iibertragen. Dies ist im wesentlichen unabhangig 
davon, welchen Spin man den a~-Teilchen zuschreibt. Der Unterschied 
zwischen Spin 0 und 14 tritt erst bei hdheren Energien in Erscheinung. 

2. Betragt die Energie des stoBenden Nukleons etwa 8 bis 10 BeV, 
so sind mindestens 75% der Gesamtenergie im Photonenspektrum! auf 
die Zerfallsphotonen neutraler a-Mesonen zuriickzufiihren, wenn man 
fiir die geladenen a-Mesonen den Spin 1 annimmt. Die restlichen 25% 
entstehen durch Abstrahlung der beim StoB erzeugten geladenen z- 
Mesonen, bis auf héchstens 1% Bremsstrahlung der stoBenden Nukleo- 
nen. Bei der Abstrahlung entstehen bevorzugt hochenergetische Pho- 
tonen (s. Fig. 5), deren Zahl in diesem Teil des Spektrums sogar die 
Anzahl der Zerfallsphotonen iibersteigen kann. Haben die 2*-Mesonen 
den Spin 0, so sind fast alle Photonen Zerfallsprodukte von z°-Teilchen. 
Die iibrigen Effekte tragen nur etwa 1 bis 2% bel. 

3. Fir héhere Energien (P, > 100 BeV) sind die relativen Ausbeuten 
der drei Photonenerzeugungsprozesse in Bruchteilen der im Schwer- 
punktsystem insgesamt umgesetzten Energie e’ in Tabelle 1 angegeben. 
Hier kommt es wesentlich darauf an, welchen Spin man den geladenen 
a-Mesonen zuschreibt. 

Bei StéBen, die zu groBen Luftschauern AnlaB geben, also bei Pro- 
tonenenergien von 10% bis 10® BeV werden im Falle des Spin 0 etwa 
37% der umsetzbaren Energie ¢’ in das elektromagnetische Feld iiber- 
fiihrt, und zwar davon etwa 


90% durch Zerfall neutraler a-Mesonen, 
3% durch Abstrahlung der entstehenden geladenen a-Mesonen und 
% durch Bremsstrahlung der Nukleonen. 


(Diese Werte bezichen sich auf die Gesamtenergie im Photonenspektrum.) 


1 Hier ist stets €=} angenommen. 
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Tabelle 1. 


3 
eo 
Xx 


max 


BeV 


, 
e 


F, 


0,84 

3 

K 

1 
2,32 
85 
3,07 


7,14 
7,33 
7,78 


8,00 


1,08 


370 
3,92 
4,47 
4,607 
511 
3 


2,38 


BeV 


BeV 


0,29 


0,53 


-—— ere 


SOOO’ 
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Zerfalls- 


Abstrahlung der 


Bremsstrahlung der 


photonen 


geladenen Mesonen 


Nukleonen y = 1 


In Spalte b ist angenommen, daB die entstehenden geladenen m-Mesonen etwa 50% ihrer Energie im Schwerpunktsystem abstrahlen; 


in c wird als obere Grenze 100% angenommen. 


+ Zusammenstellung der Nomenklatur auf S. 596. 


Haben die 2 -Mesonen aber 
den Spin 1, so gehen bei die- 
sen Energien etwa 56% von ¢’ 
in das Lichtquantenfeld, und 
davon sind etwa 


60% von Zerfailsphotonen, 

30% von der Abstrahlung der 
a-Mesonen und 

10% von der Bremsstrahlung. 


Die gesamte Photonenaus- 
béute bei diesen Energien ist 
also etwa um einen Faktor 
1,5 gréBer als mit Spin 0-Me- 
sonen. 

Wie verteilt sich nun die 
Gesamtenergie im Photonen- 
spektrum in den _ obersten 
Schichten der Atmosphare 
auf die verschiedenen Erzeu- 
gungsprozesse, wenn man fiir 
die geladenen Mesonen Spin 1 
annimmt. Der Mittelwert von 
“i (Po) = Efile’ iiber das Pri- 
marspektrum ist 


Pr an® 
| ap, % (Fo) dPo 
0 
F 
xi (B)) == a 
an” 
aaa es 
A ° 


Stellt man dN? /dP, in den ver- 
schiedenen Energiebereichen 
durch ein passendes Potenz- 
gesetz dar (s. S. 590), so be- 
kommt man mit 7#(P,) aus 
Gl. (60) und Fig. 5 
(y4 (P,=3 BeV)) = 0,04. 

Fir die Bremsstrahlung der 
Nukleonen erhalt man so etwa 
(wE") + 0,01, wahrend (7°) = 
0,33 ist. Damit ergibt sich nun, 
daB rund 87% der Gesamt- 


: 
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energie im Photonenspektrum in groBen Héhen von Zerfallsphotonen 

stammen, 10% durch Abstrahlung der entstehenden geladenen Vektor- 
_ mesonen, und etwa 3% als Bremsstrahlung der Nukleonen erzeugt 
_ werden. Da die Abstrahlungsphotonen bevorzugt hochenergetisch sind 

und auch das Bremsspektrum etwas langsamer abfallt als das der 
_ Zerfallsphotonen (etwa k~' im Vergleich zu k748), haben diese Beitrage 
_ keinen EinfluB auf das von Cartson [4] und Mitarbeitern gemessene 
_ Photonenspektrum und damit auf die Bestimmung von «@ (s. Teil I). 


Schreibt man den geladenen a-Mesonen den Spin 0 zu, so sind von 
vornherein nur die Zerfallsphotonen wesentlich. 


Der Spin des geladenen x-Mesons. 


Will man nun aus der Photonenausbeute beim ZusammenstoB von 
Nukleonen eine Aussage iiber den Spin des geladenen a-Mesons erhalten, 
_ so istdas nach den obigen Angaben nur mdéglich bei Prozessen sehr hoher 
Energie, denn bei kleineren Energien dominieren stets die Zerfallspho- 
tonen. Ein Vergleich der Gesamtenergien im Photonen- und 2*-Mesonen- 
spektrum bei solchen Ereignissen kénnte zu einer Entscheidung fiihren. 
_ Ergibt sich z.B. eine Ausbeute, die der der Zerfallsphotonen entspricht, 
wenn man €=4 annimmt (also symmetrische Theorie), so spricht dies 
_ fiir den Spin 0. Ist andererseits die gesamte Photonenenergie gr6Ber, 
_ so deutet dies auf den Spin 1. Aber in diesem Falle ist die Entscheidung 
nicht ganz eindeutig, denn ¢ kénnte etwas grdBer sein als 4, wenn auch 
die Messungen von CARLSON und Mitarbeitern [4] bei meist niedrigen 
Energien ungefahr zu ¢ = } fiihren. 

. Eine andere Méglichkeit gibt die Bestimmung des Photonenspektrums 
. bei St6éBen im Energiebereich P,=5 bis 10 BeV. Hier kann man das 
Spektrum der von den Mesonen abgestrahlten Photonen noch ausrechnen 
; (s. Fig. 5) und miiBte im Falle des Spin 1 eine gréBere Ausbeute an hoch- 
: energetischen Photonen bekommen, als nach dem Zerfallsspektrum zu 


erwarten ist. 


Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor WERNER HEISENBERG, 
méchte ich fiir wertvolle Anregungen und Diskussionen herzlich danken. 
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Mit elektrischen Wechselspannungen 
erzeugte Staubfiguren. 


Von 
Lupwic BERGMANN, Wetzlar*, 


Mit 13 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 15. Mérz 1951.) 


Streicht man mit einem trockenen Finger iiber den MetallfuB einer 
an ein Wechselstromnetz angeschlossenen Tischlampe, so empfindet man 
in der Fingerspitze ein schwaches Vibrieren, das besonders stark wird, 
wenn das iiberstrichene Metall in leitender Verbindung mit der nicht 
geerdeten Phase des Wechselstromnetzes steht. Die Erscheinung tritt 
sowohl bei blanker als auch bei lackierter oder eloxierter Metallober- 
flache auf!. Die Vibrationen an der Fingerspitze entstehen dabei durch 
die mit der doppelten Wechselstromfrequenz periodisch erfolgende 
elektrostatische Anziehung. Bei einer lackierten oder eloxierten Metall- 
flache ergeben sich infolge der sehr diinnen Isolationsschicht recht 
betrachtliche Anziehungskrafte, bei einer blanken Metalloberflache lassen 
sich diese Krafte durch den bekannten JOHNSON-RAHBECK-Effekt deuten, 
wobei der trockene Finger den elektrischen Halbleiter darstellt. Im 
folgenden wird gezeigt, wie man diese elektrostatischen Krafte dazu 
benutzen kann, um die Wechselstromfrequenz auf einer Platte mittels 
Staubfiguren deutlich sichtbar aufzuzeichnen. 

Streut man auf eine Metallplatte, die man tiber einen hohen Wider- 
stand (einige MQ) mit dem nicht geerdeten Pol eines Wechselstromnetzes 
_ verbindet, etwas Lykopodiumpulver (oder Lindenbliitenstaub) und fahrt 

man unter leichtem Druck mit dem Finger iiber die bestaubte Platte, 


- 


' * Vorgetragen auf der Tagung der Physikalischen Gesellschaft Wiirttemberg- 
_ Baden-Pfalz in Tiibingen am 3. und 4. Marz 1951. 
. 1 Zum erstenmal wurde diese Erscheinung von ELIsHA GRAY 1873 als sog. 


,,Finger-Effekt‘‘ entdeckt (s. W.H. Preece, The Telegraphic J., 1. September 
1877). Spater hat K. S. vAN DYKE [Phys. Rev. (2) 21, 368 (1923)] dieselbe Er- 
scheinung zur Erzeugung von Ténen benutzt, deren Hohe der Oktave der ver- 
wandten Wechselstromfrequenz entspricht. 1930 wurde derselbe Effekt von 
R. HEILBRUN und A. MAKOwER erneut beschrieben und ,,Strobaesthesic™ genannt 
[Phys. Z. 31, 623 (1930) u. 32, 118 (1931) ], wahrend er bereits 1922 von M. SPETER 
fiir elektrotherapeutische Zwecke vorgeschlagen worden war (DRP. 387 817). 
HEILBRUN und MAKoweErR haben in ihrer Arbeit auch schon Staubfiguren mit 
Wechselspannungen hergestellt, ohne diese jedoch richtig zu deuten. Ich selbst 
wurde erst nach Abschlu8 meiner Versuche auf diese Arbeit von Herrn Dr. FE. 
Turowsk!, Berlin, aufmerksam gemacht. 
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so erhalt man die in Fig. 1 wiedergegebenen Staubfiguren. Der Staub 
bleibt in ganz regelmaBigen Abstanden auf der Platte legen, wahrend 
er dazwischen vom Finger weggewischt wird. Die einzelnen Bahnen in 
Fig. 1 unterscheiden sich nur dadurch voneinander, da8 der Finger 

eggefiihrt wurde. 


-55 
daB der Staub 


der 
mit verschiedener Geschwindigkeit tiber die Platte hinw 

Im ersten Augenblick ist man geneigt anzunehmen, 
infolge der periodisch sich andernden elektrostatischen Anziehungs- 
krafte zwischen der Platte und dem Finger von diesem verschieden stark 


weggewischt wird. Dann miiBten bei einer Wechselstromfrequenz von 
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Fig. 14. Auf lackierter, mit Lykopodiumpulver | Fig. 2. Staubfig Fig h Wegblasen 

staubter Metallplatte mittels Wechselspannung vor jes iibrigen St s 

50 Hz erzeugte Staubfiguren 


50 Hz 100 Anhautfungsstellen des Staubes wahrend einer Sekunde ent- 
stehen. In Wirklichkeit entstehen aber nur 50 solcher Stellen und die 
Erscheinung kommt folgendermaBen zustande: Beim Hinwegfahren des 
Fingers tiber die bestaubte Platte wird der Staub durch Reibung elek- 
trisch, z.B. positiv aufgeladen. Erhalt die Platte fiir einen Augenblick 
negative Spannung, so wird der Staub angezogen und von der Platte 
festgehalten, wahrend er in der darauffolgenden Phase, in der die Platte 
positive Spannung erhalt, abgestoBen und von dem Finger mitgenommen 
wird. Wahrend der Phase der Anziehung zwischen Staub- und Metall- 
platte werden die Staubpartikelchen durch den Finger so stark zu- 
sammengedritickt, daB sie fest auf der Platte haften und man nach 
dem Versuch durch Blasen allen anderen Staub entfernen kann, wie es 
die Fig. 2 zeigt. 

Die Richtigkeit dieser Erklarung laBt sich in verschiedener Weise 
bestatigen. Benutzt man an Stelle einer Wechselspannung eine Gleich- 
spannung, die man periodisch unterbricht, so gelingt der Versuch nur 
bei einer ganz bestimmten Polung, bei der namlich der Finger das dem 
geriebenen Staub entgegengesetzte Ladungsvorzeichen hat. Dann wird 
in den Augenblicken, in denen die Gleichspannung angelegt ist, der 


Staub vom Finger angezogen und mitgenommen, wahrend er zu den 
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Zeiten, in denen die Gleichspannung unterbrochen ist, vom Finger auf 
der Platte festgedriickt wird. . 

Legt man zwei gleiche Platten in einem Abstand von etwa 1 mm 
nebeneinander und verbindet die Platten iiber 2 Hochohmwiderstinde 
mit den Polen eines Transformators, dessen Mittelabgriff man anfaBt, 
und fahrt man mit dem Finger iiber die Trennlinie zwischen den beiden 
bestaubten Platten, so erhalt man die in Fig. 3 wiedergegebene Be- 
stdubungsfigur. Man erkennt deutlich, daB die auf beiden Platten liegen 
gebliebenen Staubpartien gegeneinander versetzt sind, woraus klar 
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Fig. 3. Auf lackierten, mit Lykopodiumpuiver be Fig. 4. Auf eloxierter, mit einem Gemisch von 
staubten Metallplatten mittels zweier, um 180 Mennige und Schwefelbliite bestaubter Metallplatte 
in der Phase gegeneinander benen Wechsel- mittels Wechselspannung von 50 Hz erzeugte 
spannungen erzeugte Staubfiguren. Staubfiguren. 


ersichtlich ist, daB der Staub jeweils nur wahrend einer Phase der 
Wechselspannung auf der Platte liegen bleibt. 

Bekanntlich werden Staube verschiedener Art durch Reiben auch 
verschiedenartig aufgeladen; so wird z.B. Mennigepulver positiv, 
Schwefelbliite negativ elektrisch. Bestaubt man daher die Metallplatte 
mit einem Gemisch aus Mennige und Schwefelbliite, so erhalt man 
beim Dariiberhinwegfahren mit dem Finger die in Fig. 4 wiedergegebenen 
Staubfiguren, bei denen jetzt die aufeinanderfolgenden Wechselstrom- 
phasen in abwechselnder Folge durch das rote Mennigepulver und die 
gelbe Schwefelbliite erkennbar sind. Die Farbkontraste kommen noch 
besser heraus, wenn man dem Mennige-Schwefelbliitegemisch etwas 
Lykopodiumpulver zusetzt. 

Bestaubt man die eine Hialfte einer eloxierten Metallplatte mit 
Mennige, die andere Hialfte mit Lykopodiumpulver und fahrt man 
mit dem Finger oder besser noch mit dem weiter unten beschriebenen 
Taster iiber die Trennungslinie zwischen den beiden verschieden be- 
staiubten Teilen, so sind die entstehenden gelben bzw. roten Staubfiguren 
jeweils um 180° gegeneinander versetzt (Fig. 5). Dies ist ebenfalls 
ein Beweis dafiir, daB das Lykopodiumpulver von der einen, das 

14% 
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Mennigepulver von der anderen Phase der an der Metallplatte liegenden 
Wechselspannung angezogen und festgehalten wird. 
3evor wir einige Anwendungen dieser Erscheinung besprechen, sei 
noch etwas iiber ihre Empfindlichkeit gesagt. Zur Erzeugung der Staub- 
figuren geniigen bereits Wechselspannungen von 4 bis 6 V, selbstver- 
standlich werden die Staubfiguren um so scharfer und klarer ausgebildet, 
je héher die benutzte Spannung bzw. je dinner die Isolationsschicht 
zwischen Metallplatte und Finger ist. Da bei einer lackierten oder 
eloxierten Metallplatte kein Strom zum 

Lycopodium __ fieaige Finger flieBt, findet auch keinerlei Ener- 
gieverbrauch statt. So ist es zu erklaren, 

daB man die Staubfiguren bereits erhalt, 
wenn die Platte iiberhaupt nicht in lei- 
tender Verbindung mit dem Wechsel- 
stromnetz steht. Es entstehen schon 
deutlich sichtbare Staubfiguren, wenn 
man iiber eine auf dem Tisch liegende 
bestaubte Metallplatte mit dem Finger 
hinwegfahrt, ohne da& man dabei selbst 
mit der Erde oder dem Wechselstrom- 
netz in leitender Verbindung steht. Es 
ist dazu lediglich erforderlich, daB in 
Tet fccettaee-aeas Geeta oi din atic heat dem Raum ein elektrisches Streufeld 
staubten, eloxierten Metal'platte mittels Vom Wechselstromnetz existiert, so daB 
Wechselspannung von 50Hz erzeugte — cich zwischen der Platte und dem dariiber 


Staubfiguren. a Finger als Abtaster : : 
b kiinstlicher Abtaster nach Fig. 8 hinstreichenden Finger eine induzierte 


Fig. 5au.b. Auf einer zur Halfte mit 


Wechselspannung ausbildet. Dazu geniigt 
z.B., daB im Raum oder auf dem Tisch ein isolierter Draht verladuft, 
der mit dem Wechselstromnetz verbunden ist. Man erhalt die Figuren 
auch, wenn die Platte von einer Person gehalten wird, wahrend eine 
zweite Person mit dem Finger dariiber hinwegstreicht. Dagegen ent- 
stehen die Figuren nicht, wenn ein und dieselbe Person die Platte halt 
und sie mit dem Finger der anderen Hand iiberstreicht, da in diesem 
Fall Platte und Finger das gleiche Potential haben. 

Die Staubfiguren lassen sich auch auf einer diinnen Gummi- oder 
Kunststoffschicht und sogar auf Papier erzeugen, wenn man diese 
Stoffe auf eine mit dem nicht geerdeten Pol der Wechselstromleitung 
verbundene Metallplatte legt. Sehr deutlich bilden sich die Figuren 
mit Schwefelbliite auf rauhem schwarzem Papier oder mit Lykopodium 
oder Mennigepulver auf einer mattierten, am besten schwarzen odet 
blauen Glasscheibe aus. Auch auf einer blanken Metallplatte entstehen 
in derselben Weise die Staubfiguren, sie treten besonders deutlich hervor, 
wenn die Metalloberflache leicht angerauht ist, da in diesem Fall beim 
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Dariiberhinwegstreichen das Pulver stirker elektrisch aufgeladen wird. 
Gegentiber einer lackierten Metalloberfliche flieBt bei einer unge- 
schiitzten Metalloberflache zwischen der Platte und dem Fi ger ein 
schwacher Strom; infolge des zwischen Platte und Finger vorhandenen 
Staubes ist er jedoch merklich kleiner als bei einer unbestiubten 
Metallplatte. 

In der Fig. 6 ist eine Staubfigur wiedergegeben, die in der Weise 
erhalten wurde, daB auf einer mit 100 Umdrehungen/min rotierenden 


Fig. 7. Auf rotierender, mit Lykopodium bestaub- 


Fig. 6. Auf rotier 
ter Metallplatte la I pit 
spannung von 50 Hz erzeugte 


ner Spi 


ter Metallplatte lamgs mehreren Kreisen mittels 
Wechselspannung von 50 Hz erzeugte Staubfiguren, 


lackierten Platte mit dem Finger eine Spirale von auBen nach innen 
beschrieben wurde. In der Fig. 7 wurden auf der gleichen rotierenden 
Scheibe 4 Kreise nacheinander mit dem Finger beschrieben. Man er- 
kennt die groBe RegelmaBigkeit der periodischen Staubfiguren, die nur 
an der Stelle, wo der Finger von der Platte abgehoben wurde, eine 
kleine Stérung aufweisen. Es ist dabei nicht erforderlich, daB der Finger 
nur eine Umdrehung lang auf der Platte aufliegt. Die Figuren erscheinen 
mit der gleichen RegelmaBigkeit und Deutlichkeit, auch wenn sich die 
Platte mehrmals unter dem Finger hindurchgedreht hat. Die Figuren 
entstehen in jedem Augenblick neu, wobei bereits entstandene vom 
Finger weggewischt werden kénnen. In der Fig. 7 zahlt man in jedem 
der Kreise 30 helle und dunkle Stellen; da die Platte 100 Umdrehungen 
je min machte, zu einer Umdrehung also 0,6 sec brauchte, ergibt dies 
eine Wechselstromfrequenz von 30:0,6=50 Hz. 

Man hat damit ein recht einfaches Verfahren zur Messung einer 
Wechselstromfrequenz. Seine Genauigkeit 1aBt sich noch dadurch er- 
hdhen, daB man den Finger durch einen geeignet gebauten Taster ersetzt. 
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Nach verschiedenen Versuchen er- 


wies sich die in Fig. 8 skizzierte 
Anordnung als besonders zweck- 
miBig. Am vorderen Ende eines 
etwa 12mm breiten MetallstiickesM 
ist mittels zweier seitlicher Stege 
ein etwa 5mm _ starker Metall- 
zvlinder R angebracht. Um diesen 
ist in der gezeichneten Form ein 
10mm breiter 3 bis 4mm dicker 
Streifen F aus weichem Filz und 
in der Mitte dariiber ein 3 bis 4mm 
breiter Streifen A aus Stanniol 
oder Aluminiumfolie herumgelegt. 
Filz- und Metallstreifen werden 
durch die Metallfeder B festge- 
klemmt. Fahrt man mit einem 
solchen Taster iiber eine mit Lyko- 
podiumpulver eingestaubte Me- 
tallplatte, so erhalt man _ sehr 
scharf begrenzte Staubfiguren, wie 
es Fig.9 und die folgenden Bil- 
der zeigen. 

Verbindet man zwei gleiche 
[Taster mit den Polen eines Trans- 


tormators und 


fiihrt sie nebenein- 
ander iiber eine mit dem Mittel- 
abgriff des Transformators verbun- 
dene Platte, so erhalt man die in 
Fig. 10 wiedergegebenen, gegen- 
einander versetzten Staubfiguren, 
die sehr sch6n die beiden Phasen 
der Wechselspannung erkennen 
lassen. In derselben Weise laBt 
sich, wie Fig. 11 zeigt, die 120 
betragende Phasendifferenz eines 
Drehstromnetzes mit 3 Tastern 
sichtbar machen, wenn man die 
nebeneinander an einem Isoliergriff 


befestigten Taster tiber Hochohm- 


widerstande mit den drei Phasen des Drehstromnetzes und die bestaubte 


Platte mit 


dem Null-Leitet 


bzw. 


Erde verbindet. 
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Die in Fig. 1—7 und 9—11 wiedergegebenen Versuche wurden mit 
Wechselstrom von 50 Hz durchgefiihrt. Da® das Verfahren aber auch 
noch bei héheren Frequenzen recht gut brauchbar ist, zeigt die Fig, 12. 
Hier sind auf 5 Kreisen Staub- 


figuren mit den Frequenzen 1000, 
500, 300, 100 und 50Hz be- oe 


ANTENNA DRG 
oe 


schnieben. Die Wechselspannung 
in der Gr6Benordnung von 100 V 
wurde von einem Schwebungs- 


summer iiber einen Ausgangs- 


transformator  geliefert. Bei 
1000 Hz betragt der Abstand 
zweler aufeinanderfolgender 


Staubbilder nur 1mm. Da bei 
der starken Verkleinerung in der 
Fig. 12 — der Durchmesser der 


rotierenden Metallplatte betrug 

20cm — die Staubbilder aut Fig. 12. Auf einer rotierenden mit Lykopodium ein 
< . a : : geriebenen Metallplatte mit Wechselspannungen von 

dem auBersten Kreis bei 1000 Hz 1000, 500, 300, 100 und 50 Hz erzeugte Staubfiguren. 

nicht mehr erkennbar sind, ist 

in Fig. 13 nochmal ein Ausschnitt aus der Scheibe in groBem MaB- 


stab wiedergegeben, bei der jetzt auch die mit 1000 Hz beschrie- 
benen Figuren gut zu erkennen sind. 

Bei diesen letzten Ver- 
suchen erwies es sich als vor- 
teilhaft, die lackierte Metall- 
scheibe nicht einfach zu 
bestauben, sondern den auf- 
gebrachten Staub mit dem 
Finger gleichmaBig auf der 
Plattenoberflache zu _ ver- 
reiben!. Dann entstehen be- 
sonders bei den hohen Fre- 
quenzen wesentlich scharfere 
Staubfiguren, und man ver- 


meidet ferner, daB bei gro- Sis. 1a Waneciienios Alsechcith ane Wig. Se, 
Ben Umdrehungsgeschwin- 
digkeiten der Staub von der Platte weggeschleudert wird, Eine einmal 
eingestaubte Platte kann man zu vielen Versuchen benutzen, indem man 
immer wieder den Staub mit dem Finger gleichmaBig auf der Platte 
verreibt. Nach diesem Verfahren ist auch die Fig. 11 gewonnen. 

1 Damit hierbei nicht bereits durch induzierte Spannungen Staubfiguren ent 
stehen, muB man mit der anderen Hand die Zuleitung zur Metallplatte bertihren. 


618 LL. Bercmann: Mit elektrischen Wechselspannungen erzeugte Staubfiguren. — 


Beim naheren Betrachten der Fig. 9—13 fallt auf, daB die Staub- 
partien der Figuren zum Teil wesentlich breiter als die staubfreien — 
Stellen sind. Der Grund hierfiir diirfte darin zu suchen sein, daB der | 
Staub mit einer gewissen Kraft an der Platte haftet und somit zu seiner 
Ablésung eine elektrische Mindestspannung zwischen Taster und Platte — 
erforderlich ist. Infolgedessen beginnt die Wegnahme des Staubes durch 
den Taster nicht sofort beim Durchgang der Spannung durch Null 
sondern etwas spater und sie hért auch etwas vor dem darauffolgenden 
Durchgang durch Null wieder auf. 

Zum SchluB sei noch erwahnt, daB die Scharfe der auf lackierten 
Metallplatten erzeugten Staubfiguren von der Oberflachenbeschaffenheit 
der Platte und der Giite der Lackierung abhangt. Wahrend z.B. die 
mit Lykopodium erzeugten Figuren am schénsten auf einer glatten 
Lackfliache herauskommen, bilden sich die mit einem Gemisch aus 
Mennige und Schwefelbliite erzeugten Figuren am besten auf einer fein 
mattierten I'lache aus. Es ist nicht ausgeschlossen, daB sich die be- 
schriebenen elektrischen Staubfiguren zur Uberpriifung von lackierten 
bzw. eloxierten Metallflachen eignen. 


Wetzlar, Leitzstr. 28. ? 
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Die Linienform der Resonanzstreuung 
von «-Teilchen. 
Von 
H. MARSCHALL und D. Wiskorr. 


Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 17. Marz 1951.) 


Die Arbeit erginzt eine kiirzlich gegebene Theorie der anomalen Streuung von 
a-Teilchen, in welcher die Streuanomalie it (#) als Funktion des Streuwinkels 
bei fest vorgegebener Resonanzenergie berechnet wurde. Die zur vollstaindigen 
Beschreibung der Anomalie gehérige Abhangigkeit 3i(E) von der x-Energie soll 
hier unter Verwendung eines einfachen graphischen Verfahrens nachgetragen 
werden. Bei Variation des Streuwinkels @ ergeben sich starke Veradnderungen 
der Linienform ein und derselben Resonanzlinie. Die graphische Methode gestattet 
in einfachster Weise einen Uberblick iiber die bei verschiedenen Streuwinkeln 
zu erwartenden Kurvenformen. 


1. Die Resonanzkurve als Funktion der Energie bet festem Streuwinkel. 


Die Streuanomalie Si fiir die Streuung von z-Teilchen an spinlosen 
Kernen ist durch? 


a 7 2 

R= 4-1? ie (2141) (1) AHH] R(cos8)| UH 
‘ rao 

gegeben. Dabei bedeuten 

z= ——: eg = Insin > —19; ein 

6,= Vi(l+1) eats = ss -x(Je+l(0+1)—1) +4. 


Die Geschwindigkeit v ist die Relativgeschwindigkeit zwischen «-Teilchen 
und dem Streuzentrum der Ladung Ze, # ist der im Schwerpuskts- 
system gemessene Umlenkwinkel. Die Phasen y,+z, beschreiben den 
Phasenunterschied zwischen der /-ten Partialwelle im Fall des Feldes 
einer Punktladung einerseits (RUTHERFORD-Streuung) und des in Kern- 
nahe modifizierten Covutomp-Feldes andererseits (anomale Streuung). 
Dabei sind die g, durch den endlichen Kernradius bestimmt und erfassen 


1 Marscuatt, H.: Zur Theorie der anomalen Streuung von «-Teilchen an 
: 2 It 
spinlosen Kernen, Z. Physik 128, 635 (1950). In GL. (1) ist z= ¢,— ; an Stelle 


von ¢,, l.c., eingefiihrt. 
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dessen Beitrag zur Anomalie, wohingegen z, den EinfluB eines moglichen — 
Resonanzeffektes beriicksichtigt. 


Nun interessiert der Verlauf der Anomalie beim Durchlaufen einer 


Resonanzstelle, wozu die Kenntnis der Energieabhangigkeit von z, not- 
wendig ist. Nach der allgemeinen Theorie (I. c.) gilt 


-0,8 
, . / as Oe c 
ein — —4(Q;— 2,6) ae dea a 
ti +7 (2; — 218) 
so daB 
Oo— Oe 
A Lys 
tg Zz; = — f . (3) 
x1 


Dabei bedeutet yz, den Zahlenwert der /-ten Partialwelle am Kernrand 


und & die dort vorhandene logarithmische Ableitung 7;/z,;. Die Defi- 


nitionen der Funktionen Q, und ihrer Ableitung Q; — fiir beide steht 


™ 


in (3) ebenfalls der Funktionswert am Kernrand — ist komplizierter; — 


sie erginzen die ,,stehende Welle’ 7, nach dem Schema 


W=3(utiO); x) =4(u—1Q) 


zu aus- und einlaufenden Partialwellen 7‘ und 7‘*), deren Summe zu 4; 


zuriickfiihrt. Zur genaueren Information ist es nétig auf die allgemeine 
Theorie zuriickzugreifen. 


Beim Durchlaufen einer Resonanzstelle wandert die Phase z; von — 


— a liber Null nach + = , wo z,=0 den Resonanzfall definiert. Nach 


(3) bedeutet dies eine Anderung der logarithmischen Ableitung von — ce 
iiber den Resonanzwert &,=(Q;/Q,; nach +e. Im einzelnen ist der 
Verlauf von € nicht bekannt, so daB willkiirliche Annahmen gemacht 
werden miissen. 


Kir hinreichend scharf ausgepragte Resomanzkurven durchlaufen 


die z, ihren Wertbereich — . veep = und die logarithmische Ableitung 


ihren Wertbereich von — oe bis + ce in einem schmalen Energieintervall. — 


Diese Annahme sei den nun folgenden Uberlegungen zugrunde gelegt. 
Die mit der Energie langsam verinderlichen Daten ¢,, 6, und @; in (4) 
diirfen dann im Bereich der Resonanzkurve als konstant angesehen 


werden, der Kurvenverlauf wird im wesentlichen durch die Anderung — 


von z, bestimmt, wenn die Resonanz durch die #-te Partialwelle ver- 
ursacht wird. Der Gesamtverlauf der Resonanzkurve = (z,) kann 
dann nach (1) berechnet werden. Die graphische Bestimmung von ¥(z,) 
wird spater beschrieben. 

Das eigentliche Ziel ist jedoch die Bestimmung der Resonanzanomalie 
in Abhangigkeit von der Energie, also R=SR(E£). Es muB nun eine 


em 
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weitgehend willkiirliche Annahme itber den Verlauf von € in der Um- 
oe der Resonanzstelle gemacht werden. Wegen der getroffenen 
Jerabre i : , fiir i di 
Z dung diirfen dann in (3) Q;, Q) und x fiir 7 =n iiber den Bereich 
er Resonanzkurve ebenfalls als konstant angesehen werden, so da 
i a 5 i pr mee + 4 see a 7 s : Ld / 
die Pha enanderung von 2, durch den Verlauf von &, bestimmt wird, 
Setzen wir nun die Abweichung vom Resonanzwert in der Umegebung 
der Resonanzenergie FE, linear an, also 


ed ey eee A ie 
pn8 + 8—2)(28), +, 
dann folgt aus (3) mit & = Q//Q,, 
tg z,-v (E—E,) 2 (2 
pen" r Xi, GE Ie (4) 


Hierin kann Q,/z, fiir die Energie E, berechnet werden, die Neigung 
(e&/eE),, bleibt jedoch unbestimmt. Daher sei an Stelle des Faktors 


Q, { é ; s Ae ~ pete - 
*( ae eine phanomenologische Konstante 7 eingefiihrt, so daB (4) 
in der Form 
we oa 
tg 2, ae (5) 


notiert werden kann. Damit kann in unmittelbarer Nahe der Resonanz- 


energie die z,-Skala auf die Energieskala == es umgeschrieben werden, 


+ 


so daB dort H(E) angegeben werden kann. /’ muB durch Vergleich 
einer gemessenen mit einer gerechneten Kurve bestimmt werden. 

Die Voraussetzung scharf ausgepragter Resonanzkurven bedingt 
kleines J’, und daher einen groBen Betrag von (@¢/6F),,. Mithin haben 
wir folgenden Sachverhalt: Je schmaler der Energiebereich der Resonanz- 
anomalie ist, desto besser sind die beziiglich der Konstanz von éy, 0,, 
Y;, Q;, Q; und ¥; innerhalb des Bereichs der Resonanzkurve gemachten 
Voraussetzungen erfiillt, desto genauer fallt also die mit (1) berech- 
nete Resonanzkurve %t(z,) langs ihres Gesamtverlaufs aus. Andererseits 
wird aber dann wegen der kleinen /’-Betriige der Zustandigkeitsbereich 
von (5) nur auf die unmittelbare Umgebung von E, beschrankt, so dab 
auch die Anomalie #(£) nur dort angegeben werden kann. 


2. Die graphische Bestimmung der Anomaliekurve. 


Als Beispiel diene der bereits frither behandelte Fall der Streuung 
von a-Teilchen an O18-Kernen!, wobei die von Frrcuson und WALKER® 


1 MARSCHALL, H.: 1. c. : 
2 FERGUSON u. WALKER: The Scattering of «-Particles by Carbon and Oxygen 


Phys. Rev. 58, 666 (1940). 


&2 H. Masscmaa wad DL Wesrort: 
GLE Hg Ie NE eb ee mun ktssyster 
: t 525MeV im Beobechtengsysten): suerende GG 
er, clases, etn: eicdiinieh Maaianinadiaiael 

vanachst nicht berackachtizt. In (t) dirfen dann simtliche g (i 
schiiefilich ¢) Neil gesetat werden end ¢3 bictbt wer ein Tere 
Semme stehen: <i 


can” 2 
a= {—s = eee (2m = 1) -—1pe’ (1 — =) Rieosd®) 


— t—i, ie FH) (a — ¢=*>) 2. 


Dabei bezeachnet 
* 
sa 


f(x, 0) =i ——> Qa +t) (1p Rese 


eme Funktion, de bei bekannter Resonanreneree ner mech v 
Drehimpulsquantenzahl J=« der far de Resomanz ; 


iF 
i 
i 


Sis = 2 Umkakwinkil # 
=x as ® I< = etwa durch Vergieic 
: ys = a? eikT cemenenen Kurve Bf 


Li 


s«*@ 


Imagine 
Ahn 


SOPRA Oe 


Fig. tanh. RA SY AP, a 
(Fig. 1b) auftretenden Anomalickurcen. F< kt = comets Sree Aa 


tall, fur die eden Grenrwerte 2,2 — (undarchéringiic — ~ : 


Beitrag des endhchen Kernradias mech: herackwcheagt st Dew 
Re)= te" OP On ann dion Seen ne oat ite 


Ermittlung der Streuanomalie einfach: Rei verknderchemm 
—fa(t +e") ein Kreis des Darchmessers 27, die Ortsherve 


ee 


2 A 


a 
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wird daher ebenfalls ein Kreis in der komplexen Zahlenebene. In den 
Fig. 1a u. b sind die Ortskurven fiir das gewahlte Beispiel fiir /—0 
(S-Resonanz) und die Streuwinkel = 180° sowie 2 = 60° gezeichnet. 
Die Resonanzlage ist durch zy=0 d.h. durch den Punkt y—1 —2} 
ausgezeichnet. Bezeichnet man die Kreise um den Nullpunkt r= 0 
mit dem Quadrat ihres Nullpunktsabstandes, so kann die Anomalie 
H (Zo) = |r (zo) ? direkt aus den Diagrammen entnommen werden. Fig.2 
2)— zeigt neben den so ge- 

=43 = wonnenen Resonanzkur- 
ven noch diejenigen fiir 


= 
tg 20> Tr 
2. 


Fig. 3. 


Fig. 
Fig. 2. Die mit Hilfe von Ortskurvendiagrammen gewonnenen Anomaliekurven Q(z) bzw. 2X(E) bei ver- 
schieden gewahlten Streuwinkeln. Die Linienform ist bei sonst gleichbleibenden Daten stark mit dem 
Beobachtungswinkel veranderlich. Insbesondere kann sich die Reihenfolge der Kurvenminima und Maxima 
umkehren. Die Abszissen sind linear in arc tg z, gewahlt, um innerhalb der Naherung von Gl. (5) die in 


Resonanznahe mdgliche Ubersetzung in eine lineare Energieskala vornehmen zu kénnen. — Die beiden 
gestrichelten Kurven enthalten die Beriicksichtigung des endlichen Kernradius fiir die Streuwinkel 0 = 120° 
und 180°, 


Fig. 3. Extrapolation der z,-Skala auf die Energieskala, die natiirlich ebensogut aus dem 
Ortskurvendiagramm oder rechnerisch erfolgen kann, 


3=150°, ®=120° und #=90° (ausgezogene Kurven). Je nach der 
Lage des Kreises im Ortskurvendiagramm folgt im Sinne steigender 
2p-Werte ein Maximum der Anomalie auf ein Minimum (wie fiir ? = 180°) 
oder ein Minimum auf ein Maximum (wie fiir 0=60°), ohne daB 
die Anomaliekurve zur Resonanzstelle symmetrisch ist!. Symmetrie 
herrscht nur dann, wenn der Imaginarteil von /,, verschwindet, der Zeiger 
—2/, also in der reellen Achse liegt. In unmittelbarer Nahe der Reso- 
nanzstelle kann mit Hilfe von (5) der Ubergang zur Energieskala ree 
erfolgen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit der Fig. 1 dient hierzu 
das Diagramm 3. Die so gewonnenen Zahlenwerte sind in Fig. 2 ebenfalls 
eingetragen. Wie oben bereits gesagt, konnen Aussagen tiber /” nicht 


r 


1 Die Abhingigkeit der Resonanzlinienform vom Streuwinkel wurde von 
FLUGGE vermutet, dem wir fiir diesen Hinweis herzlich danken. 
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aus der Theorie allein sondern nur im Zusammenhang mit dem Ex 


ment gemacht werden. ; ‘ 
Hat der endliche Kernradius einen Einflu8 auf die Streuanomali 


(v7, -- 0, == 0), so kann bei der in (1) auftretenden Summe der Ant 
--n abgespalten werden; es bleibt 


R= 1+ g(x, B)—F,, (24, B) (4 + 2? Gat om) |? 


mit der Abkiirzung 


Imaginare 
ER ie shia ich 


Fig. 4. Erweitertes Ortskurvendiagramm [nach Gl. (11)]. Im Gegensatz zu den Diagrammen der Fig. 
verschwindet die Anomalie nicht ftir die beiden Grenzfalle z,= + = , sondern erfaBt gerade den 


der Resonanz noch verbleibenden — durch den Kernradius bedingten — Anomalieanteil. 


Die Erweiterung des Ortskurvendiagramms auf den vorliegenden Fall 
ist leicht méglich; an Stelle von (8) tritt 


Tevet ha we deel be wh atlas ae iF (11) 


d.h. die Abanderung besteht in dem additiven Hinzutreten der kom- 
plexen Zahl g und der Verschiebung des Nullpunktes der Phase 22, 
um den Betrag 2,. Fig. 4 zeigt das erweiterte Diagramm. Bei dem 
hier diskutierten Beispiel ist g zu klein, um noch beriicksichtigt zu 
werden, der EinfluB des endlichenm Kernradius wird allein durch gy)= 
—0,127 beriicksichtigt ; in dem gezeichneten Diagramm soll daher nur 
die prinzipielle Abinderung gezeigt werden. Die durch den Anomalie- 
beitrag des endlichen Kernradius bedingte Abinderung der Resonanz- 
kurven ist fiir die Umlenkwinkel @=180° und #=120° in Fig. 2 
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gestrichelt eingetragen. NaturgemaB betrifft die Korrektur hauptsachlich 
die Kurvenfliigel, da dort der Resonanzeffekt in den Hintergrund tritt. 
SchlieBlich zeigt Fig. 5 noch einige Anomalienkurven fiir das gleiche 
Beispiel unter der Voraussetzung, daB die Resonanz durch die mi { 
gehorige Partialwelle (P-Resonanz) verursacht wird: der EinfluB des 
endlichen Kernradius ist dabei berticksichtigt. Man sieht, daB® sich 
qualitativ hinsichtlich der Linienform dieselben Bilder ergeben wie fiir 
_ S-Resonanz, daB das Maximum aber viel ausgepragter wird, ein Ver- 
_halten, das in groBen Ziigen bereits in der Arbeit von MARSCHALL (e.) 


> eo 
—43 —12 -11-1 -08-Q4 0 g4 48 7 47 


lehrreich, als man sieht, daB man bei festem Streuwinkel unter Um- 
standen ganz verschiedene Formen einer Resonanzlinie erhalten kann, 
je nachdem fiir welchen Drehimpuls /=n Resonanz eintritt. So sind 
die Kurven fiir # = 120° in Fig. 2 (S-Resonanz) und Fig. 5 (P-Resonanz) 
ganz verschieden, und fiir #=60° ist der Unterschied sogar so groB, 
da8 die Reihenfolge von Maximum und Minimum sich umkehrt. Es 
ist also zu hoffen, daB aus Messungen solcher Linienformen als Funktion 
der Energie bei festem Streuwinkel sich wertvolle Erganzungen hin- 
sichtlich des zur Resonanz gehérigen Drehimpulswertes geben lassen 
zu den auf Grund der umgekehrten, l.c. behandelten Messung der 
Linienform als Funktion des Streuwinkels bei fester Energie gezogenen 


Schliissen. 


e 
tg Z7 Tr 

Fig. 5. Die Anomaliekurven R(z,) bzw. R(£) fiir P-Resonanz (n=1). Der Beitrag des endlichen 
Kernradius ist beriicksichtigt. 

gezeigt worden ist. Dariiber hinaus ist der Vergleich auch insofern 
Marburg a. d. Lahn, Institut fiir Struktur der Materie. 
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Optische Anisotropie kubischer Kristalle 
bei Quadrupolstrahlung. 
Von 
K. H. HELLWEGE. 


Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. Marz 1951.) 


Kubische Kristalle sind gegeniiber elektrischer und magnetischer Dipolstrahlung 
sotrop, gegeniiber elektrischer und magnetischer Quadrupolstrahlung dagegen 
anisotrop. Man kann die Richtungsverteilung der Strahlungsintensitat und der 
Polarisation bei Quadrupolstrahlung etwa als ,,optisch siebenachsig'’ bezeichnen, 
wobei die drei vierzahligen und die vier dreizahligen Kristallachsen je einen Satz 
zusammengehoriger ,,optischer Achsen‘‘ bilden. Diese optische Symmetrie ist von 
H. A. LoRENTz in einer héheren Naherung seiner Elektronentheorie auch fiir den 
Brechungsindex hergeleitet worden. Hieraus wird geschlossen, da8 der physi- 
kalische Sinn dieser h6heren Naherung die Mitberiicksichtigung von Quadrupol- 
strahlung bei der Dispersion ist. Die klassische Kristalloptik ist eine Naherung 
allein fiir Dipolstrahlung. 


1. Einleitung. 

Im Rahmen seiner a a hat H. A. Lorentz die fol- 
gende Behauptung aufgestellt (7), 

Sei 7 die Verriickung der pon die von einer Lichtwelle der 
Vakuumwellenlange A in einem Gitterpunkt eines kubischen Kristalls 
vom Atomabstand 6 erzeugt wird. Dann laBt sich y nach Potenzen des 
Verhaltnisses 6/A entwickeln [3): 

r=rnt(s)n+(f) nt. (1) 


A 


Fir sichtbares Licht ist 6/A eine sehr kleine Zahl. Bricht man die Ent- 
wicklung hinter dem in 0/A linearen Glied ab, so ergibt sich véllige 
optische Isotropie des Kristalls, d.h. der Brechungsindex ist unabhingig 
von Richtung und Polarisation der eingestrahlten Welle. Dieser Sach- 
verhalt ist offenbar derselbe, der sich in der klassischen Kristalloptik 
aus dem linearen Ansatz 


D = ((ej,)) (2) 


ergibt, da in kubischen Kristallen der Tensor ((e; ,)) diagonal mit gleichen 
Klementen 


11 = gq = fgg = €, (3) 


d.h, die Indikatrix eine Kugel ist. 


; 
) 
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Nimmt man jedoch in (1) auch das quadratische Glied mit. so wird 
der Kristall doppelbrechend. Die Doppelbrechung verschwindet bei 
Einstrahlung parallel zu den Wiirfelkanten und parallel zu den Raum- 
diagonalen, d.h. parallel zu den Achsen %, ¥, 2, Ay, Ag, Ag und A, der 
Fig. 1. Diese 7 Richtungen kénnte man also als ,optische Achoeh 
bezeichnen. Den maximalen Wert hat die Doppelbrechung bei Ein- 
strahlung parallel zu einer der Flachendiagonalen B;,... B,. Die Haupt- 
schwingungsrichtungen des elektrischen Vektors sind dabei aus Sym- 
metriegriinden die auf B; senk- 
rechte Wiirfelkante und die 
auf beiden senkrechte zweite 
Flachendiagonale, und die Dif- 
ferenz der Brechungsindizes 
fiir zwei parallel zu diesen 
Richtungen schwingende li- 
near polarisierte Wellen wird 
von LORENTZ zu 


An = 0,442 x 
d\2¢ (4) 


x n(n — Vg fg 


berechnet. 7% ist der mittlere, 
d.h. bei der Kleinheit von An 
der gewodhnlich gemessene 
Brechungsindex. Die Doppel- Fig. = Richtungen verschwindender (x, y, 2, A1,...5 A,) 
brechung hangt tia) ia und maximaler (B, gctringee PEO und 
(6/A)? ab. 

Dieser Faktor (6/A)? ist andererseits gerade derjenige, um den die 
elektrische Quadrupolstrahlung eines Atoms vom Radius 6 schwacher ist 
als seine elektrische Difolstrahlung. Man kann daher vermuten, daB 
auch die absorbierte oder emittierte Strahlung eines auf einem Gitter- 
platz kubischer Symmetrie in einem kubischen Kristall sitzenden Atoms 
anisotrop ist, wenn es sich dabei um Quadrupolstrahlung (oder hohere 
Multipolstrahlung) handelt. Die elektrische (und wegen der vollig ana- 
logen Symmetrie des Strahlungsfeldes auch die magnetische) Dipol- 
strahlung dagegen sollte isotrop sein, d.h. z.B. der in der klassischen 
Kristalloptik bei kubischen Kristallen vorliegende Fall eines kugel- 
férmigen Absorptionsellipsoides [4], |5| sollte nur fir Dipolstrahlung 
gelten. 

Tatsichlich ergibt sich bei elektrischer (und ebenso bei magnetischer) 
Quadrupolstrahlung genau die gleiche Anisotropie der Absorption oder 
Fluoreszenzemission eines kubischen Kristalls, wie sie Lorentz fiir die 


Dispersion berechnet. 
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Fiir den Beweis werden die folgenden Voraussetzungen gemacht: 


4. Wegen der infolge des Faktors (6/A)? geringen Intensitat der 
Quadrupolstrahlung wird die Absorption des Kristalls als sehr schwach 
vorausgesetzt. Die Diskussion beschrankt sich deshalb auf die Strahlung 
eines einzelnen Atoms oder Ions. 

2. Dieses Atom oder Ion befindet sich auf einem Gitterplatz mit 
Oktaedersymmetrie (Symmetrieklasse O). Seine Elektronenzustande 
werden demnach gestort durch ein elektrisches Kristallfeld, dessen 
Potential am Ort (r#g) in erster Naherung von der Form 


P (r Og) =Q(r) [10 (Yas OM) + Yy_a(OG)) +27 Yo (OG)\+ °° (5) 


ist [9]. Dabei sind die Y,,, (9) die normierten Kugelflachenfunktionen’. 
Unter dem EinfluB des Kristallfeldes spalten die (2 / + 1)-fach entarteten 
Elektronenterme des Atoms (Ions) in eine Reihe von Komponenten auf, 
die ihrerseits einfach oder noch zwei- oder dreifach entartet sind [7], 
[8], [9]. Da unser Problem der optischen Symmetrie von der zufalligen 
Starke des Kristallfeldes nicht abhangt, geniigt es, die gestérten Elek- 
tronenzustande im Kristall in nullter Naherung anzugeben. Diese Zu- 
stande haben bereits Oktaedersymmetrie. 

Genau genommen ist ihre Symmetrie sogar schon zu hoch, namlich 
die von O,. Denn da die Kristallzustande nullter Naherung nur Zu- 
stande pj, [S. Gl. (6)] enthalten, die zum gleichen Atomterm gehéren, 
also gleiche Paritat haben, haben auch die Kristallzustande diese Paritat, 
d.h. die Elektronenverteilung hat ein Inversionszentrum. In dieser 
Naherung beriicksichtigt also unsere Rechnung nur denjenigen Anteil 
des in O vorhandenen Kristallfeldes, der ein Inversionszentrum, d.h. 
die Symmetrie O, hat. Die Ergebnisse der folgenden Rechnung gelten 
also exakt fiir die Symmetrie O,, wahrend sich die Symmetrie O erst 
in héherer Naherung ergeben wiirde. 

3. Da die allgemeine Behandlung des Problems zu sehr uniibersicht- 
lichen Formeln fiihrt, wird der Beweis fiir einen speziellen Fall, namlich 
den eines Ubergangs zwischen zwei Termen mit J] =3 und J =4 eines 
Atoms mit gerader Elektronenzahl gefiihrt. 


2. Die Elektronenzustande. 

Die Oktaedersvmmetrie O enthalt zwei unabhingige Symmetrie- 
elemente: Eine vierzahlige Deckachse in z-Richtung, durch die nach [9] 
eine Quantenzahl « definiert wird, und eine dreizahlige Deckachse in 
der Raumdiagonalen des ersten Quadranten mit der zugeordneten 
Quantenzahl x. Nur bei den einfachen und somit eindeutig angebbaren 
Zustinden sind j« und x beide definiert. Bei den im Oktaederfeld noch 


1 Definition wie bei Bretue [6). 


owe my 
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zwei- oder dreifach entarteten Termen dagegen lassen sich die jeweils 
miteinander entarteten Zustande nur dadurch eindeutig angeben, daB 
man sie einer Storung anpaBt, welche die Entartung vollstandig aufheben 
wirde. Diese Stérung denkt man sich zweckmiSigerweise durch eine 
Deformation des Kristalls erzeugt, bei der die dreizihlige Achse ver- 
loren geht, die vierzahlige aber bleibt, d.h. durch einen Ubergang von 
der Oktaedersymmetrie O zur tetragonalen Symmetrie C,. Fiir die so 
bestimmten Zustande ist also nur « definiert. 


j Stellt man die beim Einbau eines Atoms (Ions) mit der Drehimpuls- 
_quantenzahl J in den Kristall entstehenden Zustande nullter Naherung 
durch die 2/+1 zu J gehérenden Zustande y,,, mit verschiedenen 
Werten der magnetischen Quantenzahl M=J, J—1,..., —J dar, so 
haben sie nach (J@) in einem Kristallfeld der Symmetrie C,; also auch 
in O, die Form 
=i 
Ui= 2 Miya Pym» i fy >... (6) 
wobei nur solche y,,, wirklich mit nicht verschwindenden Koeffizienten 
_vorkommen, die der Bedingung 


M = u (mod. 4) (7) 


_geniigen. Dabei hat die Quantenzahl yw in jedem U, einen ganz be- 
_stimmten von den vier mdglichen Werten ~=0, +1, 2. 


Die zyklische Symmetrie C, verlangt keine Entartung, die Zustande 

(6) lassen sich also eindeutig bestimmen. In einem rein elektrischen 

_ Kristallfeld, wie wir es voraussetzen, tritt allerdings zusatzlich die 

_ Kramerssche Entartung auf [11], die nicht auf der raumlichen Sym- 

_metrie beruht. Sie zerstért jedoch die eindeutige Bestimmbarkeit der 

_ Zustande nicht, da sich der mit dem Zustand U; nach KRAMERs ent- 
_artete Zustand U, explizit angeben laBt. Es ist nach [12] 


i —J 

U; == ay ayy g(J M) Yj—m (8) 
Mat 

mit | 

: ViiMyeickhn ots Ia(— 1). (9) 


' Dabei ist J = a 3 = +1 der Faktor, mit dem sich p;, bei Inversion 

_ des Koordinatensystems am Ursprung multipliziert, die /, sind die Bahn- 

_drehimpulsquantenzahlen der einzelnen Elektronen. Gehort U; zur 

- Quantenzahl v, so gehort Uj zu — ys. Ist U; mit U; identisch, so ist der 

Zustand U, auch im rein elektrischen Feld einfach. Das ist nach [12] 

der Fall bei Zustanden mit ~=0O und w=2. Fir diese einfachen 
42* 


Prat yor 
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Zustande folgt aus der Forderung U,=U, zusammen mit (7) und (9) 


die Form 


’ 
U;= > {4:70 vy + 1(—1)4 oF Yy_ oh - (10) 
M=0 
Dagegen fallt je ein Zustand U; zu ~=1 mit einem Zustand U; zu 
= —1 in einem doppelten Term zusammen, der durch das Symbol 
w={i1} gekennzeichnet wird. Dabei ist nach (7) und (9) 
g(fM) =— 1+ (—1). (11) 


Die Anzahl der bei gegebenem J zu jedem mw gehérenden Zustande 
ist nach [10] bekannt. Da ferner die U; ein normiertes Orthogonalsystem 
bilden, lassen sie sich auf die angefiihrte Weise in C, eindeutig bestimmen. 

Macht man jetzt die oben erwahnte Deformation wieder riickgangig, 
geht also von C, wieder zu O iiber, so fallen einige der in C, einfachen 
und doppelten Terme zu doppelten (Bezeichnung: 7/3) oder dreifachen 
(Bezeichnung: *J, und 3/3) Termen zusammen. Daneben gibt es zwei 
Arten von Zustanden (Bezeichnung: UJ} und 4J}), die auch in O einfach 


sind. Zu welchen Quantenzahlen die beim Ubergang von C, zu 0 


zusammenfallenden bzw. einfach bleibenden Zustande gehdren, ist frither 
untersucht worden [9). In Tabelle 1 sind die bei einem Atom gerader 
Elektronenzahl im Oktaederfeld méglichen Terme noch einmal zusam- 
mengestellt. Die erste Zeile gibt die gruppentheoretische Bezeichnung 


nach BETHE [7], die zweite Zeile die Quantenzahlen mw und x der ein- — 


fachen bzw. « der miteinander entarteten Zustande. Die nachsten Zeilen 
geben an, wieviel Terme jeder Art bei der Aufspaltung eines Atomterms 
mit J=3 bzw. J =4 im Oktaederfeld vorkommen. 


Tabelle 1. Terme eines Atoms gerader Elektronenzahl im Oktaederfeld, nach [9]. 


Bezeichnung nach BETHE: | 7 wy of Bo a Se io fe 
{i ee ; ) 
Quantenzahlen: |} -.0 2 {0,2} {o, +1} | {2, +4} 
x= 0 0 _ : 
Anzahl bei: / = 3 1 1 1 
jJjJ=4 1 : 1 1 1 


Die in O zu der vierzihligen noch hinzukommende dreizahlige Achse 
verlangt von den in C, bestimmten, durch ihren u-Wert gekennzeich- 
neten Zustanden das folgende Verhalten bei Drehung des Koordinaten- 
systems durch 27/3 um die Raumdiagonale, d.h. bei zyklischer Ver- 
tauschung der x-, y- und z-Achse: 

‘FT, und '73: Die Zustainde multiplizieren sich wegen x=0 mit +14, 
bleiben also ungedndert. 

*J,: Ein Zustand mit = 0 und ein Zustand mit 44 = 2 transformieren 
sich linear untereinander. 


8Jj: Ein Zustand mit ~=0, ein Zustand mit w=1 und der mit 
diesem nach KRAMERS entartete Zustand mit «= —1 transformieren 
sich linear untereinander. 
315: Wie *Jj, nur mit w~=2 statt w=0. 
| Seien z.B. U, (r), U,(v), U;(v) die in 87] zusammenfallenden Zustinde 
-Trelativ zum (x yz)-System, U,(t’), U,(v’), Ug(t’) dieselben Zustinde 
relativ zum gedrehten (x’ y’ z’)-System, so miissen die Bedingungs- 
_ gleichungen 
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U,(t’) = By U(r) + -B, * Uy (v) + Bg > U5 (t) (12) 
U,(c') = C, - U(t) + Cy - U3 (t) + Cg- G(r) 


erfiillt sein. Die A,,...,C, bilden dabei eine unitare Matrix. Diese 
_ Bedingungen fihren auf folgende Weise zur Bestimmung der U,, d.h. 
_zur Bestimmung der a;;,, in Gl. (6): 

Die Zustande y,,, lassen sich als Eigenzustande der Drehimpuls- 
_ operatoren so wahlen, da sie sich wie die Kugelflachenfunktionen Y,,, 
_transformieren. Fiir die dreizahlige Drehung um die Raumdiagonale 
" bedeutet das 


; yy u(t) =e De yr (t’) 


at 


= (13) 
; py (v) = > Dit yy (t) 

_ mit! 

Dyer =? } is orbs gon ai Z|> SE Teyg 

open te = J4+M’ |2| a 
) he BAT od se RB area 


s=0 


Driickt man nun in (12) die U; aus durch die y;,; und transformiert mit 
(13), (14) entweder rechts auf das gestrichene (gedrehte) oder links auf 
das ungestrichene Koordinatensystem, so erhalt man durch Koeffi- 
zientenvergleich ein System von Bedingungsgleichungen fiir die a; yy 
und die A,,...,C,. Auflésen dieser Gleichungen liefert die mchtigen 
Zustande nullter Naherung im Oktaederfeld. 

Die Durchfiihrung dieses Programms ]aBt sich allgemein wohl kaum 
| iibersehen. Es. mége deshalb die Rechnung in einem Spezialfall ange- 
deutet werden, namlich fiir den Term 27, bei J =4. 
| 
| 


a 


Aus Tabelle 1 folgt, daB in 2Jj zwei Terme mit «= 0 und 2 zusammenfallen. 
Diese Terme sind nach S. 630 auch in einem rein elektrischen Feld der Symmetrie 


1 Diese Koeffizienten ergeben sich als Spezialfall fo - ot der in Gl. (2) von 
. 91 angegebenen. 
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C, einfach. Das heiBbt sie befolgen auBer (7) auch (10) und man kann von vorn- 
herein ansetzen!: 
Us = gq Yo + 4244 + 1 at, y—4 (u™=0) | (15) 
Us = 4392 + J as,y—s (u = 2). 
Diese Zustande haben bereits mit beliebigen? Koeffizienten ay9, @)4, @39 die rich- 


tige Symmetrie um die vierzahlige, aber noch nicht um die dreizahlige Deckachse. 
Diese stellt noch die Bedingung 


U,(t’) = Ay U,(t) + Ag U5 (t) 


(16) 
U,(t’) = By Uz (t) + By Uz(t), 


d.h. nach Gl. (15) und der ersten Gl. (13) 


Aoq Yo + Fag + 1 atyp—s 
= DV yw [41 (4e0 Dom’ + 424 Daa + 1 ay, D_4 59’) + 
a 


+ Ag (d3_ Dy yg + I af, D_o 3’) 
(17) 
A392 + I atap—s 


= YM’ [By (deg Dom’ + G24 Dg +1 az,D_gy) + 
+ By (ag_ Dz yy + I af, D_gyp’))- 


Setzt man hier die nach (14) berechneten Dy, yy ein, so ergibt der Koeffizienten- 
vergleich nach elementarer Rechnung die Beziehungen 


—— IT * 
G32 — (18) 
a,4— Tay, 
und 
7-429 = — Y10> ayy. (19) 


Damit liegt aber nach (15) die Form der Zustande fest: 


a yeas 

U, = —**- [J 10% — V7 (w+ y-o] 

2 J10 | 0 \7 4 4 (20) 
Us = 439 (We + Y—a)- 

Normierung auf 1 fiihrt schlieBlich zu 


“20 : und a35 = ; ‘ 
| 10 )24 }2 


Durch prinzipiell das gleiche Verfahren erhalt man auch die dreifach 
entarteten und die einfachen Zustande. Da die Rechnung ziemlich 
umfangreich ist, wird nur das Ergebnis fiir J =3 und J = 4 in Tabelle 2 — 
zusammengestellt*. Dabei sind die Zustainde fiir J] =4 mit U und y, 
die Zustande fiir J=3 mit « und @ bezeichnet. 


1 Wir lassen den konstanten Index J = 4 weg, schreiben also a;m und py. Die 
Indizes 2 und 3 bei U sind dieselben wie in Tabelle 2. 

2 Abgesehen von der Forderung der Orthogonalitat und Normierung! 

% Einzelheiten der Rechnung kénnen beim Verfasser erfragt werden. 


(24) 
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Tabelle 2. Zustdande nullter Ndherung in O und O, fiir J=3 und f=4. 


7 


Term- Quanten- 


_ symbol zahlen J=3 Jat 
Maia... 
1 h=O0 . 1 p— 
A] x=0 re Uy =z (Vt + V5 (He + val] 
| — 2 1 
| rf f° | Alps i — 2 (Po a Ps) — 


U,= yar [V10 wp —V7(ya+ y—a)] 


~ 1 
Us =—= (v2. + p_.) 


)2 
; T 1 - : 7 vod 
Po U,= 2 (Ys — Ya) 
= : We : 1 
da u={o = 1} (}3q, a= = ] 5g_s) U, = — (V7, = p_s) 
ie ae : rT 
i ys (139-1 +15 99) aot [: (V7 pi + Ys) 
: 1 5 Zz rt : ; 
vg (P2 + P—2) U, === 2 — v-2) 


)2 }2 


°Ts 


zl 
ES 
| 
| 


| 3. Elektrische Quadrupolstrahlung. 
Es soll jetzt die elektrische Quadrupolstrahlung fiir alle Ubergange 
- von je einem (einfachen oder mehrfachen) Term “J), mit J =4 nach 
je einem (einfachen oder mehrfachen) Term *J}, mit J =3 berechnet 
werden. Dazu sind zunachst die Matrixelemente der Quadrupol- 
komponenten (Koordinatenursprung im Atomkern, Summation tber 
alle Elektronen des Atoms): 


On 4 (549) (s—iy) —=— @ a (23 7 4 (x; “itp 1 Vp) (Xp * v Vx) 
k 


Or ictiy) = — a>) 2, (x, +1 Y,) 
i 


— 
ie) 
bo 

— 


Q<tiyys =— 2 (%,+1 Y,)* 
R 


fiir alle in einem solchen Ubergang enthaltenen Teiliibergange U;-- , 
zu berechnen, also z.B. bei dem Ubergang *J;(J = 4) */;(J =5) fiir 
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die 9 Uberginge U;-- u, mit i=4,5,6 und x=5,6,7. Mit Hilfe der — 


Matrixelemente ist dann das Strahlungsfeld fiir jeden Teiltibergang zu 


berechnen, und schlieBlich sind die Intensitaten aller zusammenfallenden — 


Teiliibergange zu addieren und 
es ist zu priifen, ob die so er- 
haltene Quadrupolstrahlung des 
Uberganges “J}+*I}, isotrop 
oder anisotrop verteilt ist. 
Diese Berechnung 1aBt sich 
nach dem Vorgang von RUBI- 
nowicz [13), [15] leicht durch- 
fiihren. Bei einem Ubergang 
von einem Zustand wy; nach 


Fig. 2. Zur Beschreibung des Strahlungsfeldes. einem Zustand 2 1, M’ ver- 

schwinden nur diejenigen Ma- 

trixelemente nicht, fiir die M’=M, M+1, M+ 2 ist!. Fiir unser 
Fall mit J =4 haben diese Matrixelemente folgende Werte: 


M-M: (Wyr |Oss—3 (2-489) (2—<9) Pu) 
= §M/16—M?-B 

M-+-M+#1: (yar |Qz(x+iy)| Paez) (23) 
=4$(5—2M) |/(4+M)(3+4+M)-B 

M->M +2: (War Qcexiy)>| Pu=2) 


=F | (4£M)(3+M) (24M) (5+M)-B. 


Dabei ist B eine von M nicht mehr abhangende Konstante. Hiermit 
lassen sich nach Tabelle 2 die Matrixelemente fiir alle Ubergange U;—> u, 
berechnen. Der elektrische Vektor des Strahlungsfeldes an dem aus 
Fig. 2 ersichtlichen Ort (r #@) ist dann gegeben durch 


~2i¢ 


T e -. sin2e 
(U; Qtesiyy?| My) = [scosa—ip - } 


oe 


» 
=? 


g c 
+ (U;|Qce—iyye| ty) = (—$cosx—ip =) 


aa 


C=F8+ Ep =F ir) , 
: + (U;!Qe(xsiy)| My) e'* (8 sin & + 7 pcos 2a) + 
+ (U;|Qze(x—iy) | My) ef? (— $ sina + 7 pcos 2a) + 
| 4. (U; Quix ciyy(e—iyy| My) sp sin 2x 
Dabei sind $ und p Einheitsvektoren in Richtung zunehmender q- bzw. 
a-Werte und F (7) ist proportional zu e>'*" ry. Im allgemeinen ist die 
Strahlung elliptisch polarisiert, da bei den Matrixelementen mit 


1 Die Bezeichnung der Richtung des strahlenden Ubergangs, d.h. letztlich 
die Phasenwahl bei den Zustanden ist hier dieselbe wie bei RuBinow1cz. 
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AM=-+1, +2 die 3- und »p-Komponente des elektrischen Feldvektors 
um 7/2 gegeneinander phasenverschoben sind (Faktor t!). Die Ellip- 
tizitat hangt dabei von der Beobachtungsrichtung («, gy) ab. Ist dagegen 
nur das Matrixelement mit 4M—0 von Null verschieden, so ist die 
Strahlung im Meridian linear polarisiert. 

Als MaB fiir die Intensitat der Strahlung werden im folgenden die 
Betragsquadrate 
5S =H. E*, Sp=E,EF (25) 
benutzt. Auch hier soll die umfangreiche Rechnung nicht fiir alle Uber- 


gange, sondern nur fir ein Beispiel angegeben werden, und zwar fiir den 
Ubergang 2J3(J = 4) + 1J}(J =3). 


Teiltibergang U,—> u,t: 
Es ist nach Tabelle 2 und Gl. (23) 
> 1 
(U3 | On+ iy)? “,) = — | 48 {| 7 (Wa |Q| Ge) + | 10 (Yo|Q p—2)} =12B 
. 1 St ee ey : 
(U3 | x—iy)? 4) = ya tL} 10 (wo | G2) + V7 (ya |Q\p—.)} = 128, 


also nach (24) 
E,= — 12FB-i-cosasin2p 


. Rin Qe. 
Ep=—12FBt- - cos 2p 


d.h. é 
S, = 144|F B|?- cos? a- sin? 29 
S,= 144 | FB ?- 4 sin? 2x-cos? 29. 

Tethibergang U,—> u,: 

Es ist 

(U3 Ce -2isislis—i9) u,) = 5 {(po'Q Ge) — (y_2'QO\p_s)} = 3 /12- B, 


also 

E.=0 

E,y= 3 )12F B-isin2a 
d.h. 5 

S.=0 


s 

Sp= 108 | FB ?- sin’ 2a. 
Beide Teiltibergdnge zusammen: 

S,=144|F B|?-cos*a-sin? 29 

Sy = 36 FB 2- sin? 2x (cos? 2g + 3). 
Die beiden Intensitaten hangen also von der Beobachtungsrichtung ab, und zwar in 
verschiedener Weise, d.h. die Strahlung ist (abgesehen von den unten angegebenen 
speziellen Richtungen) teilweise polarisiert und auBerdem anisotrop verteilt. 

Die Intensitaten sind fiir alle Ubergiainge in Tabelle 3 zusammen- 

gestellt, und zwar in Spalte 2 fiir die allgemeine und in den Spalten 3, 
4, 5 fiir je eine in Fig. 1 eingezeichnete spezielle Beobachtungsrichtung. 


.+ Auf der rechten Seite ist zur Abkiirzung der Index bei Q fortgelassen. 
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Tabelle 3. Intensitdéten der Quadrupolstrahlung 


Intensitaten bei 


Ubergang | 
J=4oJ=3 


beliebig 


aad S; = Sp=0, verboten 
—> sf) S;= Sp=0, verboten sat ; 7 
—> 3]; 5.140) FBP (sin a -{-cos’ a- cov’ 29) 
Sp=35|F B|? (4 cos* 2a + sin? 2% - sin? 2¢) 
2 S,; = 144|F B|? > cos? «+ sin? 29 : 
Sp = 36 | F B |? sin? 2x (cos* 2p + 3) 
>t, S, = 180 |F B |? (sin? « + cos* a - cos? 29) 
Sp=45 |F B |? (4 cos? 2a + sin? 2« - sin? 2¢) 
— 3Iz Sia 4 | FB)? (sin? « + cos? x - cos* 2p) 
Sp, = | F B|? (4 cos® 2x + sin? 2a - sin? 29) 
Cy Penn 9 Be Ss = 84 | F B/? (sin? « + cos? « - cos? 29) 
Sp= 21 | F B |? (4 cos? 2a + sin? 2 - sin? 2q) 
> 37, S, = 22 | FB}? (cin*a + cos? - cos" 2g) 
3 
Sp= al F B |? (4 cos? 2x + sin? 22 - sin® 2g) 
> 37, So 21 FB (18 sin? « + cos? « [16 sin? 2p + 5 cos 4+ 13)) 
4 
S,= | F B |? (72 cos* 2a+ sin® 2% [16 cos? 2g — § cos 4+85)) 
16 
Sfp S; = Sp = 0, verboten : 
—> 87) Ss O|FB * (2 sin? x + cos x [16 sin? 2@ — 3 cos 4+ 5)) 
Sp> tO EB * (8 cos? 2a + sin® 2% [16 cos? 2p + 3 cos 4m +77) 
6 
—> s/; “e 4 [FBI (294 sin? x + 3 cost « [193 ~ 95 cos 4@)) 


> 


b a | F B |? (392 cos* 2% + sin? 2x [95 cos 4g + 1057) 
) 


Bei jedem Ubergang hangen die Intensitaten von der Richtung (x, p) 
ab, und zwar S, und S, in verschiedener Weise. Die Strahlung ist also 
nicht nur anisotrop verteilt, sondern auch teilweise polarisiert. Die 
Polarisation verschwindet nach Spalte 3 und 5 in Richtung der Wiirfel- 
kanten (x-, y-, -Achsen, vierzihlig) und in Richtung der Raumdiagonalen 
(A,, ...,44, dreizihlig), Man kénnte also diese 7 Richtungen als eine Art 
von (durch die Absorption oder Emission definierten) ,,optischen Achsen‘‘ 


—_—_ 
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parallel Wirfelkante 
(x=g~=0) 


fiir alle Uberginge J=4 + J =3. 


—_—_—_——————— ees" 
Beobachtungsrichtung 


parallel Flachen- 
diagonale 
(a=0, p= 2/4) 


parallel Raumdiagonale 


(cos a= Vi. sin a = Vi 


y@ = 2/4) 


OO 


1 Das ist nétig fiir die Erfiillung des Summensatzes, s. unten. 


S,= S,=140|FB|? S,=0 al, $03 
celle ft . ' Sp=140|F B|? Ss=Sp= ; |FBP 
rind Sp=0 S;= Sp=96|FB/? 
Ss = Sp= 180 FB? Sp 0 pul 2x ‘ 
Sp=180|FB/? S,=S,=60|FB| 
S,— 5,=4|F Bi Sait PEN ee eae 
s P Sp=4|F BI? s= ey | 
5 ss b| 
eh PS 2 = 
Se p 84\|F B Sp= 84|FB|? S;= Sp=28|FB|? 
315 o-0 
Ss=Sp= "5 is = 105 
s=Sp 2 FB sa So S5= Sao 
Sp= |FB{? 
o: ' if 
189 S,= 126|F B/? 
S.= = if 2 2 
S,=—|FBI 
2 
5 §,=270|FBP 
=5)= SF ‘ ; 375 
S,= Sp= 2 |\FB/? 45 S,=Sp= sides 
S,=—|FB|? 
p / 
So — Ae Be 
¢.=s,— 17 | FBI s pe 22 pee 
eM 2 147 ; Pha doa ar 
Sp= \FB2 
oa i 


bezeichnen. Allerdings sind diese Achsen nicht alle gleichwertig, denn in 
Richtung einer Raumdiagonalen wird eine andere Intensitat ausgestrahlt 
als in Richtung einer Wiirfelkante, und zwar bei einer Reihe von Uber- 
gangen eine um den Faktor 3 kleinere, bei manchen Ubergingen dafiir 
eine sehr viel grofere’. 
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Am starksten polarisiert ist die Strahlung in Richtung der Flachen- 
diagonalen (B,,..., Bg, zweizahlig). Hier ist die Polarisation bei vielen 
Ubergangen! sogar linear, und zwar entweder parallel zum Meridian 
(S,=0) oder zum Breitenkreis (S,=0). Allgemein hangt in der x4- 
Ebene (#0) die Intensitat S, der im Meridian schwingenden Welle 
von gy nicht mehr ab, d.h. insofern herrscht Rotationssymmetrie um die 
z-Achse. Dagegen variiert S, sehr stark mit g, und dadurch andern 
sich die Gesamtintensitat und der Polarisationsgrad der Strahlung, wenn 
man mit der Beobachtungsrichtung in der x y-Ebene um die 2z-Achse 
herumgeht. Bei allgemeinen Werten von « ist das Strahlungsfeld vier- 
zahlig um die vierzahlige z-Achse (Glieder mit cos* 2g und cos 4q). 


Alle diese Aussagen sind invariant gegen zyklische Vertauschung von 
x,y,z, d.h. das Strahlungsfeld ist auch dreizahlig um die dreizahligen 
Raumdiagonalen. AuBerdem ist es invariant gegen Inversion (Sub- 
stitution «> —a, p+g+z); wie es sein muB, da die fiir die Rechnung 
benutzten Zustande die Symmetrie O, haben. 


Damit ist gezeigt, daB sich fiir die Emission und Absorption von 
Quadrupolstrahlung genau die gleiche Symmetrie eines kubischen 
Kristalls ergibt, wie sie das quadratische Glied in der LoRENTZschen 
Gl. (4) fiir die Dispersion liefert. Dieses Glied der Reihenentwicklung 
beriicksichtigt also die Quadrupoleffekte. 


Zur Kontrolle der Rechnungen iiberzeugt man sich leicht, daB die 
frither [9] abgeleiteten Auswahlregeln bei den Ubergangen befolgt werden. 
Insbesondere kommen Uberginge zwischen einfachen Termen und Uber- 
gange 1] °I, und 42, — 8, nicht vor, und bei den Ubergangen > *Jj, 
und 1/;- */; treten nur die Matrixelemente von Q,,, Q,., Q,,, nicht 
aber die von Qy, Qy, Qa auf. 

Ferner ist, wie es sein muB, der zuerst von Rupinowicz [14] for- 
mulierte Summensatz fiir den Gesamtiibergang ]=4- ] =3 erfiillt. 
Summation iiber alle Ubergange in Tabelle 3 liefert 


¥S,= ES,=756|F BP, (26) 


d.h. die Gesamtstrahlung ist isotrop verteilt und unpolarisiert. 


4. Dipolstrahlung. 


Zum Vergleich seien zunachst kurz die Verhaltnisse bei elektrischer 
Dipolstrahlung behandelt. Hier sind die Matrixelemente der Kom- 
ponenten 


pee 2a bth =— eX (% £4 yy) (27) 


‘ Namlich gerade bei denjenigen, die parallel zu den Wiirfelkanten dreimal 
so stark strahlen wie in Richtung der Raumdiagonalen. 
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des elektrischen Moments {$= —e »' x, zu berechnen. Dabei verschwin- 
k 


den bekanntlich alle Matrixelemente mit Ausnahme der folgenden, wenn 
man sich wieder auf die Uberginge J =4-- J] =3 beschrinkt: 


MM: (war | P| Gm) = 16 —M?-A 
M>M +1: (yy |B Ft B, Pusi) =+ V4FM) 6 Nd }28 


Der elektrische Feldvektor des bei einem Ubergang U, - w, emittierten 
Dipolstrahlungsfeldes ist 


(28) 


\* (U; |B. + 4B, | u,) (sin a: p + 48) e-#? + 
E=E,-s Be med $(U;|P,—iF,| u,) (sina p—1s) e?— > (20) 


— (U,| P.| u,) cosa: p. 


RO A EI OR eee we RES aR a A ey a 


/ Die Beziehungen (28) und (29) gelten ebenso fiir magnetische Dipol- 
; strahlung, wenn man das elektrische Moment ‘$ durch das magnetische 
Moment I= — ae (L +25) und & durch — ersetzt. Alle folgenden 
_ Uberlegungen gelten also mutatis mutandis auch fiir die magnetische 
_ Dipolstrahlung. 

: An Hand von Tabelle 2 tiberzeugt man sich mittels (28) und (29) 


zunachst, daB die friiher |9) mitgeteilten Auswahlregeln befolgt werden. 
Ferner ergibt sich aber bei jedem Ubergang die Strahlung als véllig 
isotrop!. Wir deuten die Rechnung nur fiir den einen Ubergang 'J|> 9J), an: 


Teiltibergang U,— tty: 


i [7 
(U,|% uy) =2|/ -A, 
FS 
E.=0, 5,=0 
fx DB dae 
B= = 4 1/l aS wea, S,= AG | cos? a. 
p i p 3 


Teiliibergang U,— us: 


(U, |P,— i Py uy) = [42 (yo |Pl oy) +5 (v—a|P 92] 
, ) 192 


[14 
=2/ ~-+A, 
S| 
/ ; 14 sis 
E,=—i|/ 14 AGé®, $,=——|4cp 
=) » 
a 
; 14 i Ale 
E,= 5-46 ee sin, Sp= AG|? sin* a. 
3 3 


1 Vgl. hierzu die klassische Rechnung in [/6), wo besonders auch der Fall 
diskutiert wird, daB die strahlenden Atome im kubischen Kristall auf nicht- 


kubischen Platzen sitzen. 
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Teiliibergang U,—> ug: 


sitar i ecthl end = Poe 
(U,|P, +4 P, | m4) = Vio2 [5 (w,|P Ps) + 42 (Wo P—1)} = 3 , 

; [14 4 any ath P 
r= i14G\/ "be ee = de AG 

= 

a oe A i ORG eats 

—— ren yi ch ; S, = AG *-sin? x. 

Ey IA | 3 é sin % p 3 


Die drei Teiliibergange zusammen geben 


d.h. véllige Isotropie. 


Das allgemeine Resultat unserer Untersuchung ist also: Ein kubi- 
scher Kristall! ist gegeniiber Dipolstrahlung optisch isotrop, gegen- 
iiber Quadrupolstrahlung nur noch ,,optisch siebenachsig”. 


5. Beobachtbarkeit der Quadrupol-Anisotropie. 


H.A.LorEnTz [2] hat versucht, die von ihm vorhergesagte Doppel- 
brechung an geniigend dicken Steinsalzplatten zu messen, wegen der in 
den natiirlichen Kristallen vorhandenen inneren Spannungen jedoch 
keine véllig einwandfreien Ergebnisse erzielt. Immerhin halt er die 
Doppelbrechung fiir vorhanden. Bei einer spateren Nachpriifung durch 
BucHWALD und KO6niG [17] ist es ebenfalls nicht véllig gelungen, den 
Effekt sicher von der durch innere Spannungen erzeugten Doppel- 
brechung abzutrennen. 

Ein Versuch, die Anisotropie der Absorption oder Emission zu messen, 
setzt einen Einkristall mit folgenden Eigenschaften voraus: 

1. Die Quadrupolstrahlung muB8 geniigend intensiv gegeniiber der 
Dipolstrahlung sein. Diese Bedingung kann nur bei den Salzen der 
Seltenen Erden und der Ubergangselemente erfiillt sein, wo die elektri- 
sche Dipolstrahlung bis auf einen vom Kristallfeld erzwungenen schwa- 
chen Anteil verboten ist |78]. Bisher ist jedoch auch hier noch in keinem 
Fall wirklich Quadrupolstrahlung nachgewiesen worden. 

2. Die Spektrallinien miissen im Vergleich zu der GréBe der Term- 
aufspaltung im Kristall schmal sein, da sich sonst alle Ubergiinge iiber- 
lappen und man nach dem Summensatz Isotropie messen wiirde. Auch 
diese Bedingung ist wohl nur bei den obengenannten Substanzenklassen 
erfiillt. Doch ist gerade hier bis jetzt kein Salz bekannt, das in kubischen 


1 Der Beweis ist speziell fiir die Symmetrieklassen O;, und (angenahert) O 
gefihrt. Die Quadrupolstrahlungsfelder. in den ubrigen 3 kubischen Symmetrie- 
klassen sind auf vdéllig analoge Weise berechenbar. 
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Kristallen geniigender GréBe, in denen die strahlenden Ionen auf 
Platzen kubischer Symmetrie sitzen, kristallisiert?. 

3. Man wird deshalb die Experimente an Kristallen niedrigerer 
Symmetrie durchfiihren miissen. Die hier bei Quadrupolstrahlung zu 
erwartenden Abweichungen von der klassischen Kristalloptik bilden 
den Gegenstand einer folgenden Untersuchung. 
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